SUR LA STABILITE D’UNE DYNAMIQUE SINGULIERE DE VORTEX

VALERIA BANICA

RESUME. On étudie la stabilité de la dynamique singuliére de vortex filamentaire décrite
dans [13], qui engendre un coin en temps fini. On montre que sous certaines perturbations
petites et réguliéres, le coin est encore formé. Notre approche utilise le flot binormal et
la transformation de Hasimoto. On se rameéne aux propriétés de scattering longue portée
pour une équation de type Gross-Pitaesvski avec coefficients variables en temps. Ce travail
a été obtenu en collaboration avec Luis Vega.

1. LA MODELISATION DES VORTEX FILAMENTAIRES PAR L.I.A.

Dans ce travail on étudie la stabilité des solution autosimilaires du flot géométrique

(1) Xt = Xz N Xzz)

ot1 ¢ la variable temps et x (¢, z) est une courbes de R?, paramétrée par longeur d’arc . Cette
équation a été proposée par Da Rios en 1906 [10] et réécrite par Arms et Hama en 1965
[1] pour approximer la dynamique d’un vortex filamentaire dans un fluide 3-dimensionnel,
non visqueux et incompressible. Ce modele est obtenu a l'aide de la loi de Biot-Savart
en évaluant la vitesse du fluide aux points pres du filament. Seulement les effets locaux
sont pris en compte, et le développement de Taylor obtenu ainsi autour d’un point du
filament nous donne, en passant a la limite, I’équation , connue habituellement sous le
nom de Localized Induction Approximation (LIA). On envoie le lecteur & [3] et [18] pour
une description détaillée du modele, et a [I7] pour un survey de 1'oeuvre de DaRios.

On rappelle que la tangente 7', la normale n et la binormale b d’une courbe de R?
paramétrée par longueur d’arc forment une base orthonormée de R? et vérifient le systeme
de Frenet

T 0 ¢ 0 T
(2) n =| —¢ 0 7 n |,
b 0 -7 0 b

T

ou ¢ représente la courbure et 7 la torsion de la courbe [I9]. Il s’en suit que peut étre
réécrit comme

(3) Xt = cb,

ce qui explique aussi la dénomination de ce modele par le flot binormal : la courbe se
déplace en direction binormale, avec une vitesse proportionnelle a la torsion.
1
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Si on considére maintenant la tangente d’une courbe solution de , elle va étre solution
de

(4) Ty =T A Tyy.

Comme la courbe est paramétrée par longueur d’arc, T'(t,z) € S?, et on retrouve le
”Schrédinger map” sur la sphere. De plus, est reliée a I’équation du ferromagnétisme
[9].

En utilisant de plus les équations des dérivées en temps de la normale et de la binormale,
si la courbure et la torsion ne s’annulent pas leurs équations s’écrivent

Ct = —2C; T — CTy,
2
x

()

Ce systeme, connu aussi sous le nom d’équations intrinseques, a été trouvé par DaRios en
1906 [10] et rédérivé par Betchov en 1956 [4].

Finalement, Hasimoto a mis en évidence en 1972 [14] le lien avec I’équation de Schrédin-
ger, par la transformation suivante qui porte son nom,

T

(6) u(t,x) = c(t, z) exp i/T(t,x')dx'
0

Cette nouvelle fonction u, appelée fonction filament, bien définie quand la courbure et la
torsion ne s’annulent pas, vérifie

1
(7) iup + Ugy + 3 (Jul* = A(t)) u =0,

(8) A(t) = <2%_C”2 + 02) (t,0).

Réciproquement, si u est une fonction qui s’annule pas, solution de @ avec A(t) un coeffi-
cient dépendant du temps donné, alors on peut définir a partir de u des fonctions réelles c et
T qui vérifient le systeme et 'identité . On peut voir la transformation de Hasimoto
comme une inverse de la transformée de Madelung.

Un exemple tres simple pour voir le lien entre et est de considérer avec le
coefficient A(t) = 1, et la solution u = 1. Il s’en suit que la courbure est constante égale a 1
et la torsion est constante égale a 0. On est donc en présence des vortex appelés "ronds de
fumée”, qui sont des cercles de longueur constante se propageant en direction binormale.

On va rappeler maintenant ce qui est connu sur les solutions autosimilaires de .
Comme A~y (A%, \z) est le seul changement d’échelle qui préserve la longueur d’arc, les
solutions autosimilaires sont cherchées sous la forme x(¢,z) = \/fG(%) Il s’en suit que

) ot = (S ).
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pour un parametre réel positif a ([7], [8], [5]). Les informations concernant la limite de la
courbe quand ¢ tend vers 0 ont été données par Gutierrez-Rivas-Vega dans [I3]. On a entre
autres le résultat suivant.

Théoréme (Gutierrez-Rivas-Vega) Soit a un nombre réel strictement positif. Il existe xq
solution de (1)) telle que

Xa(ts 2) — A5 T 00y () — AT oo 0 (7)] < 20V,

ot A(f € S? sont deux vecteurs distincts et non-opposés, dont l’angle sous-entendu 0 est

déterminé par

a2

cosS— =e¢ 2.
2

En particulier, on déduit que
XQ(O, IL’) = xAcTH[O,oo) (.T) + JIA;]I(,OQO} (a:),

ce qui traduit le fait que la courbe x,(t, z), réguliere pour tout ¢t > 0, présente un coin a
t=0.

10 0
Remarque 1.1. Le flot binormal ot le produit uNv est remplacé par | 0 1 0 | uAw

0 0 -1
correspond au ”Schridinger map” sur Uespace hyperbolique H?. Ses solutions autosimilaires
ont été décrites récemment par de la Hoz [I1], dans le méme esprit que le théoréme cité
ci-dessus. Aussi, I'équation @ est défocalisante dans ce cas.

2. APPROCHE ET RESULTATS

Dans le but d’étudier les perturbations du flot de courbes y,, on va d’abord considérer
les perturbation a temps positifs de sa fonction filament,

- T
eta

Vit

ug(t,z) = a
solution de

2

La formation du coin pour le flot de courbes y, correspond a la limite ad,—¢ de u, quand
le temps tend vers 0. On va traiter plus généralement I’équation

2
(10) iUt + Upg = <]u\2 - C;) u=0.

. 1 a?
Uy + Ugy + = (!u\z — t) u=0.

Dans notre travail précédent [2], on a commencé I’étude de cette équation en regardant le
comportement en temps grands de la transformée pseudo-conforme v définie par

(1) u(t,z) = Tolt, z) = i/ﬁ”(iﬂ
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L’équation de v est
1
(12) ivt—l—vmzlzg (|v|2 —(LQ)U:O,

et la constante a est la solution particuliere correspondant & u,. Notons que cette équation
a une énergie
1

(13) B(t) = / oe(t)do % / (o) — a?)? d.

qui obeit a la loi

(14) QE(t) T 4%2 /(]v|2 — )’ de =0,

Dans le cas défocalisant, ceci nous a permis d’obtenir un bon controle en temps de la norme
L2 de v(t) — a et de déduire I'existence globale.

On considére la perturbation w(t) = v(t) — a, solution de

(15) ity 1 (ot af? — a?) (w0 + @) = 0.
Comme les termes d’ordre un de I’équation ont des coefficients qui décroissent en %,
et la perturbation est faite autour d’une fonction constante, il y aura des similitudes avec
les effets de longue portée de 1’équation de Schrodinger 1-D cubique ([16],[6],[15]) et avec
la stabilité de la solution constante 1 de Gross-Pitaevski 2-D [12].

On va chercher maintenant des opérateurs d’ondes pour la perturbation w(t), c’est a
dire qu’on va chercher des solutions de cette équation qui en temps grand se comportent
comme un wi(t,x) donné. Ceci revient a faire un point fixe, dans un espace bien choisi
autour de wi, pour 'application

o] 2 2
= e [ (D o) o
t

T

0)

. . . 192 s .
Si on veut que w se comporte comme une solution libre e®% . , en général les pires termes

source sont ceux linéaires

2 2
a a
+—w , +—w.
t t
Il faut alors arriver & controler les termes de Duhamel correspondants,
o0 o0
; 2 92 dr ; 2 02 dr
(16) CL2/ ez(t—ﬂ-)ﬁgc em-ax Uy — , CL2/ ez(t—r)ax e—m—ﬁgc Up—.
. T ‘ T

Clairement, le premier ne présente aucune oscillation et n’est pas contréllable. Pour éliminer
ce terme, on considere ’équation pour

(u(t) — a) eFialost,
On va chercher donc w proche de

(17) wy (t,x) = eFia® logt (itd; us(x).
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On note

(18) vi(t,z) = a+wi(t,x),

et en utilisant les inégalités de Strichartz inhomogénes on obtient notre premier résultat.
Théoreme 2.1. Soit tg > 0. Il existe une constante ag > 0 telle que pour tout a < ag,

et pour tout u, petit dans L' N L% par rapport a aqg et a to, 1’équation a une unique
solution

v — vy € C([to, 00), L*(R)) N L([to, 00), L2 (R)),

satisfaisant, quand t tend vers l’infini,

(19) o(t) = 01 ()l|2 + [0 = 01| s ((t.00) L) = O 7).

Cependant cette décroissance ne suffit pas pour construire le flot binormal ; par exemple
on ne sait pas si v s’annule pas. On va exploiter mieux les oscillations du terme linéaire,
en se plagant dans des espaces de Sobolev.

Théoréme 2.2. Soit tg > 0 et s € N*. Il existe une constante ag > 0 telle que pour tout
a < ag, et pour tout uy petit dans H=2 N H* N WL par rapport a ag et a to, l’équation
a une unique solution
v—1 € C([t()? 00)7 HS(R))a

satisfaisant, quand t tend vers l’infini, pour tout entier 0 < k < s,

_1 _
(20) (v = v)(B)ll2 = O2) , V¥ —v1) (B2 = O,
La différence de taux de décroissance vient maintenant des termes quadratiques
2
e R
t t

Le moins oscillant est le premier, qui donne le taux t_%, mais ses dérivées s’estiment mieux.
Les nouveaux taux de décroissance du Théoreme nous ont permis de reconstruire le flot
binormal et d’obtenir des informations sur sa limite quand ¢ tend vers 0. On montre que le
courbe filament au temps ¢t = 0 est proche de x,(0,z). En particulier on obtient pour ces
perturbations la persistance de formation de singularité a temps O.

Théoreme 2.3. Soient ¢ > 0, tyg > 0, 0 < a < ag, ou ag est la constante du Théoréme
. Soit uy petit dans H2NnH3NW3 qvec x?u, petit dans H' par rapport a €, a et to,
et soit v la solution correspondante du Théoréme . Alors il existe x(t,z) flot de courbes
correspondant ¢ u = T (v) via la transformation de Hasimoto, solution de pour tout
1/tg >t > 0, tel qu’il existe une unique courbe xo(x) vérifiant

Ix(t,z) — xo(x)] < C’a\ﬁ

uniformément en x € (—00, 00).
De plus,

Ixo(x) — x0(0) — xA;']I[OVOO) (#) =2 A L _oo ()] < €|z,
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avec Aff sont deux vecteurs distincts et non-opposés, dont l’angle sous-entendu 6 est déterminé
par

cCoOs— =¢€

2

o
i

3. QUELQUES DETAILS DE LA PREUVE DU THEOREME (2.3

En vue de la transformée de Hasimoto @, et de la transformation pseudo-conforme

(@1,

1 1z
) = lut) = 2o (1.5
et
b B 0 (hE)
T o (19)

On a v € H3R) C Cg(R), ce qui nous assure que la courbure et la torsion vont étre
suffisamment régulieres. Par définition,

o(t, ) = a+ eIy (1) 4 (v — v1)(L, @),

La décroissance de v —v1 du Théoreme [2.2| combinée avec la formule explicite de I’évolution
libre de Schrédinger nous permet d’obtenir que (¢, 7) est proche de (cq,7,), avec des taux
de décroissance explicites, dépendant de u.

A partir de (¢, 7) on va construire le flot binormal comme suit. On fixe la donnée initiale
A temps to = 1/tg, (T,n,b)(to,0), comme étant la base canonique de R?, ce qui est en par-
ticulier la valeur de (15, ng,bs)(t,0). On définit (T',n,b)(¢,0) en imposant que ses dérivées
en temps satisfassent le méme systéeme que la tangente, normale et binormale d’un flot
binormal vérifierait. Apres, a partir de (T, n,b)(t,0) on construit (T, n,b)(¢,x) en intégrant
le systeme de Frenet a ¢ fixé. On impose donc

(21)
T Ta to ’ 7 c-C—ICT2 T
n | (tx)=| ng (t,O)—/ cT 0 (f) n | (t,0)dt
b ba t —Cy _ <Cmm_67'2) O b
z 0 ¢ O T
+/ —c 0 7 n | (¢ s)ds
0 0 —7 0 b

Ce faisant, T' va bien vérifier
T, =T NT,,.
Une fois T' construite, pour une donnée (%o, 0), on définit, pour tout o >t > 0,

x(t, ) = x(to,0) — /t O(Cb)(t',O)dt' + /Oz T(t,s)ds.



frenchSUR LA STABILITE D’UNE DYNAMIQUE SINGULIERE DE VORTEX 7

En utilisant le systeme de Frenet,
T, =T ATy =T AN (cn)y =T A (czn + cTb) = —cmn + ¢zb,

et il s’en suit que x vérifie .
Finalement, une fois x(t, ) obtenue pour ¢t > 0, par (3 et I’expression @ de la courbure
cq de laquelle ¢ est assez proche, on a

/:2 c(t,z)b(t, z)dx

1

to
< @dt

— 0
4 VT tita—0

En notant xo(x) la limite a t = 0, on obtient de fagon similaire pour tout x € (—o00, 00),

Ix(t,z) — xo(x)] < Cav't.

Ix(t1,z) — x(t2, )| =

Pour montrer que x(0,x) est proche de x,(0,x), on montre d’abord que la tangente
T(t,x) est proche de T,(t,z), de la facon suivante. Dans un premier temps, on montre
que T'(¢,0) est proche de T,(t,0), puis que T'(¢,z) est proche de Ty (¢, x). Pour la deuxieme
étape, on va avoir besoin que tout (7', n,b)(¢,0) soit proche de (Ty, ng, by)(t,0).

3.1. Estimations a (¢,0). D’apres la définition de (T,n,b), pour avoir (T',n,b)(t,0)
proche de (Tg, ng, bs)(t,0) il suffit de montrer que la matrice

0 leT] x|
2
et 0 \7\ (t,0)
jea| |Gz 0

est intégrable a ¢ pres de 0. En vue du bon taux de décroissance obtenu pour (¢, 7) —(¢q, 7o),
on arrive a traiter assez facilement les termes c7 et ¢,. Pour le troisieme, on utilise la relation
, qui nous donne l'information supplémentaire a x = 0

Ceci nous ramene a une quantité facile a estimer, et on a bien que (7, n, b)(t, 0) reste proche
de (Ty, ng, ba)(t,0).

3.2. Estimations a (¢,z). Le fait que T'(¢,z) est proche de T,(t,x) est plus technique, et
on va le traiter de deux facons différentes : une pour z > M V/t et une autre pour x < M+/t,
avec M choisi assez grand par rapport a 1/e.

D’apres ,

x

T(t,z)—T(t,z") = / (cn)(t, s)ds,

I,
qu’on va écrire
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Comme 7n = (—b)s, on a, en intégrant par parties,

T(t,z) — T(t,a) = [—Tcab] i + /: (cTaT; Tn+ (;)sb> (t, s)ds.

T, va vérifier le méme type de relation, et en les soustrayant, on obtient comme terme a

estimer, parmi d’autres,
a o [2av/t ‘
|:C(b - ba):| = |: a\[(b - ba):| :

Ta ! x’

Pour pouvoir traiter ce terme on choisit M assez grand par rapport & 1/e et on prend
' = My/t et x > M+/t. On montre que T(t,z) reste proche de Ty (t,z), si on sait que
T(t, M+/t) est proche de T,(t, M/t). On conclut en montrant que T'(¢, z) reste proche de
T,(t,x) quel que soit 2 < M+/t. Pour ce faire, il faut prendre en compte les variations de
la normale n(¢,x). On considere alors le vecteur

N =n+ b,
et la fonction
Y2(t,x) = |T — T,2(t,z) + |N — No|*(t, z).

En calculant la dérivée en espace de Y2, on montre que X(¢,z) est assez petit pour
x < Mt

Au final on obtient que pour tout € > 0, si uy est assez petit,
(22) (T = To)(ta)| < e

En particulier, pour x > 0,

x(t,x) — x(t,0) = /OJB T(t,s)ds = Az + /Om(T —T,)(t,s)ds + /Off T.(t,s) — A ds.

Le troisieme terme tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, uniformément en = [I3]. En utilisant
aussi (22)) et en faisant ¢ tendre vers 0, on obtient I'information voulue

Ixo(z) — x0(0) — zA}| < ex.

4. QUELQUES DETAILS DES PREUVES DES THEOREME [2.1| ET [2.2

Dans cette section on va donner quelques estimées des contributions des termes linéaires
et quadratiques dans les termes de Duhamel, ceux cubiques ne posant pas de problemes. Ces
contributions sont essentielles pour pouvoir faire un point fixe dans les espaces considérés
afin d’obtenir 'existence des opérateurs d’ondes.
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4.1. Terme linéaire. Pour le Théoréme on utilise les inégalités de Strichartz inho-

mogenes,
[o.¢] —_— o0 _—
S 2 WI\T S 2 92 U
/ €Z(t T)02 a2 ( ) dr :a2 / ez(t 7)02 e 1702 li‘fj . dr
t T L2 t T L2
00 _
i 2 u
=a’ / e 27% : i+' 5 | dT
t T a L2
<ca? | = — Ca? fluy | = Ca? flus
T Lp/((t,oo)qu/) Lpl(t,oo) tP

Les couples admissibles (p, ¢) en une dimension sont compris entre L>°L? et L*L>, donc si
1
on suppose u; € L'NL? la meilleure décroissance qu’on peut obtenir de cette facon est ¢~ 1.

Pour le Théoreme ou on impose plus de contraintes sur la donnée initiale, on écrit
le terme en Fourier

0o —z(t 27)€
i(t—21)02 ‘:): ~
/t gilt=2 >az< HW,) dr = / / o e (€)dedr,

et en faisant une intégration par parties en 7 on obtient
eitf m U ( é—) —z(t 27)€ i (_5)
_ ¢ U 1:135 +
_ / i O g A+ (1 £ ia? / / e e dedr

Par Plancherel on obtient le controle voulu
uy(=§)

 ima (o Ti(T)
/t o ”("’ T )dT 2

Les dérivées V¥ de ce terme ont la méme décroissance en temps 1 /t, mais avec une constante
dépendant de la norme H 2% de ...

2 2
<@
~ ¢

a
(23) = 7”U+HH72-

L2 L2

4.2. Termes quadratiques. On va traiter ici le pire des deux termes quadratiques, celui

i oscille le moins, 1“1
qu1 oscllle le moins, -

Pour le Théoreme on va utiliser la dispersion du groupe libre de Schrédinger,

oo 2 00 iT02 2
‘ [ e (Qa\wm ) N / €i<t7)ag<|e us | ) N
t T t T

> 2 dr 0 dr _ Ca
< CCL/ |||€”d " f? ||L27 < C(l/ | ZTa’“'u+||L°°H€ U+”L27 < 7 lusllpeflus 22 -
t t

Pour le Théoréeme 2.2 on va utiliser & nouveau les oscillations en Fourier

oo i(t—T)€2
Vk/ i(t—7)07 <‘w1( > / /|€|ke ’mﬁew&gu *e m'c%;u-i- dé dr
t

_zt§2_zT —(n—¢£)2-¢£2) " A _
/ // €1F e E iy (n)ay (n — &) dn d€ dr

= 2a

L2 L2
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%) efit§2+2i‘r§(nf§) k ize g
-] [t e i - ands i

A nouveau on fait une intégration par parties en T

vk/mei(tﬂag ]wl( // o—it(E2+2¢(n—¢)) € ’k i u+; 2( (5) )dndf
t

[ e MEHE e e ()T (= €)
—I-/t // = 1€|% e 2ie(n — € dn d€ dt.

On obtient, pour k > 1,

0o 2 —
Vk/t ei(t=7)0; 2a|w15_7-)| dr ‘f|k 1u+*uf+(f)
L2 L2
Ca Uy
:T U4 i €3]
k-1

Si k = 1, étant en une dimension ol la norme L est majorée par la norme H', on obtient
comme controéle

R w1 (7)]? Ca
v [ett (20 arl < S e
L2
Si k> 2, H* 1 est une algtbre, et on a

*© we (1)]? Ca
vt [Tt (9O Y arl o SO s (el + el o).
t
L2
Pour k = 0 on utilise le méme type d’estimation comme fait ci-dessus pour le Théoreme
En conclusion, les termes de type quadratique sont controlés par C(uy)/+/t, tandis
que leurs dérivées sont controlées par C(u4)/t.
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