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Résumé

Ce mémoire concerne I’étude du comportement de I’équation de Schrodinger non-linéaire
pres du temps d’existence maximal. Le premier chapitre est un passage en revue des notions
de I'équation de Schrodinger qui vont étre reprises au long du mémoire. Trois thématiques
seront ensuite abordées dans les chapitres 2, 3 et 4 : I’étude de ’équation de Schrodinger en
géométries de courbure négative ([10],[13],[14],[11]), 'explosion pour I’équation de Schrédin-
ger hors du cadre R™ (J10],[12]) et I'étude de la dynamique des tourbillons filamentaires dans
un fluide ([16],[15]). Les travaux effectués durant ma these de doctorat ([7],[8],[9]), soutenue
en septembre 2003 sous la direction de P. Gérard, seront présents dans le texte mais ne fe-
ront pas 'objet d’une description détaillée. Dans la suite je vais décrire tres brievement les
résultats obtenus, ainsi que leur motivation, les techniques utilisées et les perspectives.

L’équation de Schrédinger en géométrie de courbure négative. Depuis une quin-
zaine d’années I’équation de Schrodinger est considérée aussi dans des géométries autres que
celle de R™. Dans des cas de courbure positive, comme la sphere, on a mis en évidence la
“mauvaise influence” de ce type de géométrie sur les propriétés qualitatives de la solution :
les propriétés dispersives sont moins fortes et des phénomenes d’instabilité apparaissent, plus
que dans le cas de courbure nulle du tore plat ou de R”. Il est donc naturel de s’interroger
sur ce qu’il advient dans le cas de la courbure négative, et d’abord sur ’espace hyperbolique,
qui est ’exemple typique de variété différentielle de courbure négative.

Cette direction de recherche, commencée lors de mon stage post-doctoral a Pise, a été aussi
motivée par les deux premieres parties de ma theése sur ’équation a coefficients variables. Dans
[7] j’ai considéré ’équation en 1-D avec coefficients fonctions en escalier, bornées entre deux
constantes positives. Dans le cas d’'un nombre fini de discontinuités, la résolvante se calcule
explicitement, et en faisant appel a la théorie des fonctions presque-périodiques de Wiener, j’ai
montré la dispersion et les inégalités de Strichartz globales. Aussi, pour certains coefficients
périodiques, la théorie de Floquet permet de montrer que I'inégalité de dispersion locale en
temps n’est pas vérifiée. La deuxiéme partie de ma these [§] contient une description précise
de I’évolution par I’équation cubique posée sur la sphere de dimension deux de certaines har-
moniques sphériques concentrées sur des géodésiques. Cela précise des résultats d’instabilité
de N. Burq, P. Gérard et N. Tzvetkov.

Dans [10], j’ai commencé I’étude de I’équation de Schrédinger sur 'espace hyperbolique
et I'influence de la courbure négative sur les propriétés qualitatives des solutions, par rap-
port a celles connues sur ’espace euclidien. Je donne une répresentation exacte des solutions
linéaires et je montre que la dispersion est vérifiée, avec un poids supplémentaire en espace,
exponentiel a I'infini. Les preuves utilisent ’analyse harmonique sur ’espace hyperbolique, qui
permet de relier la représentation de la solution de I’équation libre aux fonctions de Legendre.
L’estimation des solutions porte sur des calculs d’intégrales oscillantes.

Avec R. Carles et G. Staffilani nous nous sommes intéressés dans [13] & la question du com-
portement en temps grand pour I’équation non-linéaire. Nous avons mis en évidence 1’absence
de phénomene longue portée dans le cas radial, grace aux meilleures estimations dispersives de
I’équation linéaire. En conclusion, contrairement & 1’équation posée sur R™, les non-linéarités
correspondant & de petites puissances n’ont pas d’influence dans le comportement en temps



grand, qui reste qualitativement le méme que dans le cas linéaire. Les techniques utilisées
sont des estimations de Strichartz avec des couples d’exposants plus souples que sur R”, et
des inégalités de Morawetz d’interaction, encore valables en courbure négative.

Avec T. Duyckaerts nous avons répondu dans [14] & la question naturelle qui est de savoir si
les résultats positifs obtenus ci-dessus dépendent de la riche structure du groupe d’isométries
de l'espace hyperbolique. La réponse est non, et nous donnons une large famille de variétés
de révolution pour lesquelles I’évolution libre vérifie des inégalités de Strichartz a poids. En
fonction de la croissance de I’élément volume a 'infini, qui est reliée a la courbure négative,
le seuil pour I'existence des opérateurs d’ondes baisse par rapport a celui de R™. Les preuves
reposent sur I’étude de I’équation sur R™ avec un certain type de potentiel, pour laquelle nous
obtenons des inégalités de Strichartz via des estimations de résolvante.

Dans [11] nous revenons avec R. Carles et T. Duyckaerts sur la question de la complétude
asymptotique en dimension n > 4, question laissée ouverte dans [I3] dans le cas de 1’espace
hyperbolique pour cause d’impossibilité d’'utilisation des estimations de Morawetz d’interac-
tion. Nous montrons des résultats de complétude asymptotique dans le cas radial en dimension
n > 4 sur I'espace hyperbolique et plus généralement, sur des variétés de révolution qui font le
lien entre I'espace euclidien et ’espace hyperbolique. On voit de cette fagcon comment baisse
la puissance critique, de celle euclidienne a celle attendue, et maintenant confirmée, pour I'es-
pace hyperbolique. Les démonstrations utilisent cette fois-ci I'inégalité de Morawetz simple
et les inégalités de Strichartz a poids obtenues précédemment.

Dans la suite on se propose de mieux comprendre le lien entre la croissance de I’élément de
volume d’une variété et les propriétés dispersives de I’équation linéaire posée sur cette variété,
ainsi que les comportements en temps grand de ’équation non-linéaire correspondante.

Explosion pour I’équation de Schrédinger non-linéaire. L’étude de solutions ex-
plosives en temps fini de ’équation de Schrodinger non-linéaire est liée aux phénomenes de
focalisation pour les lasers. Les phénomenes d’explosion ont été tres peu étudiés en dehors du
cadre euclidien R", car les outils connus sont tres instables par changements de géométrie.

Cette problématique a fait I’objet de la derniere partie de ma these [9], et reste un sujet qui
me passionne. Dans [9] 'explosion est considérée dans un domaine, et j'obtiens que la vitesse
d’explosion en masse critique est au moins en 1/t, et plus rapide que 1/t si I'explosion est
supposée avoir lieu sur le bord d’un domaine. Cette derniére condition semble peu probable,
et de plus, dans des cas particuliers comme le demi-plan, I’explosion au bord ne peut pas étre
possible en masse critique.

Dans [I0] je montre que la géométrie apparait aussi dans les phénomenes d’explosion
pour I’équation non-linéaire. Plus précisément, dans le cas de ’espace hyperbolique, en sui-
vant ’approche de Glassey, je montre un critere d’explosion faisant intervenir une constante
géométrique dont la valeur differe de son analogue sur R”. En fait, la courbure négative n’est
pas assez puissante pour empécher les phénomeénes d’explosion. Au contraire, on a plus de
solutions explosives que dans le cas euclidien, notamment pour les données initiales d’énergie
nulle. Ce nouveau phénomene de concentration est probablement di a la meilleure dispersion
a l'infini.

Dans un travail en cours [12] avec R. Carles et T. Duyckaerts nous essayons de mettre
en évidence des solutions pour 1’équation sur des surfaces, avec puissance critique pour l’ex-
plosion, avec une vitesse d’explosion en 1/t et masse critique. Ce type d’explosion est treés
instable, méme sur R™. De facon générale, il reste de nombreux problemes ouverts sur I’ex-
plosion en dehors du cadre euclidien, méme dans le cas des domaines de R".



Dynamique des tourbillons filamentaires dans un fluide. Une des motivations phy-
siques de I’étude de I’équation de Schrodinger est la dynamique des tourbillons filamentaires
de I’équation d’Euler de la mécanique des fluides. Motivés par ce type d’applications nous
avons commencé a étudier avec L. Vega la stabilité de I'unique famille de solutions auto-
similaires du modele utilise. Ces courbes ont la particularité d’étre régulieres et de développer
une singularité en temps fini.

La modélisation que nous utilisons pour la dynamique d’un tourbillon filamentaire isolé
dans un fluide 3D incompressible, sans viscosité, est celle proposée par L. da Rios via le flot
binormal, connue aussi sous le nom de LIA (Local Induction Approximation). Ce flot donne
une loi d’évolution en temps d’une courbe de R?, oti se trouve localisé le tourbillon. A partir
de la courbure et de la torsion de la courbe du tourbillon, en utilisant la transformation de
Hasimoto, qui peut étre comprise comme inverse de la transformée de Madelung, le lien est fait
avec I’équation de Schrodinger cubique 1-D. Ceci nous a amené a regarder deux problémes.
D’une part, le probleme de Cauchy local de I’équation de Schrodinger avec nonlinéarité de type
puissance autour d’une solution particuliere dont la donnée initiale est une masse de Dirac.
D’autre part, I’étude en temps grands d’une équation de type Gross-Pitaevskii a coefficients
dépendant du temps.

Dans [16] nous répondons & la premieére question en montrant le caractére bien posé du
probleme de Cauchy et nous traitons partiellement la deuxieme. Dans [I5] nous construisons
des opérateurs d’ondes modifiés. Ensuite, en utilisant la transformation de Hasimoto, nous
avons construit et décrit des courbes solutions du flot binormal dont le comportement reste
proche des solutions auto-similaires, et qui développent une singularité en temps fini. Cela
montre que la formation d’une singularité du cas auto-similaire n’est pas un phénomene isolé.
Pour obtenir les résultats d’opérateurs d’ondes nous trouvons un ansatz de type longue portée,
et nous utilisons ’analyse de Fourier pour faire un argument de point fixe autour de cet ansatz.
La description des courbes est faite en intégrant le systeme de Frenet, a ’aide des taux précis
de convergence des opérateurs d’ondes.

Dans la suite nous nous proposons de donner plus d’informations sur ces courbes, et de
résoudre la question plus délicate de la complétude asymptotique, qui correpond & un résultat
de stabilité plus forte. De facon générale, la modélisation par flot binormal pourrait étre uti-
lisée pour traiter d’autre types de dynamiques de tourbillons.
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Chapitre 1

Introduction a ’équation de
Schrodinger non-linéaire

La motivation de 'analyse de I’équation de Schrodinger

i0wu + Au = F(u),
u(0) = up,

est due a I’étude de certains phénomenes physiques. Elle est obtenue notamment en théorie
quantique des champs, en optique non-linéaire et en mécanique des fluides; on renvoie le lec-
teur au livre de C. Sulem et P.-L. Sulem [146]. Du point de vue de la théorie des équations aux
dérivées partielles, c’est une équation modele : elle est dispersive, non-linéaire, conservative
et hamiltonienne. C’est la plus simple de ce type.

L’équation de Schrodinger est une équation d’évolution avec une donnée initiale a valeurs
complexes. La fonction u est donc une fonction a valeurs complexes dépendant de deux va-
riables, temps et espace. L’espace peut étre, selon les cas, R”, un domaine de R" ou une autre
variété différentielle et A est le laplacien naturel associé & ’espace. Selon les cas, F' est la
fonction nulle (nous parlons alors d’équation linéaire) ou une fonction de multiplication (cas
d’un potentiel) ou une fonction de type puissance (cas de 1’équation non-linéaire standard).

Dans la suite nous allons faire un passage en revue des propriétés de 1’équation non-
linéaire sur R™ principalement. Nous allons insister sur les notions qui vont étre reprises
dans les chapitres suivants. Il va de soi que la bibliographie ne sera pas complete. Pour une
description détaillée du sujet on renvoie le lecteur aux textes de T. Cazenave [47], J. Ginibre
[70], C. Sulem et P.-L. Sulem [146], J. Bourgain [29] et T. Tao [14§].

Le point de départ, dans tous les cas, est la compréhension de ’équation linéaire. Rappe-
lons d’abord les principales lois de conservations et symétries qu’elle possede. La masse
lu(t)| 2, Vénergie ||[Vu(t)||z2 et le premier moment S [u(t,x) Vu(t,x)dz sont des quan-
tités conservées au cours du temps. L’équation est invariante par plusieurs transformations.

Si u(t,x) est une solution, alors nous avons aussi comme solutions u(\?t, \z) (changement
d’échelle), e~ +T (¢ 3 — 2ty) (invariance de Galilée) et 1%%6Z 10w (1,2) (transformation
pseudo-conforme).

La résolution de I’équation linéaire se fait en passant ’équation en Fourier dans la
variable spatiale. Nous trouvons alors I’expression explicite de @(t) et il s’ensuit par la formule

9
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de Fourier inverse que
le—y|?

1
u(t,r) = — et @ dy.
(00) = Gy [, o oy

Ceci montre que la vitesse de propagation est infinie et que les solutions régulieres se
comportent, quand ¢ tend vers I'infini, comme

i1zl
e sz
. n UQ (7> .
(dimt)2 2t
Nous obtenons aussi directement I'inégalité de dispersion

c
lu() || oo (mry < @HUOHLI(R”)-
A partir de cette estimation et du fait que la norme L? de la solution est conservée, en
utilisant I'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev et des arguments de dualité appelés TT*
(voir P.A. Tomas [I54]), on obtient les inégalités de Strichartz

1
L1
E p
(/R (/n Ju?, x)‘qu> dt) = ||ull Lr(r,La@ny) < € lluollL2@n),

ou (p,q) € [2,00] X [2,00] définit un couple n-admissible pour 1’équation de Schrédinger,

c’est-a-dire 5
n o on
—t-== p:q) # (2,00) sin = 2.
S+ (b.4) # (2.00)

Ces inégalités ont été démontrées en 1977 dans l'article pionnier de R. Strichartz [145], pour
p=q=2+ %. Ensuite elles ont été généralisées dans [74] par J. Ginibre et G. Velo pour
tous les autres couples avec p > 2, dans [166] par K. Yajima pour les estimation inhomogenes
et finalement dans [99] par M. Keel et T. Tao pour le endpoint p = 2 des dimensions n >
3. La premiere condition de couple n-admissible est impliquée par 'invariance d’échelle de
I’équation. Le couple (p,q) = (2, 00), endpoint an dimension n = 2, est exclu par le contre-
exemple donné dans [I19] par S.J. Montgomery-Smith. Par contre, en se restreignant au cas
des solutions radiales, les estimations sont meilleures, et notamment celle du endpoint de la
dimension n = 2 est valable (T. Tao [147], M.C. Vilela [160]).

En dehors du cas euclidien, 'inégalité de dispersion n’est pas souvent vérifiée, méme locale-
ment en temps, tandis que les inégalités de Strichartz peuvent étre vraies. Fort heureusement,
il y a d’autres moyens pour retrouver ces dernieres, sur des variétés différentielles ou pour des
opérateurs de degré deux a coefficients variables.

Une méthode utilisée tres souvent est de montrer d’abord I'effet régularisant. Ceci est
autre propriété importante de I’équation linéaire, mise en évidence a la fin des années 80 par
P. Constantin et J.-C. Saut [56], P. Sjolin [140], et L. Vega [I59] (voir aussi W. Craig, T.
Kappeler et W. Strauss [57], Doi [63], C. Kenig, G. Ponce et L. Vega [101]). Par exemple,
dans le cas R" avec n > 2, l'effet régularisant s’écrit

1
I1D2 wllpem 22 (ny) < ¢lluollrz2@n)-

Ce type d’estimation peut étre déduite d’estimations de résolvante, par le théoreme de T.
Kato [96].
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Dans certains cadres la solution peut étre écrite d’'une fagon permettant d’estimer direc-
tement les normes LPL2. C’est souvent le cas des espaces ayant une base de fonctions propres
du laplacien avec des bonnes propriétés de multiplications entre elles, comme par exemple le
tore plat.

Une autre méthode est d’écrire la solution a I’aide d’une parametrix en utilisant ’analyse
microlocale. Par exemple, la méthode WKB peut étre utilisée pour donner une parametrix
de I’évolution de la troncature en fréquences de la donnée initiale sur des intervalles de temps
petits, dependant de la fréquence. Une inégalité de dispersion microlocale peut étre ainsi
obtenue, qui entraine des inégalités de type Strichartz. Enfin, il existe aussi de méthodes
utilisant des champs de vecteurs qui commutent ou presque avec 1’équation.

Dans le cadre non-compact avec absence de trajectoires captées, des résultats ont été
obtenus pour des métriques assez régulieres et “controlables” a l'infini, par exemple plates,
asymptotiquement plates, asymptotiquement coniques. Ces résultats sont en général sans
perte, mais parfois seulement locaux en temps (G. Staffilani et D. Tataru [143], L. Robbiano
et C. Zuily [133], J.-M. Bouclet et N. Tzvetkov [26], [27], A. Hassel, T. Tao et J. Wunsch [88]).
Le cas des variétés non-compactes de type hyperbolique sera traité en détail dans le chapitre
suivant. Des exemples de variétés ayant une riche structure algébrique, comme les groupes
de Heisenberg, ont été également traités (H. Bahouri, P. Gérard et C.-J. Xu [6]). Si aucune
conditions géométrique n’est imposée, les inégalités de Strichartz sont valables localement en
temps, avec perte de régularité, c’est-a-dire que la norme LPL? de la solution est contrélée par
une norme de Sobolev de la donnée initiale, au lieu d'une norme L? (N. Burq, P. Gérard et N.
Tzvetkov [37]). On constate aussi des pertes dans des cas de métrique dégénérée (D. Salort
[138]). En présence de trajectoires captées, l'effet régularisant classique n’est plus valable.
Néanmoins, dans des cas avec “peu” de trajectoires captées, comme par exemple le plan privé
de deux disques, l'effet régularisant est valable sous une forme plus faible (N. Burq [33]). De
plus, toujours dans des cas avec “peu” de trajectoires captées, on peut obtenir les inégalités
de Strichartz sans perte (N. Burqg, C. Guillarmou et A. Hassel [39]). Une version faible de ce
type de phénomene a été déja observé sur I’équation en dimension 1 a coefficients variables
de type BV ou C? (V. Banica [7], N. Burq et F. Planchon [40], D. Salort [137)).

Dans le cadre compact les choses se passent nettement moins bien. Les résultats ne peuvent
étre que locaux en temps, et sont en général avec perte de régularité (J. Bourgain [28], N.
Burq, P. Gérard et N. Tzvetkov [37], R. Anton [3], M. Blair, H. Smith et C. Sogge [24]).
Le présence de ces pertes est inévitable, en vue des estimations des normes LP des fonctions
propres du Laplacien (C. Sogge [141]).

Enfin, par des méthodes de multiplicateurs, on peut obtenir d’autres estimations de la
solution linéaire dans des espaces mixtes, appelées inégalités de Morawetz. Nous allons les
présenter plus tard, lors de I’étude en grand temps de 1’équation non-linéaire.

A partir des inégalités de Strichartz de 1’équation linéaire, nous obtenons les résultats
d’existence pour I’équation non-linéaire. Ceci se fait par un argument de point fixe sur

®(u)(t) = ePug —i /0 1A F(u(r)) dr,

dans des espaces de type LPLY. Dans la suite F' sera une fonction de type puissance o + 1
avec « > 0. En utilisant les inégalités de Strichartz inhomogenes des évolutions libres et les
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inégalités de Holder, pour tout a < % et tout couple n-admissible (p1,¢q1) on majore

/ DA plu(r)) dr
0

< T |l oo (jo,7, 202 &y 110l B0 (0,77, 195 (R
L71 (0,7],Lo1 (R™))

pour un certain # > 0 et certains couples n-admissibles (p2, g2) et (ps,g3). Dans le cadre H*
nous avons plus de souplesse grace aux injections de Sobolev H' C L?". Nous obtenons ainsi
pour a < et 0< < a

< CT HUHLl’z ([0,7],W1-92(R™)) ||UHLP3(()T] L33 Rn))”uHLoo(OT] Hl(Rn))

/t 1A B(u(r)) dr

0

LPL([0,T], W (Br))

L’existence locale en temps peut étre obtenue dans le cadre L? pour o <= 4 ot dans le cadre
H' pour a < —25, et le temps d’existence dépend de la norme de la donnée 1n1t1ale (J. Ginibre
et G. Velo [73] [74] T. Kato [97], T. Cazenave et F. Weissler [48], Y. Tsutsumi [156]). Dans
les cas critiques o = % et respectivement o = %, traités par T. Cazenave et F. Weissler
dans [49], le temps d’existence dépend de la donnée initiale de fagon plus compliquée.

Nous allons maintenant regarder ce qui se passe au-dela de ’existence locale.

La puissance # peut étre choisie zéro seulement pour o = % dans le cadre L? et seulement
pour % <a< % dans le cadre H!. Dans ces cas nous obtenons directement 1’existence
globale des solutions a donnée initiale petite.

Si la non-linéarité est invariante de jauge, F'(u) = £|u|*u, nous avons la conservation de
la masse

M(u(t)) = [|u(t) 22,

et de I’énergie
E ~ L *— ! a2
() = 5 IVu®l2@n) + 5 IO @)

Ceci implique, par itération de 'argument local, l’ex1stence globale dans le cadre L?, et dans
le cadre H' pour le cas défocalisant (signe +). Remarquons que les solutions ainsi obtenues
ne sont pas nécessairement dans les espaces LPL? globaux en temps.

Dans le cas focalisant, M.I. Weinstein a montré dans [162] que l'existence globale dans
H! reste valable juste pour a < % et pour a = % et [Juollrz < ||Q|lL2- Ici @ désigne I'état
fondamental de 1’équation de Schrodinger, c’est-a-dire 'unique solution radiale positive, a
décroissance exponentielle, de ’équation elliptique associée

AQ+QnH =¢,

(voir larticle [105] de M.K. Kwong pour la preuve de I'unicité). Ces résultats d’existence glo-
bale sont obtenus a ’aide de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg, qui se déduit par interpolation
entre 'injection de Sobolev et 'identité sur L2,

a(2

||f| %;FEQ R7) < Ca+2||f||L2(Rn2) ||vf||L52n(Rn)

Dans le cas a = %, @ est un minimiseur. L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg permet de borner
inférieurement ’énergie

1 Caio 2422=n) an_g

Blun) = E(u(t) = IVl (5~ S35 IVao i )



13

n

2 1
I s’ensuit que le gradient reste borné si o < 2 ousi @ = 2 et [Jugl|z2 < <CZL4+1 ) = [|Q|| 2.
n

La puissance o = % est critique pour l'existence globale de I’équation focalisante, car des
phénomenes d’explosion en temps fini apparaissent. En faisant le calcul de viriel,

4 —4
dlan —4) [t

83 /n |u(t,az)|2 ]a:|2 dx = 16E(ug) — o

nous obtenons le critére de Glassey [76]. Ceci dit que si a > %, toute donnée initiale de variance
finie et d’énergie négative va exploser en temps fini en H! (voir aussi V.E. Zacharov [167] et
O. Kavian [98]). De plus, HQH%Q est la masse critique pour l’explosion si o = %, car & partir
de la solution globale e*Q(x) on peut construire avec la transformation pseudo-conforme une

autre solution explicite,
Jo|?

et i x
n et -
t2 Q(t)’

dont la norme L? du gradient explose & t = 0 comme 1/t. F. Merle a montré que toutes les
solutions explosives de masse critique et d’énergie finie sont de ce type, modulo les invariants
de I'équation [I14]. Cette classification est faite a partir d’un résultat de M.I. Weinstein
permettant de comprendre la concentration des solutions explosives de masse critique ([164]).
Sont utilisées ensuite les propriétés de type conservatif du premier et du deuxiéme moment,
ainsi que la caractérisation de () comme étant la seule fonction d’énergie nulle a cette masse.
En masse sur-critique, J. Bourgain et W. Wang ont montré dans [31] la persistence de solutions
explosives en 1/t, avec profil du méme type. Enfin, analyse délicate des solutions explosant en

log log |t|

[¢]

par M.J. Landman, G.C. Papanicolaou, C. Sulem et P.-L. Sulem [108], a été menée par F.
Merle et P. Raphaél [116],[117],[I18]. Pour une discussion sur les résultats d’explosion hors
du cadre R™ avec la métrique standard, on renvoie le lecteur au chapitre §3.

Nous revenons maintenant sur les solutions avec temps maximal d’existence infini. Nous
allons donner les résultats principaux de la théorie de la diffusion, connue aussi sous le nom
de scattering. Nous allons garder le terme anglais pour éviter la confusion avec les équations
de réaction-diffusion. Il y a deux questions naturelles qui se posent concernant le comporte-
ment en temps grand des solutions globales. D’une part, celle de 'existence des opérateurs
d’onde : étant donné un certain profil asymptotique, typiquement une solution de I’équation
de Schrodinger linéaire, existe-t-il une solution globale de I’équation de Schrédinger non-
linéaire qui lui est proche en temps grand ? D’autre part, une solution globale de ’équation
non-linéaire se comporte-t-elle en temps grand comme une évolution type, notamment comme
une évolution libre ?

En ce qui concerne l'existence des opérateurs d’onde, on obtient une solution de
I’équation non-linéaire se comportant en temps grand comme une fonction donnée v(t,x) en
construisant un point fixe pour

, mises en évidence rigoureusement en 1-D par G. Perelman [124], et numériquement

O (u)(t) = v(t) +i / DA (F(u(r)) — (i + A)o(T)) dr.
t
Ceci veut dire que nous faisons un point fixe “a I'infini”. En particulier, si v(t) = ey,

B(u)(t) = Doy + i /t " =M Blu(r)) dr.
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On appelle ce cas “a courte portée”, car alors la non-linéarité est négligeable en temps grand.
Dans le cadre L? on cherche la solution dans une intersection d’espaces de type LP([T, 00), L9).
Pour controler le terme de Duhamel, on utilise des estimations similaires a celles de la preuve
de 'existence locale des solutions, quand la puissance 6 peut étre prise égale a zéro, c’est-a-
dire pour a = % dans le cadre L?. Pour une donnée vy grande, une facon d’obtenir alors la
stabilité et la contraction de ® est d’imposer comme rayon de la boule de I'espace de point
fixe la condition

[l o (r00),19) < 20€" 00| Lo (1T ,00), 29

et de choisir un temps T assez grand. On peut aussi imposer une condition de petitesse sur

Vg, mais nous allons revenir la-dessus lors de la complétude asymptotique. Une fois le point

fixe u obtenu, on a en particulier ||ul| s ((,00),29) P~ 0 pour (p,q) # (00,2) . En conclusion,
— 00

pour o = % et vg € L?, on obtient l'existence d’un temps T et d’une solution u de I’équation
non-linéaire sur [T, c0) telle que

itA
||u(t) - €Zt U0HL2(R") t—>—>oo 0.
En écrivant

u(t) — e*Puy = z/ e!t=mA (F(u(r)) — F(e”Avo)) dr + 2/ =B P(ei™y) dr,
¢ t

le taux de décroissance est donné par la derniere intégrale. L’inégalité de dispersion nous
dit qu'une évolution libre se comporte en norme L*° comme t~z. Comme a = % > % il
s’ensuit que le taux de décroissance est =%, Remarquons que le point fixe pour I'existence
des opérateurs d’onde peut étre fait autour de e*“wvg en imposant cette décroissance. De
plus, les solutions peuvent étre trouvées proches des ordres plus grands du développement
asymptotique en temps grand d’une évolution linéaire (voir par exemple l'article récent de S.
Masaki [113]).

Dans H! on a le résultat similaire pour les puissances % < a< %. Enfin, si la non-
linéarité est invariante de jauge et de plus défocalisante pour le cas H', on peut prolonger les
solutions obtenues sur [T, 00) a des solutions globales (J. Ginibre et G. Velo [75]).

On peut descendre en-dessous du seuil a = %, en exploitant mieux la décroissance en temps
des normes ||u(t)||r d’une fonction qui se comporte comme une évolution libre. L’argument
de point fixe se fait alors dans le cadre des espaces & poids X' = H' N FH!. On arrive ainsi
en-dessous de @ = %, plus précisement jusqu’a l'indice de Strauss (J. Ginibre et G. Velo [73],

T. Cazenave et F. Weissler [50], J. Ginibre, T. Ozawa et G. Velo [72]). L’indice de Strauss

a(n) est donné par la relation % = 3—1? Cette non-linéarité est la seule pour laquelle il

existe un p, tel que d’'une part 1’équation est invariante dans Lp/, et d’autre part tel que
||| “u|| = HuH%jl Par exemple, «(3) = 1 : en dimension n = 3, ’équation quadratique est
invariante dans L3 et on peut faire un point fixe sur la décroissance des normes L3.

La valeur o = % est critique pour l'existence des opérateurs d’onde. Plus précisément,
la seule solution d’énergie finie de I’équation non-linéaire défocalisante avec a < % qui se
comporte & grands temps comme une évolution libre, méme juste dans L?, est la solution nulle
(W. Strauss [144], J.E. Barab [17]). Ce seuil apparait naturellement en remarquant qu’en cas
de courte portée, la non-linéarité se comporte comme un terme linéaire avec potentiel t_%, qui
n’appartient & L', espace critique pour le scattering linéaire (voir le livre [62] de J. Derezinski

et C. Gérard).
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Enfin, pour les puissances o = % les solutions non-linéaires peuvent se comporter comme
des évolutions libres modifiées ; ce sont les phénomenes de longue portée (T. Ozawa [123], J.
Ginibre et T. Ozawa [71], R. Carles [43], N. Hayashi et P.I. Naumkin [89]).

On a complétude asymptotique, par exemple dans L?, quand pour toute donnée initiale
ug € L?, la solution u de 1'équation non-linéaire est globale en temps et telle que e *2u(t)
ait une limite uy € L? quand ¢ tend vers I'infini. Ceci équivaut & avoir, en utilisant la formule
de Duhamel,

— 0.

et Buty) — e B u(ty)| 12 = \
t1,ta—00

ta
/ elt=mA F(u(r))dr
t1

L2 (Rn)

Dans ce cas, la vitesse de rapprochement entre u(t) et eitAqu est obtenue en remplacant
(t1,t2) par (t,00). En remplagant (t1,t2) par (0,00) nous avons

Ugp = ug — z/ 1A F(u(r)) dr.
0

Montrer que le terme de Duhamel pris entre t; et ty tend vers zéro dans L? est en lien
avec la preuve de 'existence des opérateurs d’ondes. Si on sait que u appartient aux espaces
LPLY globaux en temps on peut donc répéter les estimations utilisées pour le point fixe des
opérateurs d’ondes et conclure a la complétude asymptotique.

Comme nous 'avons vu dans le paragraphe sur I'existence de solutions de I’équation non-
linéaire, une donnée initiale uy petite dans L? permet de construire les solutions directement
dans des espaces LP L4 globaux en temps. Nous avons donc la complétude asymptotique dans
L? des données petites L? pour la puissance o = %, et, de fagon similaire, la complétude
asymptotique dans H' des données petites H' pour les puissances % <a< an.

Nous allons traiter dans la suite la complétude asymptotique dans H' de I’équation avec
non-linéarité invariante de jauge défocalisante F'(u) = |u|“u, sans condition de petitesse sur
les données initiales. Par construction, si ug € H', nous avons obtenu 'existence de solutions
globalement dans H' mais seulement localement dans les espaces LPL?. Pour obtenir cette
derniére appartenance globalement en temps, des nouvelles estimations de la solution sont
obtenues par des méthodes d’énergie, appelées inégalités de Morawetz.

Généralement, soit v une solution dans L>(R, H') de I'’équation

100 + Av = G,

avec GG fonction réelle dépendant éventuellement de v. Alors, par intégrations par parties,
nous pouvons faire les calculs de viriel suivants, pour une fonction a réelle assez réguliere,

2
%t /Iv(tvx)IQa(w)dx = 8t%/v(t,x)vU(t,x)va(x)dx

2
= /(A2a)|z}2|+/VvHessaVv+§R/2GvVv-Va+G]v|2Aa.

En intégrant en temps,

2
/ </(—A2a)’v2‘ + /VvHessaVv—i— %/QGU Vv - Va+G|v|2Aa> dt < ||v|\%oo(R,H1)||VaHLoo.
R
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Dans notre cas ol u est solution de I’équation avec non-linéarité F'(u) = |u|*u sur R", en
choisissant a(z) la fonction convexe |z|, nous obtenons les inégalités de Morawetz classiques.
Par exemple, si n > 3 nous avons

|°‘+2 >
/ /n —————dxdt < CHU[)”LOO(RH1(RTL))~

Grace a ces inégalités, et a celle de dispersion de ’équation linéaire, J. Ginibre et G. Velo (voir
aussi le livre de T. Cazenave [47]) ont obtenu dans [75] les premiers résultats de scattering
dans H'! sous-critique. Cette méthode suit celle de 'article [120] de C. Morawetz et W. Strauss
sur I’équation de Klein-Gordon, appliquée ensuite par J.-E. Lin et W. Strauss dans [109] a
I’équation de Schrodinger dans des espaces a poids. Nous allons donner ces résultats apres
avoir esquissé dans la suite une autre approche, ne faisant pas appel a 'inégalité de dispersion.

Nous allons maintenant introduire les inégalités de Morawetz d’interaction, démontrées
dans [54] par J. Colliander, M. Keel, G. Staffilani, H. Takaoka et T. Tao (voir aussi la
présentation de A. Hassel, T. Tao et J. Wunsch dans [88]). La fonction v(t, z,y) = u(t, z)u(t,y)
est solution de ’équation de Schrédinger posée sur R?”, avec une non-linéarité qui rentre dans
le cadre général ci-dessus. En prenant a(z,y) = |x — y|, la partie hessienne et la partie non-
linéaire sont positives. En gardant juste la partie bilaplacien, on obtient les inégalités de
Morawetz d’interaction

Lttt dnat < e uoll s uoy

u(t, ) *|u(t, y)|?
//n /n ’[1} — ’3 d.%'dydt § CHUOH%OO(R,Hl(R"))'

Remarquons ici que des inconvénients diis au signe bilaplacien de |z| en dimension inférieure
peuvent étre évités par une autre présentation de ces inégalités donnée récemment par F.

Planchon et L. Vega [129]. Par un argument de calcul paradifférentiel, il s’ensuit que la solu-
2(n+1)
tion u est globalement dans L"T'L »-1 | pour n > 4 également. Cette nouvelle information

permet de faire un argument de bootstrap sur la formule de Duhamel de la solution pour
obtenir ’appartenance aux espaces LPL? globaux en temps si % <a< %. La complétude

et pour n > 4

asymptotique dans H' s’ensuit pour de telles puissances « (voir T. Tao, M. Visan et X. Zhang
[151] pour cette preuve revisitée du résultat de J. Ginibre et G. Velo [75]).

En travaillant dans des espaces a poids, des résultats de complétude asymptotique sont
obtenus pour des o en-dessous de % et au-dessus de l'indice de Strauss a(n) (J. Ginibre et G.
Velo [73], J.-E. Lin et W. Strauss [109], Y. Tsutsumi [I55], T. Cazenave et F. Weissler [50],
K. Nakanishi et T. Ozawa [121], voir aussi larticle [157] de Y. Tsutsumi et K. Yajima pour
la complétude L? des données 1).

Les inégalités d’interaction ont été démontrées pour traiter I’équation quintique en dimen-
sion 3, cas critique pour I’existence locale dans H', par J. Colliander, M. Keel, G. Staffilani,
H. Takaoka et T. Tao [54], étendant ainsi le résultat radial de J. Bourgain [30]. D’autres
inégalités de type Morawetz ont permis I’étude des cas critiques o = % pour L? et a = ﬁ
pour H!. La recherche dans cette direction est intense ces derniéres années (voir par exemple
les articles E. Ryckman et M. Visan [135], M. Visan [161], Y.F Fang et M.G. Grillakis [65],

T. Tao, M. Visan et X. Zhang [I50], J. Colliander, J. Holmer, M. Visan et X. Zhang [53]).
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Enfin, dans le cas de I’équation focalisante, des résultats de scattering a données avec
condition de petitesse optimale ont été obtenus par des stratégies spécifiques (voir par exemple
C. Kenig et F. Merle [I00] pour le cas critique H!, S. Keraani [I03], T. Tao, M. Visan et X.
Zhang [149] pour le cas critique L?).

En cas de complétude asymptotique, on peut définir 'opérateur de scattering. Etant
donnée u_, a 'aide des opérateurs d’ondes on considere la solution non-linéaire globale qui
se comporte comme e*Au_ quand ¢ tend vers —oco. En utilisant la completude asympto-
tique, quand ¢ tend vers 400, cette solution est proche d’une autre évolution linéaire, e®*u, .
L’opérateur de scattering est celui qui associe & u_ la fonction uy (voir article [46] de R.
Carles et I. Gallagher pour l'analyticité).

En dehors du cadre R™ avec la métrique euclidienne peu de choses sont faites concernant
le scattering, car en général les inégalités de Strichartz pour I’équation linéaire sont seulement
locales en temps, et de plus les calculs de viriels s’averent difficiles a gérer. Dans le chapitre

suivant nous allons donner quelques résultats dans cette direction.
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Chapitre 2

L’équation de Schrodinger en
géométries de courbure négative

2.1 Motivation

Depuis une quinzaine d’années, I’équation de Schrodinger non-linéaire a été intensément
étudiée, dans d’autres situations que R" avec la métrique euclidienne, et en général via les
propriétés dispersives de I’équation linéaire (voir §1).

Les deux premieres parties de ma these portent sur I’équation & coefficients variables, et
ont été une motivation pour la suite de mes recherches. Dans [7] j’avais considéré 1’équation
en une dimension avec coefficients fonctions en escalier, bornées entre deux constantes posi-
tives. Dans le cas d’un nombre fini de discontinuités, la résolvante se calcule explicitement
et s’exprime en termes de séries d’exponentielles. En étudiant ces séries dans le cadre de la
théorie des fonctions presque-périodiques de Wiener, j’ai montré la dispersion et les inégalités
de Strichartz globales. Aussi, pour certains coefficients périodiques, la théorie de Floquet
permet de montrer que l'inégalité de dispersion locale en temps n’est pas vérifiée. N. Burq
et F. Planchon [40] ont généralisé les inégalités de Strichartz globales au cas des coefficients
BV (voir aussi 'article [I37] de D. Salort sur les estimées locales en temps pour coefficients
C?). La deuxieéme partie de ma these [§] contient une description précise de I'’évolution par
I’équation cubique posée sur la sphere S? de certaines harmoniques sphériques concentrées
sur des géodésiques. On précise ainsi des résultats d’instabilité de N. Burq, P. Gérard et N.
Tzvetkov [36].

Nous allons donner un exemple qui montre I'influence de la géométrie sur la dynamique
de I'équation. Nous allons considérer I’équation non-linéaire cubique défocalisante posée sur
des surfaces.

Dans le cas du tore plat T2, J. Bourgain a montré dans [28] que le probléeme de Cauchy
est bien posé dans H¢(T?), pour tout e positif. D’autre part, dans [36] N. Burq, P. Gérard et
N. Tzvetkov ont montré que sur T2 le flot n’est pas uniformément continu sur H*(T?) avec
s négatif. Il s’ensuit que l'indice critique de régularité est zéro. Ceci est aussi le cas de R"”
(voir T. Cazenave et F. Weissler [49] et M. Christ, J. Colliander et T. Tao [52] pour les deux
arguments correspondants).

Dans le cas de la sphere S?, N. Burq, P. Gérard et N. Tzvetkov ont montré que I'indice
de régularité critique est i. D’une part ils ont mis en évidence dans [36] des phénomenes
d’instabilité pour s < % (voir aussi [8]). D’autre part ils ont montré dans [38] le caracteére bien
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posé pour s > i, via des inégalités bilinéaires.

Il y a donc une différence importante entre les deux cas, qui n’est due ni a la compacité,
ni a l'existence de trajectoires captées. Il est donc naturel de penser dans le cas de variétés
sans bord que la courbure positive est la cause de ce nouveau phénomene, et de s’intéresser
aux variétés a courbure négative, ou il y a “plus d’espace” pour les trajectoires.

La description de la dynamique de solutions de ’équation de Schrodinger dans des cas de
courbure négative est ’'objet de ce chapitre.

Le cas le plus simple de variété de courbure négative, I’espace hyperbolique, a été d’abord
considéré. Des propriétés dispersives améliorées par rapport a celles de R™ ont été mises en
évidence (V. Banica [10], V. Pierfelice [127], V. Banica, R. Carles et G. Staffilani [13], J.-P.
Anker et V. Pierfelice [2], A. Ionescu et G. Staffilani [93]). Ces propriétés ont été étendues
dans [127] par V. Pierfelice aux espaces plus généraux de Damek-Ricci, qui ont encore, tout
comme l’espace hyperbolique, une riche structure algébrique. Ala question naturelle qui est
de savoir si cette riche structure algébrique, qui permet par exemple de faire de l'analyse
de Fourier, est la cause des améliorations obtenues, la réponse est plutot négative. Avec T.
Duyckaerts nous avons mis en évidence dans [I4] une large famille de variétés non-compactes,
admettant seulement une symétrie radiale, pour lesquelles les solutions radiales vérifient des
inégalités de type Strichartz améliorées de fagon plus importante que celles radiales sur R".
Dans ce cadre, la courbure sectionnelle et ’élément volume a laquelle elle est reliée de fagon
intrinseque ont été mis en relation avec les propriétés dispersives vérifées par les solutions.

Enfin, une conséquence de ces propriétés dispersives de 1’équation linéaire sur ’équation
non-linéaire est la complétude asymptotique dans des cas ol des phénomeénes phénomenes
longue portée sont incontournables sur R™ (V. Banica, R. Carles et G. Staffilani [13], V.
Banica, R. Carles et T. Duyckaerts [I1], A. Ionescu et G. Staffilani [93]).

Comme perspective nous nous proposons de mieux comprendre le lien d’une part entre
la courbure sectionnelle et la croissance de 1’élément de volume d’une variété, et d’autre part
les propriétés dispersives de I’équation linéaire posée sur cette variété, ainsi qu’avec les com-
portements en temps grands de 1’équation non-linéaire correspondante. Rappelons aussi que
le cas de variétés compactes de courbure négative reste ouvert.

2.2 Le cas de ’espace hyperbolique

2.2.1 Structure de ’espace hyperbolique

Avant de passer a la structure de variété riemannienne de l’espace hyperbolique, nous
allons dire quelques mots sur sa structure algébrique. Nous définissons sur R"*! la forme
quadratique de Lorenz

2 2

[x,2] = 23 — 2% — ... — 22,

et nous rappelons que SO(n + 1) est le groupe de transformations linéaires de R™*! de
déterminant 1 qui préservent le produit scalaire standard, et SO(1,n) est celui des transfor-
mations linéaires de R”*! de déterminant 1 qui préservent la forme de Lorenz. Notons eq le
premier élément de la base canonique de R"*!. Tout comme la sphere est I'orbite de eg sous
laction de SO(n +1) :

n _SO(n+1) SO(n+1)
5" = 50(n + ey Stabey  SO(n)
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I’espace hyperbolique peut étre défini comme étant 1’orbite de ey sous SO(1,n),

SO(1,n) _ SO(1,n)
Stabey ~ SO(n)

H" = SO(1,n)ep ~

Enfin, rappelons la décomposition polaire de SO(1,n),
SO(1,n) = SO(n) ASO(n),

ol A est un groupe isomorphe a R. En tant qu’espace quotient, ’espace hyperbolique est un
espace symétrique de rang 1.

Nous allons donner un exemple de description de H?, dans le but de faire la lien entre la
définition algébrique et la définition en tant que variété riemannienne présentée plus loin. Si
nous considérons le groupe isomorphe a R

coshs sinhs 0

A= sinhs coshs 0 |,seR,,
0 0 1
nous avons
cosh s
H? = SO(1,2)eg = SO(2) ASO(2) eg = SO(2) Aeg = < SO(2) | sinhs |,s€R
0

Comme SO(2) est le groupe de rotations dans le plan engendré par e; et eg, nous obtenons

H? = {(cosh s,sinh s cosf,sinh s sin6),s € R, 6 € [0,27]} = {ac €R3 [z,2] = 1,20 > O}.

Nous allons maintenant introduire la structure de variété riemannienne en utilisant le
modele de la branche supérieure de I’hyperboloide. C’est I'un des trois modeles habituels de
I’espace hyperbolique; les deux autres sont celui de la boule et celui du demi-espace. Nous
considérons donc l'espace hyperbolique H" comme étant la surface de R"*! donnée par la
paramétrisation

{x = (20,%) € R x R", (9, %) = (coshr,sinhrw),r > 0,w € "1},
avec la métrique induite par celle de Lorentz sur R"*!, dI? = —da:g + d#?. Etant donné que
dxg = sinhrdr, di = coshrw dr + sinh r dw,
il s’ensuit que la métrique en coordonnées radiales de I’espace hyperbolique est
ds? = dr? 4 sinh? r dw?,

oll dw? désigne la métrique sur la sphere S*~!. La courbure sectionnelle prend donc partout
la valeur —1, et 1’élément volume est sinh "1,

flx)dx = / f(r,w) sinh ™! dw dr.
Hn» 0 Jsn-t
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Par abus de language on note 1’origine de 1’espace hyperbolique 0 = (1, Ogn ). La longeur d’une
courbe (t) = (coshr(t),sinhr(t) w(t)), ou t varie entre a et b, est définie comme d’habitude,

b b
= / V9 (coshr(t))|2 + |9;(sinh r(t) w(t))|2dt = / V' (8)[2 4 | sinhr(t) 2|w! (t)[2dt.
Nous déduisons que la distance d’un point x de coordonnées (r,w) a lorigine est
d(xz,0) =r

Plus généralement, en faisant appel aux isométries de ’espace hyperbolique, nous obtenons
la distance entre deux points arbitraires de H",

d(zx,y) = cosh™([z,y]).

Sur le modele de la boule, obtenu en projetant celui de la branche supérieure de 1’hy-
perboloide sur {z = (z¢,Z) € R x R", g = 0,|%] < 1}, les géodésiques sont les arcs de
cercles orthogonaux lintérieur du disque. Le fait qu’il y ait “plus d’espace” peut étre vu
par exemple en regardant les géodésiques. Etant donnée une géodésique et un point (D et M
respectivement sur la figure suivante), par ce dernier passent une infinité d’autres géodésiques
qui n’intersectent pas la premiere, alors que sur la sphére il n’y en a aucune, et sur ’espace
euclidien une seule, la parallele.

L’opérateur de Laplace-Beltrami sur une variété M de métrique (g;;) est

Ay = Z NG 0i\/19(x)lg7 (x)d; , ot g = det(gi) , (97) = (g15) "
i,j=1

Sachant que dans le cas de H" nous avons déja 'expression explicite en coordonnées polaires

(9ij)(r,w) = ( (1] sinh? r (ghij)(w) > ’

ou (h;j) correspond a la métrique sur la sphere S"~!. nous obtenons

A = 02 + (n — 1)coshr 1

s T A
sinh r sinh? r
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Etant donnés \ réel et 6 € SP1 x — e* %0 est une fonction propre généralisée du laplacien
sur R™. De facon similaire, en utilisant d’abord le modele de la boule, ou on visualise mieux
I’équivalent de la notion de produit scalaire, on obtient les fonctions propres généralisées de
I'opérateur de Laplace-Beltrami sur H"™

h)\ﬁ(x) = [:C, (170)]2')\7%717

qui vérifient

n—1)2
—Ath)\ﬂ = <)\2 + (4)) h)\,g.

Tout comme sur R”, la définition de la transformée de Fourier sur H" est

~

f(A0) = /n hxo(x) f(x)de,

et nous avons la formule de la transformée de Fourier inverse

o - -~ dA
f@)= [ [ st Fr0) 0,

ou ¢(A) désigne le coefficient de Harish-Chandra,

1 1 TGN+ %5012

ecVF  20@2m) [T

Pour plus de détails sur ’espace hyperbolique, on renvoie le lecteur aux livres de S. Hel-
gason [91] et de A. Terras [153].

2.2.2 Résolution de I’équation linéaire

Dans le but de trouver l’expression explicite des solutions linéaires de ’équation de
Schrodinger sur 'espace hyperbolique

{ latu + AHTLu = O,

u(0, ) = uyp, (2.1)

j’ai fait appel dans [10], comme sur R", a l’analyse de Fourier. En utilisant la formule de la
transformée de Fourier et celle de son inverse sur H"”, la solution peut s’écrire

_jpn=1? © — dA
utt.o) = [ ) [ [ B dd s d
n —00 Sn—1 ’C(A)’

ol h) g sont les fonctions propres généralisées de —Apgn, définies dans la sous-section précédente.
Grace au groupe SO(1,n) d’isométries de 'espace hyperbolique, on se raméne a la formule

—ip(n=1)? < i [T . iA=nsLl o p—2 X
u(t,x) =e 1 uo(y) e (cosh p—sinh p cos «) z sin”""“ ada EE dy,
n o c

o

ot p = dyn(z,y).

Dans le cas de la dimension n = 3, l'intégration en « est directe. De plus, dans cette
dimension le coefficient de Harish-Chandra vaut c¢(A) = A~! et l'intégrale oscillante en A
donne la formule exacte de la solution.
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Dans les autres dimensions n # 3, nous faisons appel aux fonctions de Legendre, auxquelles
sont liés d’une part l'intégrale en «, et d’autre part, le coefficient de Harish-Chandra. Les
propriétés des fonctions de Legendre nous permettent de donner une formule explicite de la
solution.

Théoréme 1. [10] La solution de l’équation de Schridinger linéaire sur H™ s’écrit, en di-
mensions impaires n > 3,

2
—ig(nm”

n—1
(& 8p 2 zﬁ
- i
o fow ()

u(t,x) =c

et en dimensions paires n > 2

(n—1)2

e~ — b 5 oo eiths
tr)=c——s— £ dsdy.
ult,z) =c +5 /n uo(y) (sinhp) /p v/cosh s — cosh p e

Le comportement en grand temps des solutions radiales de ’équation linéaire a été étudié
dans [13] et [1I]. Nous avons montré qu’il existe un opérateur £ unitaire de L?_,(H") vers
L? (R") tel que

rad

2
n—1 -
__yn r >Te4t (i)
ult,z) —e™2 (sinhr /2 (Luo) 2t t—o0 0-
12(Em)

Pour H3 nous avons obtenu une formule similaire & celle du cas euclidien,
U(t, SL’) = WMtthMtUO 5

, 2
ot W et My(r) sont les multiplications par e~ son et par e'4 respectivement, F est la
transformation de Fourier de H3, et D; est le changement d’echelle Dyp(r) = ﬁ%go (%), donc

2t
dans ce cas L est la transformation de Fourier.

2.2.3 Propriétés dispersives de ’équation linéaire

Pour découvrir les propriétés dispersives des solutions linéaires, il faut estimer le noyau

n—1

Kn(t’p):< Op > =

sinh p

en dimensions impaires, et

n—2

Kult,p) = < .ap > / etat s ds
sinh p p» Vcoshs —coshp

en dimensions paires. Pour les dimensions impaires, par des arguments combinatoires, le noyau
se développe en puissances de t, ce qui donne des estimations. Le cas des dimensions paires
est bien plus délicat. A partir d’une formule qui relie les noyaux de dimensions consécutives

> sinh s

p Vcoshs —coshp

K"(t,p) =c K""(t, 5)ds,
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nous sommes ramenés a faire des estimations d’intégrales oscillantes, notamment pour les
petits temps positifs, du type

2

i
crs ds| < ¢Vt p

» +/coshs —coshp sinhp’

[e.e]

Nous obtenons les inégalités de dispersion suivantes.

Théoréme 2. [1()] Pour toute dimension n > 2, la solution de l’équation de Schridinger
linéaire sur H™ vérifie l'inégalité de dispersion locale en temps

n—1

c o\ 2
t < —5 dy.
it < o [l () T

c o\ 7
< —
e MOl )

. . 1 . . .
avec un facteur supplémentaire % en dimensions paires.

A grand temps

On a donc, par rapport au cas R", une amélioration visible du comportement de la solution
en espace. En particulier, on a les mémes inégalités de dispersion que sur R”, locales en temps,
et globales pour n = 3. Les inégalités de Strichartz qui en découlent par I’argument classique
TT* sont sans perte. Ceci est en contraste avec les résultats obtenus sur la spheére par N.
Burq, P. Gérard et N. Tzvetkov dans [36].

Remarquons que le noyau de 1’équation de la chaleur sur I’espace hyperbolique a les mémes
estimations avec un facteur supplémentaire (1 + ,z))_nT_3 pour les grands temps (voir E.B. Da-
vies et N. Mandouvalos [60], J.-P. Anker et L. Ji [I], et aussi le livre [59] de E.B. Davies). Ce
facteur supplémentaire pour les grands temps a été récemment mis en évidence pour le noyau
de Schrédinger aussi, par J.-P. Anker et V. Pierfelice [2]. Notons aussi que dans le cas de
I’équation des ondes sur I'espace hyperbolique, des estimations dispersives améliorées ont été
démontrées et utilisées dans [152] par D. Tataru pour traiter I’équation des ondes sur R™ (voir
aussi le livre [68] de V. Georgiev). Enfin, rappelons que les inégalités de Strichartz locales en
temps, sans gain, dans le cas d’une variété asymptotiquement hyperbolique ont été récemment
démontrées par J.-M. Bouclet dans [25] avec des méthodes d’analyse semi-classique.

En imposant une condition de radialité & la donnée initiale, nous pouvons mieux estimer
le noyau, en précisant les inégalités de dispersion.

Théoréme 3. [10] Pour toute dimension n > 3, dans le cas radial, la solution de ’équation
de Schrodinger linéaire sur H™ vérifie l'inégalité de dispersion a poids locale en temps

Cc uQ
S
[|u(t) wl| poo (rmy < i

Li(Hn)

avec



26 §2

ainsi que les inégalités de Strichartz qui en découlent,

1—2

< n
Lp([oyT],L‘J(Hn)) =C ||U’OHL2(H )’

pour tout temps T' fini et tout couple n-admissible (p,q). Les estimées sont globales en dimen-
ston n = 3.

Concernant les inégalités de Strichartz, la contrainte du caractere local en temps pour
n > 4 a été ultérieurement enlevée par V. Pierfelice dans [127], sur les espaces plus généraux
de Damek-Ricci, espaces obtenus de fagon algébrique a partir des groupes de Heisenberg
généralisés. Le nouvel argument consiste a faire un changement de fonction ramenant I’équation
linéaire sur H" & une équation sur R™ avec potentiel en 1/72 & I'infini, qui rentre dans le cadre
de ceux étudiés par N. Burq, F. Planchon, J.G. Stalker et A.S. Tahvildar Zadeh [4I]. Les
inégalités de Strichartz obtenues par ces derniers par estimations de résolvante pour n > 3,
retranscrites sur H", sont exactement celles du Théoreme 3.

Le cas n = 2 du demi-plan de Poincaré a été traité avec R. Carles et G. Staffilani dans
[13]. En faisant une analyse plus attentive du noyau, nous avons obtenu des inégalités de

. C Lo _3
dispersion a poids similaires, avec taux de décroissance t~ 2 pour tout temps.

En vue de I’étude en temps grand, on exploite dans [I3] la présence du poids w. Par
exemple, pour tout d > n > 3, en appliquant I'inégalité de Holder dans la variable espace

[l

nd

2
chuwn .
La—n (Hn)

_2d_ 2n
L2],d-2 (Hn) [2 [ n—2 (Hn)

Nous faisons donc apparaitre d’une part une des normes a poids que ’on sait déja controler,
et d’autre part une intégrale explicite qui est finie des que % > n. Plus généralement, nous
obtenons le résultat suivant.

Théoréme 4. [13] Soitd > n > 2. Dans le cas radial, la solution de l’équation de Schridinger
linéaire posée sur H" vérifie, pour tout (p,q) couple d-admissible, les inégalités de Strichartz

[ull Lo g, aqny) < €lluoll L2 qn)-

En d’autres termes, pour H"” nous avons tout un triangle d’inverses de couples admis-
sibles, (%, é), dont un coté correspond aux couples n-admissibles, et un autre correspond aux
endpoints des dimensions supérieures d > n, ¢’est-a-dire (p, q) = (2, d%“g
suivante.

), comme sur la figure
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Vp

V2

d-adm:
(V2 12-1Md)
n—sdm.

(V2 1V2-ln)

12 liq

Le fait d’avoir les propriétés caractéristiques a d’autres dimension, et ’absence de compor-
tements longue portée qui en découle pour I’équation non-linéaire, a été déja mis en évidence
dans [44] par R. Carles pour ’équation sur R™ & potentiel (partiellement) répulsif.

L’hypothese de radialité de ce théoreme a été récemment enlevée indépendamment par
J.-P. Anker et V. Pierfelice [2], et par A. Ionescu et G. Staffilani [93]. La démonstration est
toujours basée sur une étude du noyau, faisant appel a des outils puissants d’analyse harmo-
nique, comme le phénomene de Kunze-Stein.

Les estimations dispersives obtenues sur H” ont d’abord des conséquences naturelles sur
I’équation de Schrodinger non-linéaire sur H" avec nonlinéarité de type puissance o + 1,
dans le méme esprit que sur R”. Les estimations classiques du Théoreme 2 impliquent le
caracteére bien posé du probleme de Cauchy local H® sous-critique, s > s, = 5 — % Celles a
poids du Théoréeme 3 ont été utilisées par V. Pierfelice dans [I128] pour obtenir des résultats
d’existence dans LPL9(wi2dz) pour ’équation linéaire avec un potentiel dans un espace &
poids correspondant. La notion de l’indice critique pour le caracere bien posé dans H?, a
priori pas évidente faute de scaling sur H", a été traitée dans [I3]. Par un argument similaire
a celui de M. Christ, J. Colliander et T. Tao [52] (voir aussi R. Carles [45]) nous avons mis
en évidence des phénomenes d’instabilité permettant de conclure que 'indice critique est s,
le méme que sur R"”.

Les conséquences les plus frappantes de ces nouvelles estimations dispersives sont celles
qui concernent le comportement en temps grands, que nous allons décrire dans la sous-section

suivante.

2.2.4 Scattering pour I’équation non-linéaire

Nous considérons I’équation de Schrodinger non-linéaire sur H™

{ i0iu + Agnu £ |u|“u = 0, (2.2)

u(0,x) = up.

Comme rappelé dans l'introduction, les ingrédients sur R™ de la preuve de 'existence
globale et la complétude asymptotique pour données L? petites et o = %, et de 'existence
des opérateurs d’ondes pour données H' grandes et % < a < ﬁ, sont les inégalités de
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Strichartz pour les couples n-admissibles, I'injection de Sobolev H' C L2 et les inégalités
de Holder. Si nous choisissons d > n nous avons sur H" les inégalités de Strichartz pour
les couples d-admissibles grace au Théoreme 4. De plus, si 8 < a < =5 < ;=5 linclusion
H' C L2 reste valable. En conclusion nous disposons de tous les mgredlents Correspondant
a d au lieu de n. Ceci nous permet d’obtenir le résultat suivant de complétude asymptotique
pour données L? petites (le seul dont nous allons disposer dans L?), et d’opérateurs d’ondes
pour données H'! grandes.

Théoréme 5. [13] i) Soitn > 2,0 < a < 2 3 etug € L2,,(H") petite. Alors la solution de
I’équation est globale en temps u € C(R, L?) N L*T2(R x H") et il existe uy € L2, ,(H")
tel que

Ju(t) — e up || poggny — 0

t—=oo
it) Soitm >2,0< a < % et uy € HY (H"). Il existe Ty fini tel que Uéquation (2.2) admet

une solution unique u € C N L®([T, 0o, H') N L2 +2([T,, oo, W1+2) et
[u(t) = € up || g n) 0
—0Q0

Bien stir, 'analogue du ii) pour des temps négatifs reste valable. La condition de radialité
vient seulement des inégalités de Strichartz d-admissibles; elle est maintenant obsolete car
ces dernieres sont disponibles également dans le cas non-radial (J.-P. Anker et V. Pierfelice
[2], A. Ionescu et G. Staffilani [93]).

Ces résultats montrent 'impact radical de la géométrie sur I’équation non-linéaire : les
phénomenes standards longue portée euclidiens ne sont pas présents. Plus précisément, contrai-
rement au cas R™, les non-linérités de type basses puissances n’ont pas d’influence sur la
solution qui se comporte asymptotiquement en temps comme une solution linéaire.

Pour traiter la complétude asymptotique dans H' pour I’équation défocalisante, nous
avons d’abord fait appel aux inégalités de Morawetz d’intéraction (voir aussi A. Hasel, T.
Tao et J. Wunsch [88] pour la présentation des inégalités de Morawetz d’interaction pour
I’équation linéaire sur une variété asymptotiquement conique). Dans notre cas, le point clé
est le fait que sur une variété riemannienne de courbure sectionnelle négative ou nulle, la
hessienne d’une fonction distance est symétrique positive. De plus, en prenant dans le calcul
de viriel a(x,y) = dgn(x,y), on obtient le bon signe pour la contribution non-linéaire. Pour
tout intervalle de temps I et pour toute solution u de I’équation , nous obtenons les

controles suivants
4 4
J [ttt dedt < el

sin=3,etsin>3

/ / /H coshisn (0 0)) 1y o2l )2 dady dt < e fullbo gy 11y

n s1nh3 (z,y))

Remarquons ici qu’il est rare d’avoir des inégalités de Morawetz pour les solutions non-
linéaires de I’équation de Schrédinger dans un contexte autre que R™. En dimension n = 3
nous retrouvons donc a nouveau tous les ingrédients nécessaires pour avoir la complétude
asymptotique dans H'! pour 3 <a<g 2 si d > n. Par contre, en dimensions supérieures, le

2(d+1)
passage de I'inégalité de Morawetz a un controle LdHL -1 utilise sur R? les techniques de
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calcul paradifférentiel, difficilement adaptable & I’espace hyperbolique. En conséquence dans
[13] nous avons traité seulement le cas de la dimension n = 3.

Théoréme 6. [13] Soit 0 < o < 4, ug € H} ,(H3) et u la solution globale en temps de

Uéquation (2.2) défocalisante. Il existe alors uy € H} ,(H?) tel que
itA
|lu(t) —e H3ui||H1(H3) e 0.

A nouveau, la condition de radialité n’est plus nécessaire, car la preuve des inégalités de
Morawetz ne l'utilisait pas, et elle venait juste des inégalités de Strichartz d-admissibles.

Dans un travail en collaboration avec R. Carles et T. Duyckaerts nous avons ultérieurement
abordé la question de la complétude asymptotique dans H' en dimensions n > 4. Nous avons
montré cette fois-ci des inégalités de Morawetz simples, en controlant la partie bilaplacien du

calcul de viriel
cosh(dgn (0, x)) 9 )
//H” Sll’lh3 dHn O I)) |U(t,l‘)| dx dt S CHUHLOO(I,HI(Hn))-

Nous avons ensuite combiné ces estimations avec celles de Strichartz & poids de ’équation
linéaire, et nous avons obtenu le résultat suivant.

Théoréme 7. 11/ Soitn>4,0 < a< 5, ug € Hl ,(H") et u la solution globale en temps

de ’équation (2.2) défocalisante. 11 emste alors UL € Hﬁad( ™) tel que

it Agn
[u(t) — € up || g ggmy e 0

Récemment, A. Ionescu et G. Staffilani ont repris aussi dans [93] les inégalités de Morawetz
simples, en controlant le terme qui vient de la non-linéarité, ce qui s’avere suffisant pour
I’argument de boot-strap qui donne la complétude asymptotique. Pour cela ils ont construit
un poids a(x), dont le laplacien est égal a 1 et dont le bilaplacien a un bon signe, méme en
dimension n = 2. Remarquons qu’avec ce choix de terme a controler dans les inégalités de
Morawetz, il suffit en dimensions n > 3 de prendre comme d’habitude a(x) = dyn (0, x), car
le laplacien est minoré par 1 et le bilaplacien a le bon signe. Les Théorémes 6-7 sont donc
maintenant connus sans hypothese de radialité et pour n = 2 aussi.

2.3 Le cas des variétés de révolution

Pour mieux comprendre les invariants responsables des inégalités de dispersion améliorées
pour I’équation linéaire et leurs conséquences sur le comportement en grands temps de
I’équation non-linéaire, nous avons considéré avec T. Duyckaerts le cas des variétés de révolution.
Une telle variété M est une variété riemannienne de dimension n, donnée par la métrique

ds® = dr? + ¢*(r) dw?
oil dw? est la métrique de la sphere S*~1, et ¢ est une fonction C°°([0, o)) strictement positive
sur (0, 00), telle que ¢P¥")(0) = 0 et ¢/(0) = 1. Ces conditions sur ¢ sont nécessaires pour
que la variété soit réguliere (voir le livre [126] de P. Petersen). Par exemple R™ et H" sont de
telles variétés, avec ¢(r) = r et ¢(r) = sinhr respectivement. L’élément volume est ¢™!(r)
et la distance a l'origine d’un point de coordonnées (r,w) est r. Enfin, 'opérateur de Laplace-
Beltrami sur M s’écrit
'(r 1
J0),

Bar = Ot (0= 1) 30+ s

ASn—l .
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2.3.1 Propriétés dispersives de I’équation linéaire

Nous allons étudier les propriétés dispersives de ’équation de Schrédinger linéaire posée
sur M,

{ 10w + Apu =0, (2.3)

u(0, ) = up.

Pour cela nous allons utiliser la notion de courbure sectionnelle sec,, qui est une forme qua-
dratique normalisée sur ’espace tangent 1,.M, et prend ici comme valeurs extrémes

" 2
Secrad__(bi sectan__(¢) -1
= , = .

' ¢ " ¢?

= (42) 7

et faisons, inspirés par argument de V. Pierfelice dans [127], le changement de fonction

Notons

wltr :v(t,T,w)
B =i

Il s’ensuit que v vérifie

1 1
20 7°2> Agn—1v — V(r)v =0,

o= e ((5) - 5)

Dans le cas radial v vérifie donc 1’équation de Schrédinger linéaire sur R™, avec potentiel V.
Toute inégalité de Strichartz pour v, se traduit sur v par une inégalité de Strichartz a poids.

Les conditions en zéro sur ¢ impliquent que V' est borné en zéro. En imposant des condition
en termes de courbure, V' est borné a l'infini aussi. Ceci implique pour v des inégalités de
Strichartz locales en temps, et nous obtenons le résultat suivant.

1040 + Apnv + (

avec

Théoréme 8. [1]] Soit M une variété de révolution de dimension n > 2 telle que

1
Im >0, 7+’sec:“d <m Vrell,o0).

¢(r)

Alors toute solution radiale de (2.3) vérifie pour tout couple (p,q) n-admissible les inégalités
de Strichartz locales en temps

1—2

Huw “ < clluoll 2 (ar) -

LP((0,T),La(M))

Donc des que I’élément de volume croit plus vite que I’élément de volume euclidien, le poids
w représente un gain en espace. Cette croissance peut étre reliée dans le cas non-compact a la
courbure sectionnelle négative a I'infini. Aussi, rappelons qu’une variété compléete de courbure
sectionnelle bornée inférieurement par une constante positive est nécessairement compacte.
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En vue de I'étude des propriétés en temps grands de ’équation non-linéaire, nous allons
montrer des inégalités de dispersion globales en temps pour ’équation linéaire. Si ¢ est une
fonction de type polynomial & l'infini, alors le potentiel V' est caractérisé par les propriétés
suivantes

C
n < ——
3C >0, Vz e R, |V(z)] < e (H1)
2
359 > 0, (g - 1) + |22V (2) > o, (H2)
n 2
IJR>0, |z/>R=— (5 . 1) 2o, (jz|V (z)) = . (H3)

La décroissance en 1/72 & I'infini est critique pour avoir des inégalités de Strichartz globales en
temps, comme le montre le contre-exemple de M. Goldberg, L. Vega et N. Visciglia [78] en cas
de décroissance plus lente (voir aussi 'exemple de T. Duyckaerts [64]). Pour des potentiels en
1/72, avec des conditions de positivité et de repulsion similaires & et , les inégalités
de Strichartz ont été montrées par N. Burq, F. Planchon, J.G. Stalker et A.S. Tahvildar Zadeh
[41] (voir aussi J.A. Barcelo, A. Ruiz et L. Vega [18], I. Rodnianski et W. Schlag [134], et M.
Goldberg [77]). Les auteurs ne supposent pas que le potentiel soit borné en zéro, la contrepartie
étant que doit étre valable pour tout x. Nous allons donner une autre version, qui se
préte mieux aux potentiels bornés a l'origine. En faisant des estimations de résolvante, et
en montrant en particulier que 'opérateur —A + V n’admet pas de zéro-résonance, nous
démontrons l'effet régularisant et les inégalités de Strichartz globales en temps pour I’équation
de Schrodinger perturbée par le potentiel V.

Théoréme 9. [1]] Soit n >3 et V € C1(R™) satisfaisant les conditions (H1)), (2) et (H3).
Alors les solution de ’équation

10w + Agnv — V(r)v =0,
v(0) = vp,

vérifient pour tous couples n-admissibles (p,q) les inégalités de Strichartz globales en temps

0]l p (R, e )y < cllvollL2(gn)-

Si M est une variété de révolution avec des conditions sur la croissance de I’élément volume
telles que le potentiel V' correspondant vérifie les hypotheses du Théoreme 9, nous pouvons
retranscrire les inégalités de Strichartz pour I’équation de Schrodinger sur M.

Théoréme 10. [1j|] Soit M une variété de révolution de dimension n > 3, dont ¢(r) croit a

linfini comme ™ pour un m > ﬁ, et telle que sec:“d < 0. Alors toute solution radiale de

(2.3)) vérifie pour tout couple (p,q) n-admissible les inégalités de Strichartz globales en temps

1—2

uw' ™ < elluoll 2 a -

Lr(R,La(M))

De plus, si m > 1, en notant N = m(n — 1) + 1, alors pour tout d € [n,N]|, les solutions
radiales de (2.3|) vérifient les inégalités de Strichartz globales en temps pour tout couple (p,q)
d-admissible.
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Dans [14] nous imposons des conditions plus faibles que sec:“d < 0, en termes de courbure
sectionnelle ou d’élément de volume. Le nombre N correspond & I'espace RV dont 1’élément
de volume rN=1 = ym(=1) ost A Dinfini du méme type que celui de M, ¢(r)"~!. Aussi,
nous obtenons des résultats similaires dans des cas de croissance exponentielle de I’élément de
volume, comme ’espace hyperbolique. De plus, le théoreme reste valable aussi sur des variétés
pas nécessairement de révolution, mais ayant un systeme global de coordonnées (r,6) pour

%ar.

lequel I’élément de volume est ¢(r)"~! et la partie radiale du laplacien est 92 + (n — 1)
Enfin, toutes les variétés de révolution telles que

o(r) =r+arr® + ... + apr® L,

avec k > 1 et a; strictement positifs, entrent dans le cadre du théoreme.

2.3.2 Le comportement a temps grand

Soit M une variété qui vérifie les conditions du Théoréme 10. Le comportement en grand
temps des solutions radiales de 1’équation linéaire sur M a été étudié dans [11]. Nous avons
montré qu’il existe un opérateur £ unitaire de L2, ,(M) vers L2, ,(R™), tel que

n—1

u(t, z) — <¢Z;)> N j;j; (Luo) (27;> = 0.

L2(M)

On considére maintenant 1’équation de Schrodinger posée sur M, avec une non-linéarité de
type puissance a+ 1. Comme dans le cas de I’espace hyperbolique, une conséquence dans [14]
des inégalités de Strichartz globales en temps pour tout couple (p, ¢) d-admissible, d € [n, N,
est I'existence des opérateurs d’ondes de type courte portée dans H', pou

4

Donc des que I’élément de volume croit assez vite, m > 2 + nous avons 5 < % et nous

n— 1’
passons donc en dessous du seuil critique H de I’équation posée sur R".

En ce qui concerne la complétude asymptotique H' pour I’équation défocalisante

{ 10w+ A u — |u|u =0, (2.4)

u(0, ) = uyp,

nous avons étudié avec R. Carles et T. Duyckaerts des variétés de révolution My, de dimension
n, telles que

k
_ 1 2
’“>_;0(2j+1)!7” '

Ces variétés font le lien entre R™ et H", pour lesquels £ = 1 et £ = oo respectivement. Nous
avons montré des inégalités de Morawetz simples, en controlant la partie bilaplacien du calcul

de viriel
// tx |2dxdt<CHuHLoo IMk)
M "

A laide des inégalités de Strichartz & poids du Théoreme 10 (ici m = 2k + 1, donc N =
(2k +1)(n — 1) + 1), nous avons obtenu le résultat suivant.
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Théoréme 11. [T1] Soitn > 3, + < a < %5, ug € HL (My) et u la solution globale en
temps de l’équation (2.4) défocalisante. Il existe alors uy € H} ,(My) tel que

it A
lut) = sl any 3, O

De plus, nous donnons une preuve formelle de la présence des phénomenes longue portée
pour a < % Ceci décrit le fait que le seuil courte-longue portée baisse quand I'élément de
volume croit, et fait le lien entre les résultats de scattering obtenus pour R" et H".
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Chapitre 3

Explosion pour I’équation de
Schrodinger non-linéaire

3.1 Motivation, cas d’un domaine

L’étude de I’explosion de I’équation de Schrédinger non-linéaire en dehors du cadre eucli-
dien a deux motivations. D’abord, I’étude des phénomenes de focalisation des lasers peut étre
reliée au cas de I’équation cubique sur des surfaces. Du point de vue mathématique, comme
les méthodes du cadre euclidien ne s’adaptent pas en général, le sujet est trés captivant, et
de plus il peut mettre a jour des outils qui peuvent étre utilisés aussi sur R™. Par exemple
dans [9], lors de I’étude sur un domaine du plan, nous avons obtenu une inégalité de type
Cauchy-Schwarz pour toute fonction v € H'(R?) de masse ||v||z2 < ||Q]|z2, et toute fonction
réelle 0,

2
‘/%(vVv)Vde §2E(v)/|v\2lv9l2dx.

Cette inégalité se préte bien aux cas d’explosions pour ’équation de Schrodinger, ou 'energie
est conservée tandis que le gradient explose en temps fini. Elle permet de faire aisément des
estimations des fonctions de moment localisé ou pas, qui n’obeissent pas en général a des lois
de conservation exacte comme dans le cas euclidien. En 'appliquant au moment du premier
ordre elle donne des informations sur la localisation des solutions explosives. Appliquée au
moment du deuxieme ordre, elle implique des bornes inférieures de la vitesse d’explosion. De
tels résultats peuvent étre donc obtenus tres rapidement sur un domaine, sur un tore plat
(voir aussi C. Antonini [4]), et sur R™ (voir l'article [92] T. Hmidi et S. Keraani pour une
version simplifiée de la preuve de classification des solutions explosives sur R" de F. Merle
[114]).

On obtient ainsi dans [9] que la vitesse d’explosion en masse critique sur un domaine est
au moins en 1/t, et plus rapide que 1/t si 'explosion est supposée avoir lieu sur le bord d’un
domaine. Cette derniere condition semble peu probable. De plus, dans des cas particuliers
comme le demi-plan, ’explosion au bord n’est étre possible en masse critique. On s’attend a
qu’il n’y ait pas de solution explosive sur le bord, de masse critique. Un autre probleme ouvert
est la classification des solutions de masse critique explosant sur un domaine. On s’attend & ce
que les solutions de masse critique explosant a l'intérieur d’'un domaine aient le méme profil
au point d’explosion que celle de R™ classifiées par F. Merle [114].

Dans ce chapitre nous allons nous focaliser sur le cas de géométries courbes. Nous allons

35



36 §3 EXPLOSION POUR NLS

d’abord considérer le cas de ’espace hyperbolique, le plus simple espace de courbure négative.
Dans ce cas, la courbure négative n’est pas une obstruction a I’explosion, et il existe un critere
d’explosion plus faible que le critére de Glassey sur R™ ([10]). Ensuite, dans un travail en cours
avec R. Carles et T. Duyckaerts, nous traitons la questions des solutions explosant en 1/t.
L’autre régime d’explosion, en loglog, déja plus stable sur R™, est également structurellement
stable, dans le sens qu’il persiste sur d’autres géométries. Le cas d’'un domaine a été traité par
F. Planchon et P. Raphaél [I30], et celui d’une variété riemannienne générale par N. Burq,
P. Gérard et P. Raphaél [34]. Au contraire, le régime d’explosion 1/t est instable sur R,
et “peu” de solutions explosent en masse critique. Il est donc naturel de s’interroger sur la
persistance de ce type de phénomeéne dans d’autres géométries, ce qui semble étre le cas des
géométries “assez plates”.

La question est maintenant de comprendre quel est le seuil critique de la notion “assez
plate”. De fagon générale, peu de choses sont connues sur la dynamique des solutions explosives
de I’équation de Schrédinger non-linéaire en dehors du cadre euclidien.

3.2 Explosion sur I’espace hyperbolique

Nous avons vu dans le chapitre précédent que 1’équation de Schrodinger focalisante

z@tu—i—AHnu—i- \u|°‘u: O, (31)
U(O, :TJ) = Uuo,
admet une solution locale en temps dans H!(H"), pour tout a < %. Comme sur R",

en utilisant 'inclusion de Sobolev (voir le livre [90] de E. Hebey) et 'inégalité de Gagliardo-
Nirenberg qui en découle, on obtient des résultats d’existence globale. En reprenant I’argument
de Glassey avec dpn (0, x)? comme poids dans le viriel, on peut faire des calculs explicits dans
le cas des solutions radiales. On a le résultat suivant.

Théoréme 12. [1(] La puissance o = % est critique pour l’exposion de l’équation . Plus
précisement, d’une part, si a < % ou St o = % et la masse de la donnée initiale est plus
petite qu’une certaine constante, alors la solution de (3.1)) est globale en temps dans H'(H™).
D’autre part, il existe une constante strictement positive c, telle que si o > % et la donnée

initiale est radiale, de variance finie dygn (0, ) ug(z) € L?(H™), et d’énergie
2
E(uo) < cnlluoll72gny,
alors la solution de (3.1) explose en temps fini.

La constante qui intervient dans le résultat d’existence globale est reliée a CgN, la
meilleure constante de l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg sur H". On peut montrer que cette
meilleure constante est plus grande ou égale que la constante euclidienne, mais sa valeur exacte
reste encore inconnue. Néanmoins, dans le cas radial, nous avons, comme sur R”, I'existence
globale des solutions de masse plus petite que [|Q[|7. [12]. La constante strictement positive
intervenant dans le critere d’explosion est

inf A2, d(0, )
16

En particulier, les solutions d’énergie nulle explosent en temps fini, ce qui contraste avec le
cas euclidien, ot nous avons des solutions globales d’énergie nulle, comme par exemple (.

Cp —
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Une explication de ce phénomeéne est justement le fait que nous sommes en courbure négative
et qu’il y a “plus d’espace”. Ce fait permet une meilleure dispersion, comme nous ’avons vu
dans le chapitre précédent, mais permet aussi dans les cas focalisants une concentration plus
systématique. Enfin, ’énergie de I’état fondamental Qy sur ’espace hyperbolique est stricte-
ment positive et sa masse est strictement plus petite que HQH%Q Il semble donc, comme dans
le cas d’un domaine, que les profils d’explosion doivent étre cherchés autour de @ plutot qu’a
partir de Qg. De plus, la transformation pseudo-conforme n’a pas vraiment d’équivalent. En
dimension n = 3 seulement, dans le cas radial, nous avons trouvé explicitement la transfor-

mation analogue,
2

. 4 sinh? ef5e
T(u)(t,r) = 'z e Zi};; e\/i w <11t’ Z) ,
qui préserve I’équation linéaire sur H3, mais qui par contre ne préserve pas I’équation non-
linéaire [13].

La masse critique pour ’explosion sur ’espace hyperbolique reste donc inconnue, et nous
ne disposons pas d’exemple de profil d’explosion.

Enfin, rappelons que dans le cas de la sphére, un critere de type Glassey a été donné
par L. Ma et L. Zhao pour des solutions radiales a symétrie par rapport a I'équateur [112].
La preuve repose sur la construction d’'un poids qui annule le bilaplacien dans les calculs de
viriel. Remarquons aussi que ce méme type de poids pour l'espace hyperbolique donne des
résultats plus faibles que ceux du Théoréme 12.

3.3 Explosion de masse critique en géométries non plates

En ce qui concerne les profils d’explosions pour la non-linéarité puissance critique % + 1,
deux types de résultats sont connus en dehors du cadre euclidien. N. Burq, P. Gérard et
N. Tzvetkov ont construit dans [35] des solutions de masse critique sur un domaine, qui
explosent en temps fini, similaires a celles, explicites, de R™. La preuve repose sur un point
fixe autour de la troncature dans le domaine d’une des solutions explosive de masse critique de
I’équation sur R™ (voir aussi T. Ogawa et Y. Tsutsumi [122]). Elle reste valable pour trouver
des solutions explosant en un point d’une variété différentielle autour duquel la métrique est
plate. Le deuxieme type de construction concerne les explosions en log log, régime dans lequel
les arguments perturbatifs se prétent mieux (voir F. Planchon et P. Raphaél [130] pour le
cas d’un domaine, et N. Burq, P. Gérard et P. Raphaél pour celui d’une variété différentielle
générale [34]).

Dans un travail en préparation avec R. Carles et T. Duyckaerts, on construit des solutions
explosant en 1/t, avec un profil relié a @, sur des surfaces assez plates au point d’explosion
[12]. On reprend le modele des variétés de révolution introduites dans §2.3, et I'approche
utilisée pour trouver les propriétés dispersives. On se ramene alors a chercher des solutions
explosant en zéro pour 1’équation de Schrédinger sur R? avec un potentiel et une nonlinéarité
de type puissance multipliée par un coefficient dépendant de I’espace,

104 + Agnv — V(r)v + K(r)|v[*v = 0,

K(r) = <¢Zr)>2'

avec
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Apres transformation pseudo-conforme, nous cherchons des solution globales en temps, autour
du profil e”Q. Dans la preuve de N. Burq, P. Gérard et N. Tzvetkov, le terme linéaire est
considéré comme terme source, et il est controlé dans des espaces de fonctions décroissant
de maniere exponentielle en temps. Ceci n’est pas envisageable dans notre cas de courbure
non-plate, car nous avons des termes force de croissance seulement polynomiale. On s’inspire
donc de la preuve de J. Bourgain et W. Wang [31] de I'existence des solutions de masse sur-
critique explosant en 1/t sur R2. Le principe de cette preuve est de regrouper justement le
terme linéaire avec le laplacien et de faire appel aux propriétés de I’équation linéarisée autour
de @ décrites par M.I. Weinstein dans [163]. Nous construisons des solutions explosant en
1/t, de masse ||Q||z2, lors du comportement en zéro, le point d’explosion,

K(r)—1~r?,

avec « assez grand. Cette condition implique que la métrique de la surface est assez plate au
point d’explosion.

Il est maintenant intéressant de savoir quel est le seuil critique o pour qu’il existe des
solutions explosives de masse ||Q||z2. D’autre part, le cas de 1’équation de Schrédinger avec
une nonlinéarité de type puissance avec un coefficient dépendant de I’espace a été traitée par
F. Merle dans [I15]. Notamment, un résultat de non-explosion en masse ||Q||;2 y est obtenu,
pour o < 2. Enfin, remarquons que le cas a = 2, qui correspond a l’espace hyperbolique
¢(r) = sinhr, reste encore ouvert. De plus, & la spheére correspond aussi le degré o = 2, et
malgré le fait qu’on est dans un cas compact tres explicite, on ne dispose toujours pas d’un
profil d’explosion de masse ||Q||zz2.



Chapitre 4

Dynamique des tourbillons
filamentaires dans un fluide

4.1 Motivation et approche du probleme

Les recherches présentées dans ce chapitre sont en collaboration avec Luis Vega. Elles
sont motivées par la mécanique des fluides, et plus précisément par les tourbillons, situations
fréquentes et observables (voir par exemple le livre de P.G. Saffman [136]). Nous utilisons la
modélisation LIA pour les vortex filamentaires dans un fluide 3-dimensionnel, non visqueux et
incompressible, qui mene a 1’étude du flot binormal, flot géométrique de courbes de ’espace.
Nous allons nous intéresser a la stabilité des solutions auto-similaires de ce flot de courbes.
Ces solutions auto-similaires ont la particluarité d’engendrer un coin en temps fini. Elles
apparaissent également dans des situations completement différentes.

4.1.1 La modélisation LIA

L’évolution d’une courbe x(t,z) de R3, paramétrée par la longeur d’arc z, par le flot
géométrique binormal

Xt = Xz N Xzz) (4-1)

a été proposée par L. da Rios en 1906 pour approximer la dynamique d’un vortex filamentaire
dans un fluide 3-dimensionnel, non visqueux et incompressible [58]. Ce modele est obtenu a
I’aide de la loi de Biot-Savart en évaluant la vitesse du fluide aux points pres du filament.
Seuls les effets locaux sont pris en compte, et le développement de Taylor obtenu ainsi autour
d’un point du filament nous donne, en passant a la limite, ’équation .

Nous allons donner une esquisse de cette approximation. En présence d’un tourbillon
filamentaire localisé sur une courbe x, la vitesse du fluide en un point de 1’espace P(x1,x2,x3)
est donnée par la loi de Biot-Savart,

D (P x@) Aala)

= TP AP

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que x(0) = (0,0,0) et x.(0) = (0,0,1).
En prenant en compte seulement les contributions locales x € [—L, L], et en faisant un
développement de Taylor de x autour de z = 0, la vitesse du fluide pres de x(0) peut étre
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approximée par

I (L PAy, r (Lp - r rra?y, -
_/ /\X(O)Sdm—/ NxX (g)er/ xX(O)AX3(0)dm
dr J_p |P — x(z)| dr J_p |P —x(x)| 8t J_ [P —x(z)]

Pour simplifier la présentation, nous supposons que z3 = 0, et nous notons € = \/z$ + x3. Le
deuxieéme terme est nul et les deux autres sont

Lie 224y
.
2

I' (—x9,21,0 L/e dx r
L) f s+ g0 A e (0) [
47 € —L/e (1+x2)2 8 —L/e (1+.%'2)

Quand P tend vers x(0), le premier terme diverge de la méme maniere que la vitesse d'un
fluide en présence d’un tourbillon rectiligne. Dans ces cas, le tourbillon reste au cours du temps
localisé sur la méme droite. On considére en conséquence que ce terme est négligeable dans la
dynamique du tourbillon. Le deuxieme terme diverge de facon logarithmique, et c¢’est la raison
pour laquelle la localisation est faite. En faisant un changement d’echelle, le mouvement du
tourbillon a = 0 est donné par .

Nous rappelons que la tangente 7', la normale n et la binormale b d’une courbe de R3
paramétrée par la longueur d’arc forment une base orthonormée de R3, qui vérifie le systeme
de Frenet

T 0 c 0 T
n = —c 0 7 n |,
b 0 —7 0 b

T

ou ¢ représente la courbure et 7 la torsion de la courbe (voir le merveilleux livre de M. Spivak
[142]). 11 ’ensuit que (4.1)) peut étre réécrit

Xt = Cb)

ce qui explique aussi la dénomination de flot binormal : la courbe se déplace en direction
binormale, avec une vitesse proportionnelle a la courbure.

Malgré I'enthousiasme de la communauté mathématique de I’'époque, a commencer par
L. Civita, le directeur de these de L. da Rios, cette modélisation est tombée dans 1’oubli,
et ce n’est que cinquante ans plus tard qu’elle fut réécrite par R.J. Arms et F.R. Hama
[5]. Aujourd’hui elle est connue sous le nom de Localized Induction Approximation (LIA).
Du point de vue physique, elle a une validité limitée pour la mécanique des fluides, car elle
n’exclut pas des évolutions de courbes qui ne peuvent pas correspondre a des dynamiques de
tourbillon. Cependant, elle permet d’étudier des familles de courbes proches de tourbillons
mis en évidence expérimentalement, et de plus c’est une équation appropriée aux calculs
numériques. Nous renvoyons le lecteur aux livres de G.K. Batchelor [19] et de P.G. Saffman
[136] pour une présentation détaillée du modele, et aux textes de revue [131], [132] de R.L.
Ricca sur I'ceuvre et la vie de L. da Rios.

En commengant par le travail de K.W. Schwartz [139], la modélisation LIA a été aussi
utilisée comme approximation de la dynamique d’un tourbillon dans les super-fluides. Une
liste de références sur cette utilisation peut étre trouvée par exemple dans les articles récents
de T. Lipniacki [110], [IT1].
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4.1.2 La transformation de Hasimoto

Considérons maintenant la tangente d’une courbe solution du flot binormal, qui est solu-
tion de
T, =T NT,,.

Comme la courbe est paramétrée par la longueur d’arc, T(t,x) € S?, et nous retrouvons
les “Schrodinger maps” sur la sphere. Cette équation est également reliée a celle du ferro-
magnétisme.

En utilisant de plus les équations des dérivées en temps de la normale et de la binormale,
on obtient, lorsque la courbure ne s’annule pas,

Ct = —2C; T — CTy,
Ty = (703”6267-2) + ¢z c.
x
Ce systeme, connu aussi sous le nom d’équations intrinseques, a été trouvé par L. da Rios en
1906 et rédécouvert par R. Betchov en 1956 [20].

Finalement, H. Hasimoto [87] a mis en évidence en 1972 le lien de ce systéme avec
I’équation de Schrodinger, par la transformation qui porte son nom,

xz

u(t,z) = c(t,x) exp i/T(t,m’)dx’
0

Cette nouvelle fonction u, appelée fonction filament, vérifie si la courbure ne s’annule pas,

iUy + Ugy + % (Ju]* — A(t)) u = 0, (4.2)
Aft) = (2‘ ; ) (t,0). (4.3)

Réciproquement, soit A(t) une fonction dépendant du temps, et u une solution assez
réguliere de (4.2)), qui ne s’annule pas. Si on écrit

u(t, z) = c(t, z)e )
en posant 7(t, ) = ¢4 (t, ), nous avons
u(t, x) = c(t, z)et Jo Ts)ds+o(10)
Nous obtenons alors une fonction filament
at, z) = c(t, x)e’ Jo TBs)ds,

satisfaisant avec A(t) remplacé par A(t) + ¢¢(t,0). Les fonctions réelles ¢ et 7 vérifient
alors les équations intrinseques et I'identité avec A(t) remplacé par A(t) + ¢:(¢,0).

Un exemple tres simple pour voir le lien entre I’équation et le flot binormal est de
considérer avec le coefficient A(t) = 1, et la solution u = 1. Il s’ensuit que la courbure est
constante égale a 1 et la torsion est constante égale a 0. Les vortex correspondants sont des
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cercles se propageant en direction binormale. Les transformations galiléennes de la solution
constante correspondent aux tourbillons hélicoidaux.

Enfin, nous allons faire une digression sur la transformée de Madelung. Le point de départ
de cette derniere est I’équation de Gross-Pitaevskii,

iug + Au — (Ju* — )u = 0.

Pour une solution ne s’annulant pas, en définissant (v, p) par

u(t,z) = \/p(t,x) "y =2V,
nous obtenons
pt + div (pv) =0,
v +vVou 4+ 2Vp =2V (%) .

Cette équation, de type Euler compressible avec une pression supplémentaire, dite pres-
sion quantique, apparait comme modélisation en dynamique des super-fluides et en supra-
conductivité. La dynamique des vortex des super-fluides a fait ’objet ces dernieres décennies
un grand intérét de la part des physiciens et des mathématiciens. Certains vortex des super-
fluides peuvent étre vus a travers les propriétés de degré des solutions de I’équation de Gross-
Pitaevskii. En particulier, une étude approfondie des solutions de type ondes solitaires a
été faite (voir par exemple les articles de C.A. Jones, S.J. Putterman et P.H. Roberts [94]
[95], F. Béthuel et J.-C. Saut [23], F. Bethuel, G. Orlandi et D. Smets [22], P. Gravejat [80]
[81], D. Chiron [51], A. Farina [66], F. Bethuel, P. Gravejat et J.-C. Saut[21]). Les solutions
générales de I'équation de Gross-Pitaevskii sont maintenant également mieux comprises (voir
par exemple les articles de P.E. Zhidkov [168], F. Béthuel et J.-C. Saut [23], C. Gallo [67], O.
Goubet [79], P. Gérard [69], S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai [83], [84]).

Nous pouvons voir la transformation de Hasimoto comme une inverse de la transformation
de Madelung, par l'identification p = ¢?, v = 27. Pour une solution u de Gross-Pitaevskii ne
s’annulant pas, les fonctions (¢, 7) définies ainsi vérifient en dimension 1 le systéeme de type
équations intrinseques

ct = —2C; T — CTy,
_ 2
Tt = (7611 CCT ) — 2C:B C.
X

4.1.3 Les courbes auto-similaires

Les solutions auto-similaires du flot binormal apparaissent d’abord dans des travaux sur
la dynamique des tourbillons en superfluides (K.W. Schwartz [139], T. Lipniacki [110], [IT1]),
en ferromagnétisme (M. Lakshmanan et M. Daniel [106], M. Lakshmanan, T.W. Ruijgrok et
C.J. Thompson [107], Buttke [42]), et dans certains modeles en médecine (C.S. Peskin et M.
McQueen [125]). Leur étude mathématique n’a été précisée que récemment.

Comme A1 (A%t, \z) est le seul changement d’échelle qui préserve la longueur d’arc, les
solutions auto-similaires sont cherchées sous la forme x(¢,z) = \/EG(%) Des travaux [106],
[107] et [42] il s’ensuit que les solutions auto-similaires forment une famille & un parametre
réel positif a, dont la courbure et la torsion valent

(Ca,Ta)(t, ) = <;i’ ;) _
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S. Gutierrez, J. Rivas et L. Vega ont intégré rigoureusement les courbes et ont décrit leur com-
portement [85]. Entre autres, ils ont démontré qu’étant donné a un nombre réel strictement
positif, il existe x, solution du flot binormal telle que

‘Xa(t,:):) - xA;_H[O,oo) () — xA;]I(_OO7O](x)| < 2aV/'t,

ot AF € S? sont deux vecteurs unitaires distincts et non-opposés, tels que I’angle 6 formé par
2

AT et —A7 est déterminé par la relation sing = e~ 2. En particulier,

Xa(0,2) = xAj]I[Om) (x) + TAL (oo 0] (x),

ce qui traduit le fait que la courbe x,(t,z), réguliere pour tout ¢ > 0, présente un coin au
temps zéro. Dans la figure suivante, I’allure des courbes x,(t) est présentée, pour des temps
t7 > ... > ta > t; = 0. Plus le temps ¢ s’approche de zéro (le flot binormal est reversible),
plus la courbe x,(t) s’enroule autour des deux demi-droites de direction A} et —A;, qui
représentent 4 (0).

Xt

“{;7;(5 Xt

Par ailleurs, une dynamique de tourbillon de fluide de type auto-similaire a été mise en
évidence par les physiciens par I’expériment des ailes delta, dont voici une image prise par le
groupement de recherches aérospatiales ONERA.
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-
En pensant le vecteur tangent T, comme la direction du vecteur de vorticité ﬁ, la condition

de P. Constantin, C. Fefferman et A.J. Majda [55] pour avoir la formation d’une singularité
pour Euler dans un intervalle de temps (0,¢y) devient

to to
/ sup |9, Ty (z, t)|* dt = / sup |cq(z,t)? dt = oco.
0 T 0 x

Si dans le flot binormal le produit u A v est remplacé par

1 0 O
01 0 JuA v,
0 0 -1

la nouveau flot correspond aux “Schrédinger maps” sur I'espace hyperbolique H?, et 1’équation
est défocalisante dans ce cas. Ses solutions auto-similaires ont été décrites récemment
dans [61] par F. de la Hoz, dans le méme esprit que celles du flot binormal dans [85].

Rappelons aussi que S. Gutierrez et L. Vega ont montré que le flot binormal est mal
posé pour les données initiales x4(0, ). Plus précisement, ils montrent dans [86] qu’a part la
solution x,(,x), réguliere pour tout ¢ > 0, il existe au moins une autre solution, singuliere a
x = 0 pour tout £ > 0. Dans le méme article, ils décrivent aussi une autre famille de courbes,
solution du flot binormal, formant une singularité en temps fini. Ces courbes sont de type
auto-similaire fois une phase logarithmique en temps. Ce probléeme est en lien avec I’équation
de Schrodinger cubique avec donnée initiale la distribution valeur principale.

Enfin, remarquons que la fonction filament des solutions auto-similaires

cz?
et 4

77

est solution de ’équation de type Gross-Pitaevskii

uq(t,z) = a

. 1 a?
Uy + Upy + B <|u|2 — 7) u=0.
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La formation du coin pour le flot de courbes x, correspond & la limite ad,—g de u, quand le
temps tend vers zéro.

Nous allons étudier la stabilité des solutions x,, dans le sens de savoir si une perturbation
réguliere, solution du flot binormal, va encore présenter une singularité a temps 0. Dans
ce but nous allons d’abord étudier les perturbations de la fonction filament u,. Une fois
que nous aurons des informations satisfaisantes sur le comportement de ces perturbations,
nous allons définir des fonctions courbure et torsion, et traduire dessus ces informations.
Ensuite nous allons construire des courbes, solutions du flot binormal, qui ont ces courbures
et torsions. Finalement nous allons montrer que ces nouvelles courbes sont proches de celles
auto-similaires, et en particulier elles engendrent aussi une singularité a temps 0.

4.2 Le probleme de Cauchy pour SNL avec donnée initiale de
type Dirac

En vue de comprendre ’équation précédente, nous avons considéré dans [16] I’équation
iUy + Ogpu + |ul%u = 0, (4.4)

avec donnée initiale de type masse de Dirac.

Nous allons d’abord rappeler ce qui est connu sur la régularité de la donnée initiale
nécessaire pour que ’équation cubique soit bien posée. Dans 'espace de Sobolev H® avec
s > 0 le probleme est bien posé (T. Cazenave et F. Weissler [49]). Pour des s négatifs C.
Kenig, G. Ponce et L. Vega ont montré dans [I02] que le flot de I’équation focalisante n’est
pas uniformément continu sur les bornés de H®. A. Vargas et L. Vega ont ensuite proposé
dans [158] une autre classe de fonctions, définie a ’aide de la transformation de Fourier, mais
inclue dans L?, et pour laquelle I’équation reste bien posée. A. Griinrock a étendu dans [82] ce
résultat, montrant le caractere bien posé pour des données initiales dont la trasformation de
Fourier est dans des espaces LP avec p fini, ne contenant toujours pas la masse de Dirac. Enfin,
si la donnée initiale est ady—g, alors C. Kenig, G. Ponce et L. Vega ont montré dans [102]
qu’il n’existe pas de solution, ou qu’il y en a plusieurs, par I’argument suivant. En supposant
I’existence d’une solution u unique, elle est invariante par transformation de Galilée,

u(t,z) = e_“”2+w'xu(t, x — 2ut),

pour tout v réel. Ceci implique, par étude de la dérivation en v de cette identité,

u(t, z) = ug +alt, ) = uq(t, x) eFidaa(t)

)

avec
l‘i—lztl_% si a# 2,

Aa,a(t) = i
la|? log t sia=2.

Pour a > 2, 14,4+ n’admet pas de limite quand ¢ tend vers zéro, ce qui conclut la preuve.
Une premiere question naturelle est de savoir si uq +, est une solution stable dans le cas
a < 2. En notant
nt,z) = eFTAaa®(y — Ug o)
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et en utilisant le fait que u, est une solution de ’équation linéaire, nous avons

{ ine + An =+ (|77 + Ua‘a - |ua’a) (77 +uq) = 0,
n(0,z) = ug(z).

Si a < 2 alors le terme |ug|® est intégrable en ¢ = 0, et nous pouvons faire un argument
de point fixe. Nous obtenons alors la réponse positive suivante, valable aussi en dimensions
supérieures, pour «a < % (un résultat similaire est présenté dans [I6] pour des espaces de

Sobolev, plus technique & démontrer).

Théoréme 13. [16] Soit a < 2 et ug € L?. Il existe un temps T = T(a,]||uoll2) et une
solution unique u de l"équation (4.4]) avec donnée initiale ug + ady—q, telle que

U— g ra € L*([0,T),L®)NC([0,T),L?).

Un cas de perturbation peu régulieres de ady a été étudié par N. Kita. Dans [104] il décrit
la solution issue de la somme de deux ou de trois masses de Dirac.
Enfin, nous allons faire une parallele avec le probleme similaire parabolique,

up — Au £ |u|%u =0,
u(0,2) = adz=o,

qui a été étudié intensément. F. Weissler a montré dans [165] que dans le cas focalisant, pour
a < %, il n’y a pas unicité de la solution. Dans le cas défocalisant, si seulement les solutions
positives sont considérées, H. Brézis et A. Friedman ont prouvé dans [32] 'existence d’une
solution unique pour a < %, et la non-existence pour o > % Il y a donc pour I'équation de
la chaleur une différence importante entre le cas focalisant et le cas défocalisant, méme pour
a < % Le Théoreme 13 montre que ceci n’est pas le cas pour ’équation de Schrédinger.

La deuxiéme question naturelle est de savoir si u, est une solution stable de 1’équation
cubique 1-d modifiée par changement de phase etia®logt 1o résultats obtenus sont présentés
dans la sous-section suivante.

4.3 FEtude sur la stabilité des courbes auto-similaires

4.3.1 Existence d’opérateurs d’onde

Dans le but d’étudier les perturbations du flot de courbes x,, nous allons d’abord considérer
les perturbations en temps positifs de sa fonction filament,

ug(t, ) = &

\/i )
et nous allons traiter plus généralement 1’équation
2
a
Uy + Ugy £ (]u\Q — t) uw=20

autour de la solution particuliere u,. Par transformation pseudo-conforme, ceci revient a
étudier en grand temps les perturbations de la constante a de solutions de

1
ivt+vm:|:2 (|v|2 —a2)v =0. (4.5)
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Notons que cette équation admet une énergie naturelle

/\vm ()2 do q: L (@) = a?)2 da.
qui obéit a la loi
QE() F ﬁ /(W — a?)d = 0.
Dans le cas défocalisant, ceci nous a permis d’obtenir dans [16] un bon controle en temps de
la norme |[v(t) — a||z2 et de déduire 'existence globale.

Comme les coeflicients des termes d’ordre un décroissent en , et que la perturbation
est faite autour d’une fonction constante, on attend des Similitudes avec les effets de longue
portée de 'équation de Schrédinger 1-d cubique (T. Ozawa [123], R. Carles [43], N. Hayashi
et P.I. Naumkin [89]) et avec la stabilité de la solution constante 1 de Gross-Pitaevskii 2-d
(S. Gustafson, K. Nakanishi et T.-P. Tsai [83], [84]).

Nous allons chercher des opérateurs d’ondes pour la perturbation w(t) = v(t) — a, c’est-
a-dire que nous allons chercher des solutions de

) 1
zwt+wmxﬂ:¥(|w+a|2—a2) (w+a)=0,

qui se comportent en temps grand tel un w (¢, z) donné. Comme rappelé dans l'introduction,
ceci revient a faire un point fixe, dans un espace bien choisi autour de wy, pour 'application

o0 2 _ .2 2 .2
Aw = wy :Fi/ e (t—T)02 <(|w—|—a| a”)(w + a) _ (Jwi + al® — a®)(un +a)> dr
¢

T T

0o 5 2 _ 2
:F/L/ el(th)ax <(|w1 + CL‘ a )(’UJl + (1) o (287— + 85)11)1) dr.
t

T

. . ito2 . . A
Pour montrer que w se comporte comme une solution libre "%+ v, il faudrait controler les
. o 2 2__
termes de Duhamel correspondant aux pires termes sources, les termes linéaires %-wy et %-wy.
Ces termes de Duhamel s’écrivent
oo oo
o > dr g2 g2 AT
a2/ e'L(t T)02 'LTBZ Up— ’ a2/ el(t T)Bz 1T0Z — Up—.
t t

T T

Nous remarquons d’abord que la premiere intégrale n’est pas contrélable. Pour éliminer ce
terme, nous allons chercher donc w proche de ’ansatz longue portée

wy (t, :C) — eiia2 logt eit@% Uy (a:)

En utilisant les inégalités de Strichartz inhomogenes nous arrivons a controler le terme linéaire

restant
o] — o —
o \A2 a2 U 992 U
a2 e1(t 7)03 e iTO: + . dr _ a2 e 12702 + . dr
Tliw 9 Tliw
t L t L2
< Oa2 U+ — Oa? — Ca2 1
<Ca” | — =Ca” |lus|l e || = =Ca” |lut o -
T LY ((t,00),L") L7 (t,00) v

Les couples 1-admissibles (p,q) sont compris entre (00,2) et (4,00), donc si uy € L' N L? la
meilleure décroissance que nous pouvons obtenir de cette fagon est +~. Notons

vi(t,x) = a+ wi(t, ).

Nous obtenons notre premier résultat, dans des espaces mixtes LPLY.
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Théoréme 14. [15] Soit tg > 0. Il existe une constante ag > 0 telle que pour tout a < ag,
et pour tout uy petit dans L' N L% par rapport a ag et a to, ’équation a une unique
solution

v —v1 € C([ty, o), L*(R)) N L*([tg, c0), L (R)),

satisfaisant, quand t tend vers l'infini,

7).

[v(t) = v1(t)|lp2 + [[v — villa(t,00),L0) = Ot

Cependant la décroissance en f%, optimale pour les méthodes utilisées dans le cadre
d’espaces mixtes, ne suffit pas pour construire le flot binormal. Nous allons mieux exploiter
les oscillations du terme linéaire restant, en utilisant la transformée de Fourier et en imposant
plus de conditions sur la donnée u. FEn écrivant

0 7Z(t 27)¢
o (t—21 —iT U ’:L’ —~
/t im0 <e o 1;(12) dr = / / e e (e

et en faisant une intégration par parties en 7 nous avons

ite? e—i(t—27)¢ —
:/ e T ey v / / (207 e T & aear.

tlizaz 2 €2 72+ia? 2262

2

2
<&
~ ot

Par Plancherel nous obtenons le controle
Uy (— a
ﬁ _7HU+||H72-

Rl 2 52 Ut
a?/ ez(t—T)az (e—zTaz 1im2> dr -
¢ T £

Les dérivées V¥ de ce terme ont la méme décroissance en temps 1 /t, mais avec une constante
dépendant de la norme H~2** de u. . Nous obtenons un nouveau résultat, avec des meilleurs
taux de décroissance.

L2 L2

Théoréme 15. [15] Soit tg > 0 et s € N*. Il existe une constante ag > 0 telle que pour tout
a < ag, et pour tout uy petit dans H=2 N H* N W par rapport a ag et a to, U'équation
a une unique solution

v —w1 € C([tg, ), H*(R)),

satisfaisant, quand t tend vers l'infini, pour tout entier 0 < k < s,

[w =) (B2 = OE2) , [[VE@ = v1)(#)]|g2 = O, (4.6)

La présence de deux taux de décroissance différents vient maintenant des termes qua-
. . . . . 1 .
dratiques 27a|w1]2 et %w% Le moins oscillant est le premier, qui donne le taux ¢~ 2, mais
ses dérivées s’estiment mieux. Nous allons esquisser ici la facon dont nous traitons le terme

|w1‘ . Nous allons utiliser & nouveau les

de Duhamel du pire des deux termes quadratiques,
oscillations en Fourier,

0o iTA 2 00 —i(t—7)&2 — —
Vk/ i(t—7)03 (MW) dr = / / ‘g’k! im0y, x e~im03u, dE dr
t t T

T

00 efit§2+2i7'£(777§) hint — g
- [ [ et m T - ¢ dndg ar
t



4.3. ETUDE SUR LA STABILITE DES COURBES AUTO-SIMILAIRES 49

et une intégration par parties en 7,

e~ it(E2+2£(n—¢)) e Ur()Tg(n — €
t 2i§(n —¢€)
[ [ e RO e G ()T (7 — §)
+/ //gkewf , dn d¢ dr.
t = 2iE(n—¢)
Nous controlons donc ce terme de Duhamel quadratique dans H! par
Call _ Ty Ca Uy Ca
L2 L2

Nous remarquons que I'argument peut étre repété pour H*, avec k > 1, mais pas avec k = 0.
Au niveau de ’équation initiale avant transformation pseudo-conforme, nous obtenons le
fait que u(t) est proche de

; ~ T
w(t, @) = g + R G (2.

La condition w4 € H~2 se traduit sur ﬁ+ par une condition d’annulation a l’origine, ce qui
pourrait étre relié au résultat d’explosion de J. Bourgain et W. Wang [31]. Nous remarquons
'absence de limite dans L? pour u(t) — u, au temps zéro. Cependant cela n’exclut pas la
possibilité de construire un flot binormal ayant une trace au temps zéro. Ceci est possible
car la courbure et la torsion définies & partir de u correspondent aux dérivées secondes de la
courbe.

4.3.2 Description des nouvelles courbes

Dans cette derniere sous-section nous allons esquisser comment, & partir du Théoreme
nous avons construit un flot de courbes y, solution du flot binormal, et obtenu des informations
sur sa limite quand ¢ tend vers zéro. Nous allons montrer que la courbe x(t) reste proche de
Xa(t), et obtenir pour ces perturbations la persistance de formation de singularité & temps
Z€ro.

Soit donc v une solution du Théoréme[I5 avec s = 3. En vue de la transformée de Hasimoto
et de la transformation pseudo-conforme, nous avons les expressions de la courbure

1 z
vl —,—
t't

ua(t,2) _ (50 (5:5) + 050 (3, F)
T(t,x) = =< -
u(t, x) (;a f)
Comme v € H3(R) C Cg(R), la courbure et la torsion sont suffisamment régulieres. Par
définition,

ot z) = |ult,z)] = —

Vit

)

et de la torsion

<

v(t, o) = a+ eF By (2) + (v — ) (1, @),

La décroissance de v — v1 du Théoreme combinée avec la formule explicite de I’évolution
libre de Schrodinger permettent d’obtenir que (¢, 7) est proche de (¢4, 7,), avec des taux de
décroissance explicites, et des constantes dépendant de u. .
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A partir de (¢, 7) nous allons construire le flot binormal comme suit. A partir d’'une donnée
initiale & temps to = 1/to, & préciser plus tard, nous définissons (7', n, b)(t,0) en imposant que
ses dérivées en temps satisfassent le méme systeme que la tangente, normale et binormale d’un
flot binormal vérifieraient. Apres, a partir de (T, n,b)(t,0) nous construisons (7', n,b)(t,z) en
intégrant le systéme de Frenet a ¢ fixé. Nous imposons donc

T T i 0 —CcT Cx . T
~ Cpg—CT
n (ta JJ) = n (t(]a 0) - / cT 0 ( c ) n (t/, O)dt,
b b t —Cp — (CmaZCT2> 0 b
z 0 ¢ 0 T
+/ — 0 7T n | (t,s)ds.
0 0 —7 0 b
Ce faisant, T va bien vérifier
Tt =TA TSC$7

équation de la tangente d’un flot binormal.
Une fois T' construite, pour une donnée x(to,0), nous définissons

i o .
x(t,xz) = x(to,0) —/ (eb)(t',0)dt’ —|—/ T(t,s)ds.
t 0
En utilisant le systeme de Frenet,
T, =T ATy =T AN (cn)y =T A (cgn+ cTb) = —ctn + ¢,b,

et il s’ensuit que x vérifie I’équation du flot binormal.
Finalement, x(¢,z) est obtenue de cette fagon pour les temps tels que (¢, 7) soient assez
réguliers, c’est-a-dire £y >t > 0. Sachant que la courbure ¢ est proche de ¢, = 2

%a
tQC
< / Y — o
t \/i t1,t20—0

Ceci implique 'existence d’une limite xo(z) & ¢t = 0, et nous obtenons de fagon similaire pour
tout = € (—o0, 00),

nous avons

Ix(t1, ) — x(t2, z)| =

/t ® ot o)b(t, 2)de

1

Ix(t, ) — xo(z)| < Cav/t.

Maintenant, pour montrer que x(0,x) est proche de x4(0, x), nous montrons d’abord que
la tangente T'(t, x) est proche de T,(t,x), de la facon suivante. Dans un premier temps, nous
montrons que T'(¢,0) est proche de T,(t,0), puis que T'(¢,x) est proche de Ty(t,x). Pour la
deuxieme étape, nous allons avoir besoin que tout (T, n, b)(t, 0) soit proche de (T}, nq, ba)(t, 0).
Dans la suite nous allons juste esquisser les estimations aux points (¢,0), car c’est I'étape la
moins technique tout en étant un point clé de la démonstration.

D’apres la définition ci-dessus de (T, n,b),

0 —CT c
T v T
Copqx—CT

— 0 B ,0).
e[ ) ()
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Avec les notations de la sous-section §4.1.2) u(t,0) = ¢(t, 0)e*:0) | et nous utilisons la relation
(4.3), qui nous donne l'information supplémentaire en x = 0

2 2 2
Cpz — CT ci—cC +@

c 2 2"

Nous faisons le changement de fonctions n + ib =% (n+1ib), et nous imposons comme condi-
tion initiale (T, 7, b)(fg, 0) = (T4, N, ba) (fo, 0). Pour avoir (T, 7, b)(t, 0) proche de (T, 4, ba ) (t,0),
il suffit alors de montrer que la matrice

0 leT] x|

2 2
erl o [552] | o)
|Cac‘ 63532 0

est intégrable en temps pres de ¢t = 0. Ceci est vrai, en vue du bon taux de décroissance obtenu

pour (¢, T) — (Ca, Ta). Aussi, nous obtenons un bon taux de décroissance pour |e’% — 1|, donc
(T, n,b)(t,0) reste proche de (T',n,b)(t,0). En conclusion, nous avons bien que (7,n,b)(t,0)
reste proche de (75, ng, be)(2,0).

Au final nous obtenons que pour tout € > 0, si uy est assez petit,
(T = To)(t, z)| < e

En particulier, pour x > 0,

x(t,x) — x(t,0) = /Of T(t,s)ds = Afx + /:(T —T,)(t,s)ds + /090 T,(t,s) — At ds.

Le troisiéme terme tend vers zéro quand ¢ tend vers zéro, uniformément en x ([85]). En faisant
tendre ¢ vers zéro, nous obtenons l'information voulue

[xo(z) = X0(0) — 24, | < e
Plus précisement, nous avons obtenu le résultat suivant.

Théoréme 16. [15] Soient € > 0, ty > 0, 0 < a < ag, ot ag est la constante du Théoréme
. Soit uy petit dans H20H3N W3 avec x?uy petit dans H' par rapport d €, a et to,
et soit v la solution correspondante du Théoréme . Alors il existe x(t,z) flot de courbes
correspondant a u =T (v) via la transformation de Hasimoto, solution du flot binormal pour
tout 1/tg >t > 0, tel qu’il existe une unique courbe xo(x) vérifiant

Ix(t, ) — xo(2)| < Cav't

uniformément en x € (—o0, 00).
De plus,

Ix0(z) = x0(0) — 2AF g ooy (2) — AL L(_oo0) ()] < €],

ot AT etA- sont deux vecteurs distincts et non-opposés, tels que l’angle 0 formé par AT et
a a a

o _a?

—A, est déterminé par la relation sing =e™ 2 .
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Comme
Xa(oa :E) = xAjL_H[O,oo)(x) + xA;H(—oo,O] (.’L‘),

nous déduisons que xo(z) se trouve dans le cone d’ouverture e autour de x,(0,z). Nous
obtenons donc toute une famille de courbes, solutions du flot binormal, proches de la famille
de courbes auto-similaires. Ceci montre que ’apparition d’une singularité en temps fini de ces
dernieres n’est pas un phénomene isolé. Dans un travail en cours nous traitons la question
plus délicate de la complétude asymptotique, qui menerait a un résultat plus fort de stabilité
de la formation du coin en temps fini.
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