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1.1 Introduction a I’équation de Schrodinger sur R”

1.1.1 Caractéristiques de I’équation
L’étude de I’équation de Schrodinger non-linéaire

10+ Au = V'(Jul?)u,
u(0) = wo,

ou u est une fonction en temps et en espace, a valeurs complexes, et V' est une fonction réelle
avec une croissance controlée a 'infini, a été motivée par de nombreux problemes venant
de la Physique. On la dérive essentiellement en théorie quantique des champs et en optique
non-linéaire (voir la monographie récente sur le sujet [53], écrite par Sulem&Sulem).
Cette équation a un caractere conservatif, au sens ou deux quantités sont constantes

[,
/|Vu|2d:l:—|—/V(|u|2)d:(:.

De plus, elle a des propriétés de dispersion (voir §1.1.2), d’effet régularisant, mais non-

au long du temps: la masse

et ’énergie

analytique, et une vitesse infinie de propagation (voir le livre de Cazenave [12]). Le probleme
de Cauchy associé est délicat a traiter et beaucoup de questions restent ouvertes.

1.1.2 Propriétés dispersives de I’équation linéaire

La solution de I’équation de Schrodinger homogene sur R”

10 + Au =0,
u(0) = up € L*(R"™),

a la transformée de Fourier
~ 4 2 .~
u(f) — ¢t uo(f)-

Avec la formule de Plancherel, on remarque encore une fois la conservation de la masse.
La solution s’écrit, en utilisant la transformée de Fourier,

u(l, z) = /R TR gy ),

(2m)

et, toujours par la formule de Plancherel,

1 Loy
u(t, ) = 7/ et uo(y)dy,
Rn

(47T'it)§

d’ou 'on déduit 'estimation 1
—|u
47 t|5H OHI’

[u()]le0 <




appelée estimation de dispersion. Comme la norme IL? se conserve, par interpolation, on
obtient que pour tout p entre 2 et I'infini

1
u(t)|l, < WHUOH@

ou on désigne par p 'exposant conjugué de p par la relation zla + % = 1.
A partir de cette propriété, en utilisant I'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev et des
arguments de dualité ([55]), on obtient les estimations de Strichartz généralisées

</ (/ |u(t7$)|qd$> dt) = [lullLr@ Lomy) < Clluoll2
E n

ou (p,q) € [2,00] X [2, 00] définit un couple admissible pour I’équation de Schrédinger, c’est
a dire

p g 2
et (p,q) # (2,00) si n = 2. La premiere condition est nécessaire pour avoir I'estimation de
Strichartz, car si u est solution de 1’équation, alors u, (¢, z) = u(A*t, Az) est une famille de
solutions. Pour I’équation en dimension 2, Montgomery-Smith a montré que ’estimation
L2L*> n’est pas vérifiée ([42]).
Ces estimations nous donnent de I'information sur la régularité des solutions. Elles ont
été introduites en 1977 par Strichartz pour des équations linéaires a coefficients constants

([52]), dans le cas
4
p=q=2+—,
n

appelé exposant de Strichartz. On obtient par exemple que la solution de 1’équation de
Schrodinger 1-dimensionnelle appartient & L° en temps et espace, ce qui améliore 1’infor-
mation usuelle L°°(IL?). Ces inégalités ont été généralisées ensuite a des couples admissibles
quelconques avec p > 2 par Ginibre et Velo ([20]) et par Keel et Tao dans [28] pour p = 2.

Pour I’équation inhomogene Yajima ([60]) et Cazenave et Weissler ([14]) ont obtenu
le résultat suivant: si (p,q) et (p,§) sont deux couples admissibles pour ’équation de

Schrodinger et f € LP([0,7],LY(R™)), 'unique solution de

10w + Av = f,
v(0) =0,

appartient a C([0,7T],1L?) N L#([0,T], LYR™)) et vérifie
[v]lLago,mraen) < C |l fllvego,rmrn)

avec (' constante ne dépendant pas du temps T' et des couples admissibles choisis.
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De maniere similaire, pour ’équation des ondes

Pu—Au=fe¢ ]]-41([07T]7 LQ(Rn))v
u(0) = up € H(R™),
du(0) = uy € L*(R"),

en dimension plus grande ou égale a 3, on a les estimations

H‘UHLP([O,T],Lq(Rn)) < C(|lwollm + vz + HfH]Ll([O,T]JL?(R")))a

ou (p, q) forment un couple admissible pour ’équation des ondes:

et (p,q) # (2,00) en dimension 3 ([21].

Ces inégalités, par les informations qu’elles donnent sur I’effet régularisant des équations
dispersives, permettent de controler certaines non-linéarités afin d’obtenir des résultats
d’existence pour les équations non-linéaires (voir §1.1.3).

L’étude des équations posées sur des domaines a motivé la recherche de résultats de
dispersion en fonction du domaine ([48],[5]).

Récemment, on s’est intéressé aux estimations de type Strichartz pour des opérateurs
a coefficients peu réguliers (voir §1.2), et sur des variétés (voir §1.3).

1.1.3 Résultats d’existence locale pour I’équation non-linéaire

Un grand nombre d’équations aux dérivées partielles non-linéaires, notamment des
équations d’évolution de la Physique (Schrodinger, ondes, transport, KdV), se traitent en
s’appuyant sur leur caractere dispersif. Pour une équation de type Schrodinger non-linéaire

10 + Au = F(u),
u(0) = wo,

si 'on note U(t) = €', 'existence de solutions, que 1’on peut écrire sous la forme intégrale

u(t,z) = U(t)ug — i/o Ut — s)F(u(s))ds,

peut étre démontrée par des méthodes de point fixe, a ’aide des inégalités de Strichartz.
Ainsi, on obtient que le probleme de Cauchy pour I’équation de Schrodinger sur R”
avec non-linéarité polynomiale

10w + Au+ |ulf~tu = 0,
sl " L

est localement bien posé dans H!' pour p < 1 + n%. Le théoreme a été prouvé, dans
différents cas, par Ginibre et Velo ([19]), Cazenave ([13]), et dans un cadre plus général,



par Kato ([26]). En fonction du caractere focalisant ou défocalisant de ’équation, c’est a
dire du signe de la non-linéarité, et en fonction de la puissance considérée, les résultats
d’existence locale peuvent étre ou non globaux en temps (voir §1.1.4). Les cas sur-critiques
restent ouverts.

On rappelle les propriétés conservatives énoncées dans §1.1.1 pour ce cas particulier de
non-linéarité polynomiale. La masse

|tz
1

1
—/ |Vul|?de F —— lu|Pt dz,
R” p+1 Jrn

et ’énergie

2

sont conservées au cours du temps.

1.1.4 Résultats d’existence globale pour I’équation non-linéaire

On considere les équations de Schrodinger non-linéaires sur R”

4 [ 10+ Au s uff~u =0,
(57) { u(0) = uo.

Le probleme de Cauchy est localement bien posé dans H! pour p < 1 + n% (voir §1.2.1.).
Dans le cas défocalisant, c’est-a-dire quand le coefficient de la non-linéarité est négatif,
la conservation en temps de I’énergie

E(u) = / Vulde + —— [ |uptide
2 Jgn p+1 Jgn
entraine le controle de la norme H', donc on a l’existence globale des solutions de (S,
pour tout p <1+ ﬁ.
L’analyse de I’équation focalisante (S)), c’est-a-dire quand le coefficient de la non-
linéarité est positif, est plus complexe.

L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg

24(p—1)252 12
lollZE < Comallolls 0 [ wo )05
implique que I’énergie de la solution u de ’équation (S];"),

1 1
E(u) = 7/ \Vul*dz — —— lulPtdz,
2 Jon p+1

R~

est minorée par

1 +1 24(p-1) 352 -2
Y R i T e
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En conséquence, si p < 1+ %, compte tenu aussi de la conservation de la masse, le gradient
est controlé par I’énergie, donc la solution n’explose pas et on a bien I'existence globale.
La puissance p = 1 + % est une puissance critique, c’est-a dire que la non-linéarité est
assez puissante pour générer des solutions explosant en temps fini. Mais, méme dans ce
cas, on a un résultat d’existence globale pour les données initiales de masse petite.
Ainsi, dans le cas p =1 + %, si la masse est assez petite pour que

Cppa

|
sl <5,

I’énergie qui se conserve controle le gradient et on a de nouveau l'existence globale des
solutions de (S}).

Pour cette valeur de p, Weinstein a donné une version précisée de 'inégalité de Gagliardo-
Nirenberg ([57]). Par des méthode variationnelles utilisant le lemme de concentration-
compacité de Lions ([35], [36]), on obtient ’existence d’un minimiseur () de la constante
optimale de I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg

4
IR P2

Covt R0 o)

Ce minimiseur vérifie I’équation

a2
AQ+Q™ =2qQ.

Une telle fonction positive, appelée état fondamental de 1’équation de Schrodinger non-
linéaire, est radiale, exponentiellement décroissante a l'infini et réguliere. Récemment,
Kwong a montré qu’elle est unique a translation pres ([33]). De plus, elle vérifie les identités
de Pohozaev )
IVQIE - Q1,15 + 219113 = o,
2+2

(n =2)IIVEQIl; - =@, 5 +2[Qllz = 0,

qui entrainent les relations suivantes entre les normes de @),

2E
{ lQI51E = =2lQIE.
IVQIIZ = 11Q13-
La valeur optimale de la constante de Gagliardo-Nirenberg est alors

2 1
C, ., _nt?

+3 z-
QI

En conclusion, quand p = 1+ %, on a I'existence globale des solutions de (S) avec des
données initiales de masse plus petite que celle de I’état fondamental

ulla < |Q]]2-
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La masse ||@Q]|2 est une masse critique, c’est-a dire qu’il existe des solutions de masse
égale a celle de I'état fondamental, et qui explosent en temps fini (voir §1.1.5).

Finalement, remarquons que a partir de 1’état fondamental, on peut construire des
solutions stationnaires globales sur R”, de la forme

et (z).

1.1.5 Solutions explosant en temps fini

Dans le suite on va considérer la puissance critique p =1+ %. Dans ce cas, la transfor-
mation pseudo-conforme d’une solution u de I’équation (5,),

1 =2 1 x
— € 4ty _— —
t? t? t 9

est aussi une solution de (5,). Donc, a partir des solutions stationnaires mentionnées pré-
cédemment, on peut construire pour tout 7' positif des solutions explicites explosant au

temps T, ‘
e el x
ult = —— 4(T—t) i
uho) = e Q(T—t)

De plus, Merle a prouvé dans [38] que toutes les solutions explosives sur R™, de masse

critique ||@Q]|2 sont de ce type, modulo les invariants de ’équation. Sa preuve est basée sur
un résultat de concentration de Weinstein ([58]) et sur I’étude du moment de premier ordre

16 = [ Jult.o)ads
et du viriel
o) = [ lutt, o) efds
Rn

associés a une solution u de ’équation (.S,). On utilise les propriétés conservatives de ces
deux quantités sur R”™ dans le cas de la puissance critique 1 + %. Le moment de premier
ordre a la dérivée constante en temps

9/ f =0,
et g vérifie Iidentité du viriel ([12])

p—1)—4
0fg =16E(u) — 4% / lulfTde = 16 E(u).

Dans certains cas de masse sur-critique, des études récentes ont été faites par Merle et
Raphaél sur la vitesse et le profile d’explosion ([39], [40]).

Pour I’équation (.S,) avec une non-linéarité sur-critique, Zakharov [61] et Glassey [22]
ont prouvé le caractere explosif en temps fini des solutions a énergie négative. Le méme
résultat pour les solutions d’énergie positive ou nulle est vrai sous certaines conditions sur
les dérivées en temps du viriel ([53]). La preuve est basée sur une majoration du viriel en
fonction de ses dérivées, qui implique I’annulation du viriel a un temps fini 7'. Comme la
masse reste constante, la solution doit exploser au temps T'.
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1.2 L’équation en milieu inhomogene

Les résultats concernant les inégalités de Strichartz pour des équations d’évolution en
milieu inhomogene sont tres récents. En 1990 Kapitanski a montré que 1’équation des ondes
a coeflicients C* vérifie ces inégalités ([23]). On s’est beaucoup intéressé aux estimations de
type Strichartz que ’on peut avoir pour des opérateurs d’ondes a coefficients peu réguliers
([3],[31],[54]). Smith ([46]) a montré qu’on peut méme affaiblir leur régularité jusqu’a C':'.
Si les coefficients sont dans 1’espace de Holder C1'%, avec 0 < a < 1, Smith et Sogge ont
donné un contre-exemple en dimension plus grande que 3 et des données initiales dans
Hz x H-% ([47]). Dans [4], on montre qu’on peut construire, en dimension plus grande que
2, de la méme maniere, un contre-exemple pour les ondes a données initiales dans H* x H*~!
avec % < s < 1, et deux autres contre-exemples pour 1’équation de Schrodinger sous forme
non-conservative et respectivement conservative, les deux a coefficients C1:°.

L’équation de Schrodinger pose plus de difficultés que 1’équation des ondes, a cause de
I’absence de la propriété de vitesse finie de propagation. Une facon de "remplacer” cette
propriété est d’'imposer une condition de non-capture des trajectoires. On dispose de plu-
sieurs résultats d’existence et d’effet régularisant pour des coefficients réguliers, constants
a l'infini et satisfaisant une condition de non-capture ([16],[17],[24],[25],[29]). Staffilani et
Tataru ([51]) ont prouvé les inégalités de Strichartz pour des métriques perturbation a
support compact de la métrique euclidienne, satisfaisant une condition de non-capture,
mais avec des coefficients de régularité plus faible, seulement C*. En fait, pour avoir le
probleme de Cauchy bien posé pour I’équation de Schrodinger non-linéaire, la condition de
non-capture n’est pas nécessaire. Dans un article récent, Burq, Gérard et Tzvetkov ([7])
ont montré les estimations de Strichartz avec perte fractionnaire de derivées pour toute
métrique réguliere sur R? avec estimations uniformes a I'infini, sans condition géométrique.
Ces nouvelles estimations entrainent des résultats positifs pour le probleme de Cauchy local
et global (voir §1.4.1.).

Dans le premiere partie de la these (§2) on étudie I'existence des inégalités de dispersion
et de Strichartz pour ’équation de Schrodinger sur R

i Opu + Oza(z)0zu =0,
() { u(0) = ug € L*(R),

pour certains coefficients a(x) peu réguliers, sans condition géométrique de non-capture.

On montre la dispersion locale dans le cas des coefficients positifs laminaires, c’est-
a-dire fonctions en escalier avec un nombre fini de singularités. On remarque dans cette
situation l’existence de trajectoires captées.

Théoreme 1. (¢f Th. 2.1.1) On considére la partition de la droite réelle
— 0 =< < X< < Ty < Ty = OQ,
et une fonction en escalier

a(z) = b7 pour x € (z;_1, x;),
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ou b; sont des nombres strictement positifs.
La solution de l’équation de Schrodinger (S,) satisfait a linégalité de dispersion

Hu(t)H]L"o R < HUOHLl
(R) = \/—
et les inégalités de Strichartz
|ullLe@ Law)) < CnlluollLzm),

pour tout couple (p,q) vérifiant
2 1 1

poq 2
La preuve se base sur la représentation de la solution en utilisant la résolvante de
Popérateur —0,a(x)0,. La résolvante est calculée explicitement et exprimée en termes de
séries d’exponentielles. Pour obtenir la dispersion globale, on étudie ces séries dans le cadre
de la théorie des fonctions presque-périodiques de Wiener.
On obtiendrait un résultat similaire pour l'opérateur

1
10y + ——0a(x)0,,
o )

ou p(x) est une fonction en escalier du méme type que a(z).
De plus, si v(¢, ) est la solution du systeme d’ondes associé sur R

0 — 0, a( JOzv = 0,
v(0) = up € L*(R),
atU(O) 0

la méme méthode nous donne 1'estimation

swp [ Io(t,ldt < Coljuole

z€R
La dispersion n’est pas vérifiée si le coefficient est un fonction en escalier périodique. En
utilisant le modele de Kronig-Penney, classique en mécanique quantique ([45]), on prouve
I’absence de la dispersion locale dans le cas des coefficients périodiques fonctions en escalier,
prenant juste deux valeurs.
Théoreme 2. (¢f Th. 2.1.2) Soit xog € (0,1) et by et by des nombres positifs satisfaisant
la condition boxg = bi(1 — o). On considére la fonction 1-périodique

B 652 pour x € [0,x,),
a(z) = { bi? pour x € [x,,1).

L’inégalité de dispersion locale n’est pas vérifiée pour l’équation de Schréodinger (S,).
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La démonstration est basée sur la représentation de la solution par la décomposition
de Floquet.

Le fait que la fonction a ne soit pas tres oscillante a I’infini semble donc essentiel pour
avoir la dispersion. En utilisant la méthode de Avellaneda, Bardos et Rauch de [2], on
obtient des contre-exemples pour la dispersion et pour les inégalités de Strichartz globales
dans le cas de certains coefficients continus oscillants a I'infini.

De plus, comme Castro et Zuazua l'ont montré récemment dans [11], méme si les
coefficients sont constants a I'infini, mais peu réguliers (C%*) et localement tres oscillants,
les inégalités de Strichartz ne sont pas vérifiées.

Tous ces résultats suggerent la conjecture que ’équation de Schrodinger en dimension
1, a coefficients BV compris entre deux nombres strictement positifs, vérifie les inégalités
de dispersion.

1.3 L’équation posée sur des variétés compactes

1.3.1 Résultats d’existence locale pour I’équation non-linéaire

On considere I’équation de Schrodinger non-linéaire

10 + Au = F(u),
u(0) = ug € L*(M),

posée sur une variété riemannienne compacte (M, g). Ici A est I'opérateur de Laplace-
Beltrami associé a la métrique g. Récemment, on a constaté que la géométrie de la variété
influence la dynamique de 1’équation.

L’équation ne garde pas exactement les mémes propriétés dispersives qu’elle a sur R”,
mais de nouvelles estimations de type Strichartz sont valables. Dans [7], Burq, Gérard et
Tzvetkov montrent que la solution de I’équation homogene vérifie

lelleoqrpaany < Clluoll g s
ou (p,q) est un couple admissible dans le sens défini en §1.1.2, et [ est un intervalle de
temps fini. De plus, ces estimations sont optimales dans le cas de la sphere pour p = 2.
La perte fractionnaire de dérivées n’empéche pas ’obtention de résultats d’existence locale
pour 1’équation avec une non-linéarité polynomiale, a données initiales peu régulieres. De
plus, sur des surfaces dans le cas des non-linéarités polynomiales défocalisantes, et sur des
variétés de dimension 3 dans le cas des non-linéarités cubiques défocalisantes, on montre
lexistence globale dans I’espace d’énergie H!.

1.3.2 Phénomenes d’instabilité

Des phénomenes d’instabilité apparaissent pour 1’équation posée sur une variété rie-
mannienne compacte, méme dans le cas défocalisant.
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D’une part, Burq, Gérard et Tzvetkov ont montré dans [8] que le flot de I’équation de
Schrodinger cubique défocalisante sur S?

10 + Agau = |ul?u,
u(0) = up € H*(S?),

n’est pas uniformément continu sur les bornés de H° pour s € [0, i[, c’est a dire pour
des indices de régularité de Sobolev plus grands que zéro, qui est 'indice de scaling. Des
résultats similaires sont valables sur des domaines de R? ([9]). Pour S% les mémes auteurs
ont prouvé récemment que l'indice i est le niveau de régularité critique, c’est a dire que
pour s > 1 le probleme de Cauchy est bien posé ([10]).

D’autre part, Cazenave et Weissler [14], et Bourgain [5], ont établi le caractere bien posé
du probleme de Cauchy dans H*® sur R?, et sur T? respectivement, pour tout s strictement
positif. De plus, pour T? le flot n’est pas uniformément continu pour s négatif ([8]), donc
0 est I'indice de régularité critique.

On conclut donc que la géométrie de la variété joue un role important dans la dynamique
de I’équation. On peut penser que la courbure positive est a l'origine des phénomenes
d’instabilité.

Remarquons que ces résultats ne sont pas en contradiction avec ceux positifs concernant
I’équation des ondes, étant donné que 1’équation Schrodinger ne possede pas la propriété
de vitesse finie de propagation.

Les phénomenes d’instabilité apparaissent pour une large classe d’équations dispersives
posées sur R”. Dans 'article récent [30], Kenig, Ponce et Vega ont étudié les propriétés des
équations non-linéaires focalisantes de Schrodinger et Korteweg-de Vries, a données initiales
peu régulieres. Ensuite, dans [15], Christ, Colliander et Tao ont étendu cette étude aux
analogues défocalisants de ces équations. Des phénomenes d’instabilité apparaissent aussi
pour ’équation des ondes défocalisante sur R®, avec une non-linéarité sur-critique, comme
Lebeau I’a prouvé dans [34] (voir aussi [41]). Koch et Tzvetkov ont récemment montré dans
[32] que le flot de I'équation de Benjamin-Ono n’est pas uniformément continu dans H?
pour les s positifs. Tous ces résultats sont obtenus en construisant des familles de solutions
exactes avec des estimations qui contredisent le caractere bien posé du probleme de Cauchy.

Pour obtenir dans [8] le résultat d’instabilité sur S? I’évolution de certaines harmoniques
sphériques, concentrées sur des géodésiques, a été étudiée comme suit.

Soit @, I’harmonique sphérique de poids principal, normalisée dans H*, obtenue par
restriction a la sphere du polynéme harmonique sur R3

Un(21, T2, 23) = n%_s(h + 1x,)".

On constate que, lorsque n tend vers I'infini, 1, se concentre sur le grand cercle % +x3 = 1.
Les normes IL” de ¥ s’estiment par la méthode de Laplace

[nlloo 2 m,
[¢hnll2 2 n ™2,
[l ~ n2 =,

Il & 7=,
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Les équivalents sont considérés quand n tend vers ’infini :
far g, = dc,C €RT, cqg, < f, < Cg,.

[ <g, = 3CeRY [, <Cg,.

On considere maintenant 1’équation de Schrodinger

10 + Ageu = |ul?u,
Ss) 4
( S) { un(()) = K/n¢n(£)7

ou K, est un nombre entre % et 1. Pour tout réel a, la rotation R, définie sur R?® par
Ro(x1, 29, 3) = (21 cos @ — xgsina, x1 sin o + a3 cos a, &'3)

vérifie la relation

P(Ra(w)) = €™ (x).
Alors, grace a l'unicité de la solution pour le méme probleme de Cauchy (Ss) avec donnée
initiale ¢t (x), on obtient Iidentité

u(t, Ro(z)) = €™ u(t, ).

En utilisant ce fait et un lemme algébrique sur les harmoniques sphériques, dans [8] on
montre que la solution u peut étre décomposée sur ¥, et sur {h,4;};>1, les harmoniques
sphériques d’ordre n + j vérifiant

hgj(Ra()) = €™ hnyj(2).

On va considérer ces harmoniques sphériques normalisées dans 2.
Soit w, ¥, la projection orthonormale de ¢, |*1, sur I’espace engendré par 1, et r,, le
reste de la projection

|¢n|2¢n = wnl/)n + 7.

Par les mémes arguments que précédemment, r,, s’exprime seulement en fonction des h,.4;.
On écrit la solution de (5) sous la forme

Un(t, ) = e RO (1 1 5(1)) b (2) + gu(t, 7)),

avec g, combinaison des A,y ;.

Pour s €], 1[, il est établi dans [8] que la norme H* de g,(t) est négligeable par rapport
a celle de 1, et que |Z,(t)| tend vers 0 quand n tend vers I'infini. Ces résultats impliquent
que la solution se comporte comme la donnée initiale 1, avec un coefficient oscillant de type
exponentiel. Sachant que w, tend vers l'infini, un bon choix de &, entraine un important
déphasage entre les solutions w, et donc le probleme de Cauchy pour 1’équation (Ss) est

mal posé dans H?(S?), au sens ou le flot n’est pas uniformément continu sur les bornés de

H°.
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Le but de la deuxieme partie de la these (§3) est de faire une analyse plus poussée de ces
solutions. On donne des équivalents pour |z,| et pour ||¢(t)||gs. En particulier ces résultats
montrent que méme dans le reste Z,1, + ¢,, la dynamique orthogonale a ¥, est faible.
On obtient aussi un ansatz plus précis pour ces solutions par rapport aux harmoniques
sphériques h,4 ;.

On va ignorer dans la suite les indices n des fonctions introduites précédemment. On
définit

aj =2nj+ 32 +j— k0, kg =& <l 0% gy >,

pi = \/(31@,]' +aj)(kij + o).

On considere 1'opérateur

A=—-A—-n(n+1)
et 'opérateur M défini sur I'espace engendré par les h,;; comme suit
M (hntj) = prihns ;.
Théoréme 3. (¢f Th. 3.1.1) Soit T' > 0. Pour tout s € [0, et t € [0,T], la solution de

(Ss) est
u(t, x) = ke OTITRID (G (1)(2) + g(t, 7)),

avec les estimation précises

SUPo<i<T HQ(t)HHé R nT,
|2(t) — 1] = tn™®.

(dans le deuxiéme équivalent, t est present pour inclure le cast =0 quand z(0) = 1)
De plus,
i) Pour s € [0, i[ le coefficient de ¢ est

4
4 3K —1
_zt—lg <ATirgr> _Ll_gs

Z(t)=¢ 1 + 0(n™27%),
ii) Pour s e]%, i[ on a l'ansatz plus précis

4
—it 25 <A~y

u(t, ) = re—itrlrH ) (e T

¢
>@/)(x) —i/ eiSMrds) + u(t, z),
0
avec 1
J(6) 1 < =32

La preuve est d’abord basée sur une exploitation des lois de conservation plus précise
que dans [8]. On obtient ainsi des majorations pour la norme L? de ¢, et pour |z — 1|. De
plus, en utilisant les estimées de Sogge sur les harmoniques sphériques ([49], [50])

limll, < Cmd ™% pour 2 < p <6,
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on déduit des majorations pour les normes L de ¢ meilleures que celles qu’on a par inter-
polation entre L? et H'. Ces majorations nous permettent aussi d’avoir des informations
sur les coefficients des harmoniques sphériques h,,1; dans la solution w. En utilisant dans
I’étude des équations de z et de ¢ toutes ces estimations et le calcul des équivalents de
certains produit scalaires d’harmoniques sphériques, on obtient la description de z. Il s’en-
suit alors que les majorations trouvées auparavant sont optimales. Enfin, 'ansatz précisé
dans i7) s’obtient en projetant I’équation (Ss) sur chaque mode, et en analysant le systeme
obtenu en tirant parti de la distance importante entre deux valeurs propres consécutives
du laplacien.
Remarques:
i) On va montrer que
3 -1 —4s
—— < ATrr>xn
14113

donc l'oscillation de la solution est plus forte quand s decroit vers zéro, c’est-a dire quand

?

I’amplitude de la donnée initiale croit plus rapidement.

ii) La partie linéaire qui vient de la non-linéarité cubique a une contribution essentielle
dans ’ansatz de la solution. Du fait de cette non-linéarité, 'opérateur M est défini en
termes de p; au lieu de a;, et la dynamique orthogonale a

¢
—1 / My ds
0

vérifie une équation dépendant de M

100 + Mv +ir =0,
v(0) = 0.

iii) Dans le cas s = i il n’est pas connu si le flot est ou non uniformément continu.

1.4 L’équation posée sur un domaine de R”

On considere ’équation de Schrodinger non-linéaire posée sur un domaine régulier
de R™, avec condition de Dirichlet

10+ Au + [ulP~tu = 0,
urxsn = 0,
u(0) = ug.

Remarquons d’abord que les conservations de la masse et de 1’énergie des solutions restent
vraies. Le probleme de Cauchy est localement bien posé dans H* NH () en dimension 2 et
3. En dimension 2, pour des non-linéarités au plus cubiques, Vladimirov [56] et Ogawa et
Ozawa [43] ont montré le caractere bien posé du probleme de Cauchy dans H} (£2), mais sans
condition d’uniforme continuité du flot sur les bornés de H(Q2). Pour des non-linéarités
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plus que cubiques en dimension 2, ou pour n’importe quelle puissance de p, en dimension
supérieure a 2, le probleme de Cauchy posé dans H () reste ouvert.

Pour I’équation avec puissance p < 1 + %, on montre comme sur R” I'existence globale
des solutions H(€2) (voir §1.1.4). Pour 1’équation avec puissance p > 1 + 2, posée sur un
domaine étoilé de R, Kavian a prouvé I’explosion en temps fini des solutions H? N H} ()
a énergie négative ou a énergie positive mais avec certaines conditions sur les dérivées du
viriel ([27]). Sa preuve reprend celle sur R” (voir §1.1.5), en estimant a I’aide de la condition
géométrique sur §) les termes de bord qui apparaissent dans la dérivée seconde du viriel.

A partir de maintenant on considere 1’équation cubique focalisante sur 2

10 + Au + |uf*u =0,
(Sa) urxon =0,
u(0) = uo.

Le probleme de Cauchy est donc localement bien posé dans H? NH (£2) et aussi dans Hg (),
mais sans condition d’uniforme continuité du flot. Les inégalités de Strichartz usuelles ne
sont pas vérifiées, et la perte de dérivées est encore plus forte que sur une variété compacte
([9]).

Comme dans le cas du plan entier, pour des données initiales de masse

llwollz < [|@Q2;

le probleme de Cauchy est globalement bien posé dans H? NH(Q). La preuve, due a Brézis
et Gallouét utilise des estimations de type logarithmique ([6]). Ce résultat a été étendu,
modulo 'uniforme continuité du flot, au cas de 1’espace naturel H () ([56],[43],[12]).

La masse critique pour ’explosion est ||Q]2, comme pour I’équation posée sur R* tout
entier. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Théoréme. (Burq-Gérard-Tzvetkov [9]) Soit Q un domaine régulier borné de R%. Soit
zg € Q et Y € C3° une fonction €gale a 1 autour de zo. Alors il existe k el ag nombres
positifs tels que pour tout a > «p, il existe un temps T, et une fonction r, définie sur

[0, T,[xQ vérifiant
Ira()llee @) < ce” ™=,

tel que

ult,x) = v(z)

em R 2 r — Xg

— ¢ T'2a(Ta—®) - v ro(t. x

AT, 1) (577 25) oo

soit solution de (Sq) de masse critique, explosant en xq au temps T, avec une vitesse ﬁ
La preuve, suivant une idée de Ogawa et Tsutsumi ([44]), est basée sur une méthode de

point fixe qui permet de compléter la localisation en xg de la solution explicite de I’équation

sur R% explosant en zg, & une solution explosive de 1’équation sur ). Le théoreme implique

donc I'existence des solutions explosives en tout point de . De plus, la preuve est valable
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sur le tore T? et sur une plus grande classe d’ensembles du plan, qui vérifient la propriété
de 2-prolongement, de H? N HY () a H*(R?), et pour lesquels le domaine du Laplacien

D(—Aq) = {u € Hy(Q), Au € L*(0Q)},

est H? N HS (). De tels ensembles sont par exemple les domaines avec frontiere compacte
lisse et les polygones convexes bornés ou non-bornés.

Comme dans le cas de R”, le lemme suivant, di a Weinstein, nous donne le comporte-
ment des solutions explosives de masse critique sur un domaine.

Lemme. (Weinstein [58]) Soit ux, € H'(R™) une suite de fonctions de masse critique véri-

fiant
{ Br = ||Vukl|lz — oo,
k— o0

E(ug) <o

Alors il existe des points xj, € R? et 0), € R tels que dans H'(R™)

eiek 1
5 o (G 4 on) 2 )

it w = [VQ]l.

Soit u une solution de (Sq) qui explose au temps fini 7', ¢’est-a-dire

[Vu(®ll2
IVQll: -7

On va considérer u étant prolongée par zero en dehors de 2. En combinant le lemme

A(t) =

précédent, appliqué a des familles u, = u(ty), pour des suites ¢ qui convergent vers T
avec le résultat de Kwong sur 1'unicité de 1’état fondamental ([33]), on obtient Iexistence
de nombres réels 6(t) et des points z(¢) € R? tels que dans H'(R?)

ci6(1) .
Wu (t, D) + T(t)) — Q(z), (1.1)

ou u est prolongée par zéro en dehors de ). Alors, dans I'espace des distributions,

ult, -+ 2()F — Q2 bo.

Dans la troisieme partie de la these (§4) on fait une analyse des solutions explosives sur
2, de masse critique. On obtient les résultats suivants.
Théoréme 4. (c¢f Th. 4.1.1) Soit u une solution C([0, T[,H}) de I’équation de Schridinger
(Sq), de masse critique et explosant au temps fini T.

i) Pour des domaines bornés, la vitesse d’explosion est minorée par

1
—— S IVu(®)]
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ii) S’il existe des solutions u explosant au temps T fini sur le bord de Q, c’est-a-dire
st le paramétre de concentration x(t) converge quand t—T vers un point du bord, alors la
vitesse d’explosion vérifie

Lm(7T — t)||Vu(t)]]2 = oo.
t—=T

La difficulté principale pour I’équation de Schrodinger posée sur un domaine est que la
conservation de la dérivée du moment de premier ordre et 'identité du viriel ne sont plus
vérifiées.

Pour surmonter cette difficulté, on va utiliser systématiquement dans la preuve du
théoreme une inégalité de type Cauchy-Schwarz. Plus précisément, on montre que si v est
une fonction de H*(R?), de masse critique ou sous-critique, alors

< <2E('v)/|v|2|V9|2d:c)%

pour toute fonction 4 réelle. Cette inégalité permet d’estimer le viriel, que I’on prend localisé

‘/ S(vVT )Vde

si © est non-borné (voir la remarque ci-dessous). La minoration de la vitesse d’explosion
obtenue est la méme que celle trouvée par Antonini sur le tore ([1]).

En suivant I'approche de Weinstein dans [59] et le résultat récent de Maris dans [37],
on analyse la convergence vers 1’état fondamental des modulations de la solution (1.1), et
on obtient, pour des domaines bornés, les informations supplémentaires suivantes.

Proposition 1. (¢f Prop. 4.1.1) i) La vitesse d’explosion vérifie

2 27 1
[ o)t =0~ =

u(t)]3

ii) Le paramétre de concentration x(t) peut étre choisi comme le moment du premier ordre

o [ u(dfrds
O=""om

Corrolaire. Si [’équation € et les donées de Cauchy sont considérées étre invariantes par
rotations, alors x(t) peut étre choisi 0, et de plus,

1
9~

Remarque. Pour des domaines non-bornés, si la solution se concentre en un seul point,
c’est-a-dire st x(t) converge quand t—T, alors la premiére affirmation du Théoréme 4 est
vraie, ainst que les affirmations de la Proposition 1, pour le viriel et le moment du premier
ordre localisés au point d’explosion.
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On ne connait aucun exemple de solution de ’équation de Schrodinger non-linéaire qui
explose avec une vitesse plus grande que ﬁ, ni dans le cas de masse sur-critique, ni dans
le cas d’une non-linéarité sur-critique.

On s’attend donc a ce que la vitesse croisse exactement comme ﬁ et que les profils
d’explosions soient les mémes que ceux sur R? modulo des fonctions exponentiellement
décroissantes dans H'.

Le fait que la vitesse d’explosion au bord croisse strictement plus vite que ﬁ étant peu
probable, on s’attend aussi a ne pas avoir des solutions de masse critique explosant sur le
bord d’un domaine. Le résultat suivant confirme cette conjecture pour certaines géométries
simples.

Théoreme 5. (¢f Th. 4.1.2) 5i Q est un demi-plan ou un secteur de plan, alors il n’existe
pas de solution de masse critique explosant en temps fini sur la frontiere du demi-plan ou
dans le coin du secteur respectivement.

1.5 Organisation des chapitres

Le chapitre §2 contient les premiers résultats de la these, qui font 'objet d’un article a
paraitre dans SIAM Journal of Mathematical Analysis. Ces résultats ont été présentés dans
la sous-section §1.2. Le contenu du chapitre suivant §3, qui va étre publié dans le Journal
de Mathématiques Pures et Appliquées, a été introduit dans la sous-section §1.3.2. Enfin,
le chapitre §4 contient les derniers résultats de la these, présentés dans la sous-section §1.4
de ce chapitre introductif.
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Chapitre 2

Dispersion and Strichartz inequalities
for Schrodinger equations with
singular coeflicients
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Abstract!. In this paper we prove the global dispersion and the Strichartz inequalities for
a class of one-dimensional Schrédinger equations with step function coefficients having a finite
number of discontinuities. The local and global dispersion and Strichartz inequalities are discussed
for certain Schrodinger equations with low regularity coefficients oscillating at infinity.
2000 Mathematics Subject Classification. 35J10, 35R05, 35B45, 35CXX
Keywords. Schrodinger equation, nonsmooth coeflicients, dispersion and Strichartz inequalities,
Bloch waves

2.1 Introduction

Strichartz estimates ([8],[14]) are an important tool for the understanding of nonlinear
evolution equations. In the study of the dispersive properties of the Schrodinger equation
with variable coefficients, the absence of the property of finite speed of propagation raises
more difficulties than in the case of the wave equation. A way to “replace” this property
is to impose a non-trapping condition on the trajectories. There are many results of well-
posedness and smoothing effect for Schrodinger operators with smooth coefficients which
are asymptotically flat and satisfy a non-trapping condition ([5],[6],[9],[10]). Staffilani and
Tataru ([13]) proved the Strichartz estimates under the same conditions, but for lower
regularity coefficients, only of C2-class. However, in order to have wellposedness for NLS,
the nontrapping condition can be dropped. In their recent paper ([2]), Burq, Gérard and
Tzvetkov have obtained Strichartz estimates with fractional loss of derivative for metrics
on R? with uniformity assumptions at infinity, without geometric conditions. These new
dispersive estimates imply local and global existence results for the Cauchy problem.

In this paper we study the dispersion property and the Strichartz inequalities for the
one-dimensional Schrodinger equation

(1 0y 4+ Oza(x)0:) u(t,z) = 0 for (t,z) € (0,00) x R,
() { w(0,2) = uo(z) € LA(R)

for certain rough coefficients a(x) without any geometric nontrapping condition.

In §2.2 we prove the global dispersion in the case of positive lamina coefficients, i.e. step
functions with a finite number of singularities. Let us note in this situation the existence
of trapped trajectories.

Theorem 2.1.1. Consider a partition of the real axis
— 0 =< 1 << < Ty <Ty =X

and a step function
a(z) =b;? for x € (z;_1,2;),

'to appear in SIAM Journal of Mathematical Analysis
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where b; are positive numbers.
The solution of the Schrodinger equation (S) satisfies the dispersion inequality

U 1
\/E OJ|LY(R)

[t ) lLoeqr) <
and the Strichartz inequalities

[ullee@ Lar)) < CalluollLae)
for every pair (p, q) verifying

1
p g 2

The proof consists of writing the solution using the resolvent of the operator —d,a(x)d,.
The resolvent is calculated and expressed in terms of series of exponentials. In order to
get the global dispersion, we discuss these series within the framework of the theory of

Wiener’s almost periodic functions.
We can also prove a similar result for the operator

1
10y + ——0za(x)0,,
i o)

where p(z) is a step function of the same type as a(z).
Moreover, if v(t, z) is the solution of the associated wave system

(02 — dra(z)dz) v(t,z) = 0 for z € R,
(0) v(0,z) = up(z) € L*(R),
0(0,2) =0,

the same method gives us the following estimate :

sup/ lo(t, z)|dt < CnH‘uoH]Ll(R).

The dispersion is not satisfied if the step function coefficients are periodic. In §2.3,
by using the Kronig-Penney model, we show that the local dispersion fails in the case of
2-valued periodic step-function coefficients.

Theorem 2.1.2. Let zg € (0,1) and let by, by be positive numbers satisfying bgxg = by (1 —
xg). Consider the I-periodic function

B by? for x € [0, zo),
a(e) = by? for x € [xo,1).

The local dispersion estimate fails for the Schrodinger equation (S).
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The proof is based on the representation of the solution by its Floquet decomposition.

The fact that the coefficient a is not very oscillating at infinity seems to be essential for
having the dispersion. Applying the method used by Avellaneda, Bardos and Rauch in [1],
we can construct counterexamples for the global dispersion and Strichartz’s inequalities in
the case of certain continuous coefficients oscillating at infinity.

Also, as Castro and Zuazua have recently shown in [4], even if the coefficients are flat
at infinity, but rough (C%?) and locally very oscillating, the local Strichartz inequalities
fail.

All these results suggest the conjecture that the one-dimensional Schrodinger equations
with strictly positive BV coefficients satisfy the dispersion property.

[ thank my advisor Patrick Gérard for having guided this work.

2.2 Laminar media

2.2.1 Representation of the resolvent of —0,a(x)0,

The operator —d,a(x)d,, defined from
{h € H'(R),ad,h € H'(R)}
to L*(R), is self-adjoint. For w > 0 let R, be its resolvent
R,g = (—0sa(x)d, + w*I)7'g.

In order to obtain the expression of the resolvent on the intervals where a is constant, the
second-order equations

1
(Bug)' = w’R,g—g

must be solved. Then, for « € (z;_1,z;), we have
Rug(z) = Coi1 €% 4 cpiem Wb 4 / @bieﬂ”b"h_yld'y.
o 2w

Since R,g belongs to L*(R) the coefficients ¢, and cy,_; are zero. The conditions of
continuity of R, g and of a d, R, g at the points z; give a system of 2n — 2 equations on the
¢;’s. The matrix D, of this system is

ewbll’l _ewbgl‘l _e—wbgl’l 0 0 0 0 0
bQGWblIl —bl GWb2I1 ble_‘”bﬁl 0 0 0 0 0
0 ewbg T2 e—wa T2 _ewbgﬂ’,’g _e—wbgl‘g 0 0 0
0 bgGWbeQ —63€_Wb2z2 —bQGWb3$2 bQG_WbeQO 0 0
0 0 0 0 0 Gan—ll'n—l e_an—ll'n—l _e_anxn—l

0 0 0 0 0 b, e¥bn—1En—1_p e=whn1Zn-1p . o=whnTn
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The right-hand side of the system is

with
foo gg_y)(_bie—wbi|zi—y| + bi+1e—wb¢+1|zi—y|)dy
L=\ o g0)e o+ . . ) .
f Mbi_}_lbi(—e_wh'l‘z_y' _I_ e_Wbt+1|zz_y|)SIgn($i — y)dy

—00 2w

Therefore we obtain the following lemma.

Lemma 2.2.1. The resolvent R,g(x) is on each interval (z;,x;11) a finite sum of terms :

) +wb;y 00 )
ng(aj) — Z Cewﬁ(x)/ g(y) € )dy_l_/ @bie—wbﬂx—ﬂdy’

finite I(ﬁi) 2w det Dn (w 2w

where B(x) are real functions depending of {x;,b;}, C is a constant depending of {b;} and
bounded by (maxb; )", and I(z;) is either (—oo,z;) or (x;,00).

Let D, be the same matrix as D,,, with the last two terms of the last column replaced

by

_Ganl'n—l

_bn_leanT-n—l .
The development of the determinants of D,, and D,, with respect to the last column gives
the following induction relations:

det D,, = e~“bn#n-1[(h, ; — b, )e"“bn-12n-1 det 5;_/1—
—(bp_y + by)e*tn-1on-1 det D,,_4],
det D\; = e“bn¥n-1[(b, | — b, )e¥ =181 det D, —
—(by_y + by)e~wbn-12n-1 det D,,_y].

Let us define for n > m > 2

det D,,
_ —2wbmzm m
Qmw) = e det D,
By denoting
bm—l - bm
dppy = ———,
! bm—l —I' bm

we have for n > 3

det D,,(w) = (by + ba)e 7™ T (bi + bigr )07 (1 — d;Qi(w)) (2.1)

1=2.n—1
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and for n = 2
det DQ(C&J) = (bl + bg)e_w(b2_bl)$l. (22)
Also, we obtain an induction formula on the @),,’s:

—2whm(Tm—Tm—1) _dm—l + Qm—l(w) )
I dys Qs (@)

Note that a Moebius transform on the unit disc occurs in this expression.

Qm(w) =e€

(2.3)

Let €, > 0 be such that for every complex w with
Rw > —¢,,
the estimate
@ule)] = 2720 <

holds and gives by induction
Q)] < 1.

Hence (det D, (w))™! is uniformly bounded and well defined in this region, which contains
the imaginary axis. Therefore, in view of Lemma 2.2.1, wR,u¢(z) can be analytically
continued and we can use the following spectral theory lemma.

Lemma 2.2.2. The solution of the Schrédinger equation (S) verifies

RO d
u(t,z) = / et TRZ'TUO(fC)—T.

00 T

2.2.2 The algebra of Wiener’s almost-periodic functions

Let us recall the structure of the Banach algebra of Wiener’s almost-periodic functions:

B= {h 'R C, A(t) =Y e(N)e™ with |[R]ls = Y |e(V)] < oo} .

AER AER

We will use the following classical theorem, which generalize Wiener’s theorem to
almost-periodic functions (see [7]).

Theorem 2.2.1. (Cameron [3], Pitt [12]) If h is an element of B and F is an analytic

function, regqular on the closure of the set of values of h, then F o h is also in B.

Clearly, det D,,(i7) is an element of the algebra B. In the previous subsection we have
proved that (det D, (w))™" is uniformly bounded and well defined in a region which contains
the imaginary axis. Therefore, by using Theorem 2.2.1, it follows that

(et D, (i7)