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Chapitre 1

INTRODUCTION.

La fonction factorielle apparait dans nombre de situations mathéma-
tiques.Citons les coefficients binémiaux, la formule de Stirling, la fonction
Gamma et la fonction exponentielle.Il est en effet presque impossible d’étu-
dier une question de combinatoire sans maitriser les factorielles.

Le but de ce TER est tout d’abord de faire le point sur les applications
arithmétiques de la fonction factorielle usuelle.On énonce plusieurs résultats
d’arithmétique ou la fonction factorielle joue un role central.Ensuite pour
étendre, entre autres, ces résultats d’arithmétique aux sous-ensembles de Z
et & des anneaux plus généraux que Z, on développe une théorie permettant
d’introduire des fonctions factorielles généralisées.

Ce TER se compose de deux parties : la premiére comporte une étude théo-
rique de la fonction factorielle et sa généralisation, la seconde est réservée
aux applications de la fonction factorielle généralisée.

Ces factorielles généralisées ont été introduites le plus souvent pour répondre
a des questions déja anciennes en théorie des nombres et en analyse complexe
mais sont aujourd’hui utilisées pour de nouvelles questions dont certaines at-
tendent encore des réponses en particulier les problémes de combinatoire.
Ce TER a été réalisé a partir d’un article publié par MANJUL BHARGAVA
dans "The mathematical association of America" en novembre 2000.

Nous nous sommes servis des pages 783 a 798.

Il est a noter que cet article comporte des erreurs auxquelles nous avons
remédié (pages 54, 56 et 59).



Premiére partie

THEORIE.



Chapitre 2

LA FONCTION
FACTORIELLE EN THEORIE
DES

NOMBRES.

Ce chapitre regroupe des résultats fondamentaux d’arithmétique dans
lesquels la fonction factorielle joue un réle prépondérant.

2.1 Factorielle et combinatoire.

L’exemple le plus connu des fonctions factorielles qui apparait en théorie
des nombres est probablement le résultat de divisibilité suivant :

Théoréme 1 Le produit de k entiers consécutifs est divisible par k!.

Bien qu’admettant un énoncé trivial, ce résultat est plus important en théorie
des nombres qu’il n’y parait au premier abord.
Nous pouvons restituer ce résultat comme suit :

Théoréme 2 Soient k,l € N
alors (k+1)! est un multiple de k! x II.

Le théoréme 2 est manifestement équivalent au théoréme 1, et de plus , sa
preuve est clairement combinatoire.

Preuve du théoréme 2 :

Soient k£, € N,

on a :
I+k\ (I + k)!
l T o Ux (k=1
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I+ E)!
I x k!

puisque < l—il_k ) eN
alors (ll!ilz)!! eN
donc V I,k € Z, I! x k! divise (I + k)!

2.2 Diviseur fixe de f sur Z

Il y a cependant d’autres résultats des fonctions factorielles en théorie
des nombres qui ne sont pas aussi triviaux.
Un exemple est di & Georges POLYA qui décrit, en 1915, la relation proche
entre les fonctions factorielles et les ensembles possibles de valeurs prises par
un polynoéme.

Définition 1 Soit f un polyndéme a coefficients entiers
alors d(Z, f)= pgcd (f(a) : a € Z)
d(Z, f) est appelé le diviseur fize de f sur Z.

Par exemple, considérons le polynéme f(z) = 2° +

* 81 x est pair,

f(z) est la somme de 2 nombres pairs

donc f(x) est pair.

* 81 x est impair,

f(x) =z x (2* — 1) est le produit d’'un nombre pair par un nombre impair
donc f(x) est encore pair.

Il s’ensuit que d(Z, f) est multiple de deux.

D’autre part, f(1) =2

dou d(Z, f) = 2.

« Quelles sont les valeurs possibles de d(Z, f)?

Prenons g(z) = 1000z° + 1000z (ie g(x) = 1000f(z))

alors d(Z, g) = 2000

c’est a dire que si nous multiplions un polynéme f par k € Z alors d(Z, f)
est aussi multiplié par k.

Il suffit donc de trouver d(Z, f) pour les polynémes primitifs c’est a dire
f(z) =ap+ a1z + ... + apa™ tel que pged(ag, ..., an) = 1.

Dans ce cas, notre question a la réponse suivante :

Théoréme 3 Soit f un polyndme primitif de dégré k,
alors d(Z, f) divise k!.



Remarque 1 Non seulement k! est une borne supérieure pour le diviseur
fize des polynomes de degré k sur Z, mais k! en fait peut étre atteint pour
un polynome primitif f,

c’est a dire d(Z, f) = k! pour un polynéme primitif de degré k.

Preuve de la remarque 1 :

Soit P(z) =2 X (. — 1) X cccuee X (x—(k—1))
alors P(z) est le produit de k nombres consécutifs
donc P(z) est multiple de k! (d’aprés le théoréme 1).
D’autre part,

Pk) = kx(k—1)X .. x 1
= k!

d'ott d(Z, P) = k!

Preuve du théoréme 3 :

Soit P(X) = ag + a1 X + ... + a; X*, un polynéme primitif de degré k

donc tel que pged(ag, ..., a) = 1.

Exprimons P(X) dans la base (1, X, X(X — 1), X(X — 1)(X —2),...)
P(X) devient :
PX)=c+aX+coXX-1)+...+X(X—-1)..(X—(k—1)) polynéme
primitif de degré k.

Calculons les premiers termes afin d’écrire P(X) sous forme de matrice :

P(O) = C

P(1)=cy+c1

P(2) = co + 2c1 + 2¢2 = co + 2¢1 + 2lea

P(3) = ¢ + 3c1 + 6cg 4 6e3 = o + 3e1 + 6cg + 3les

P(4) = co + 4c1 + 12¢9 + 24cs3 4 24cq = co + 4y + 12¢9 + 24¢3 + 4ley

P(5) = ¢o + 5c1 + 20¢g + 60cs + 120c4 + 120c5 = ¢o + 5c1 + 20co + 60cs +
120¢c4 + bles

1 0 e 0

1 1! 0 R 0

1 2 9 0 U 0

1 3 6 3! 0 ... 0
donc | 1 4 12 24 40 - 0 | X

15 20 60 120 5 0 0

1 k k(k—1) k(k—1)(k—2) -+ -ovvn k!

€o
1
C2
c3
C4
Cs5
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soit M (k) x C(k) = Q(k)

avec dét M (k) =k! x (k—1)! x (k—=2)! x ...... x 110
donc on peut inverser M (k)

et on obtient : C'(k) = M(k)~! x Q(k)

en multipliant par k! on obtient :

k!xC(k) = k! x M(k)~! x Q(k)

De plus, on sait que : pged (¢, 1, ...... ,cx) =pged(C(k)) =1
donc pged (k! x C(k)) = k!

donc pged (k! x M (k)= x Q(k)) = k!

or k! x M (k)™ = gt X (comM (k))!

soit k!x M (k)™ = Gpyp—sqr ¥

donc k! x M (k)~! n’est pas multiple de k,k — 1, ...... , 2
donc pged (Q(k)) = k!
donc d(Z, P) divise k!.

2.3 Produit des différences deux & deux.

Théoréme 4 Soient ag,aq,...,an € Z

alors
II (ai-a
0<i<j<n
est un multiple de 1! x ......... x nl.
Remarque 2 La constante 1! x ......... x n! ne peut étre améliorée.




Preuve de la remarque 2 :

SiCL():O,
a1:1,
a2:2,
ap =N

on trouve facilement que :

I (@-a) = xm—1)x..x1]x[n-1)xn-2)x....x1]x

0<i<j<n
= nlx(n-1)x... x 20 x 1!

* Sl existe a; = a; alors [[p<;j<,(a; —a;) = 0 et est donc multiple de

... x nl.

x Sinon, on peut supposer ag = 0

puisque si a; = o — ag alors a; — a; = a; — o avec ag = 0
d’out

H (a; —aj) = H(aj)x H (a; —a;) ou a;<a; et ay #0.

0<i<j<n 1<j<n 1<i<j<n

Supposons [[;<;j<,(a;i — a;) est un multiple de 1! x .........

Il nous reste & montrer la divisibilité par n!.

Véracité du théoréme 4 dans le cas n=2 :
Pourn=2,on a:

Il @-a) = ] (@) x J] (ai-a

0<i<j<2 1<5<2 1<i<5<2
= a1 Xag X (al—ag)

Montrons que a1 X az X (a1 — az2) est multiple de 2!.
Deux cas se présentent :

* soit il y a au moins un pair parmi aj, as,

 soit la différence (a1 — ag) est pair.

dans les deux cas, a1 X ag X (a1 — ag) est pair

donc a; x ag X (a1 — ag) est multiple de 2!.

donc [Jg<;j<o(ai — a;) est multiple de 1! x 2!
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Véracité du théoréme 4 dans le cas n=3 :
Pour n =3, on a :

I @-a) = J[@x ] (ai-a)

0<i<y<3 1<5<3 1<i<j<3
= a1 X a2 Xaz X (al—ag) X (al—ag) X (ag—ag)

Montrons que a1 X az X ag x (a1 — az) X (a1 — ag) X (a2 — a3) est multiple
de 3!.

Deux cas se présentent :

* il n’ y a aucune équivalence mod 3 parmi aj, as, as

alors I'un d’entre eux est multiple de 3,

* il y a une équivalence mod 3 parmi ai, as, as

alors il existe une différence qui est multiple de 3.

et dans les deux cas :

— soit un nombre pair figure parmi ap, as, as

alors

H(aj)x H (a; —a;) = Kx2x3x(1!x2)
1<5<3 1<i<j<3
= Kx1l'x2!'x3!

— soit il y a 3 nombres impairs
alors

I (@) x J[ (@i-a;) = Kx3x2>x(1x2)

1<5<3 1<i<y<3
= K'x1!'x2!x3!

done []g<;j<3(a; — a;) est multiple de 1! x 2! x 3.
[

La généralisation a n quelconque sera aisée grace aux fonctions factorielles
généralisées.

2.4 Nombre de fonctions polynomiales.

Autre exemple de fonctions factorielles en combinatoire.

Rappelons nous que, pour tout n premier, toute fonction de Z/nZ vers Z/nZ
peut étre représentée par un polynéme.Ceci parce que, quand n est premier,
Z/nZ est un corps ce qui implique que tout élément non nul a un inverse,
ce qui est indispensable dans l'interpolation polyndémiale de Lagrange qui
nécéssite de diviser.Mais, si n n’est pas premier, Z/nZ n’ est pas un corps
et toute fonction de Z/nZ vers Z/nZ n’a pas forcément une représentation
polynoémiale.

11



Théoréme 5 (INTERPOLATION POLYNOMIALE DE LAGRANGE)
Soient des réels distincts : xg < 21 < ...... < Tnp,

sotent a; € R et 0 <1< n,

alors il existe un polynoéme de degré < n tel que P(x;) = «;

P=3%",o;L; ot les L; sont des polynomes satisfaisant :

1 sii=j
Li(x]‘):{ 0 sii#j
et
Xr — T,
Li(x) = —
j=0,4#i "

Pour f € C"([a,b]) on note Ly le polynome de degré < n tel que
P(x;) = Ly(x;) = f(x;)) =0 on0<i<n

Combien de fonctions de Z/nZ vers Z/nZ sont représentables par un poly-
néme ?

La formule qui donne le nombre de telles applications polynémiales fut dé-
couverte par KEMPNER en 1920 :

Théoréme 6 Le nombre de fonctions polynémiales de 7Z/nZ wvers Z/nZ
(équivalent au nombre de fonctions polyndmiales de Z vers Z./nZ) est donné
par :

n—1
H n
Py pgcd(n, k!)

En particulier, quand n est premier, ce théoréme 6 nous dit qu’il y a n"
fonctions polynomiales d’oi, dans ce cas, toute fonction de Z/nZ vers Z/nZ
est polynémiale comme on pouvait s’y attendre.

Véracité du théoréme 6 dans les cas n=2 et n=3 :

On vient de voir que quand n est premier le nombre de fonctions polyno-
miales de Z/nZ vers Z/nZ est n™,

xPour n = 2 — 4 fonctions polynémiales :

P(z) =0,

P(z) =1,

P(z) =z,

P(z)=1+=x.

*Pour n = 3 — 3% = 27 fonctions polyndémiales :
P(x) =0,

P(z) =1,

P(z) =2,

12



P(z) = 222 + 2z + 2.

Véracité du théoréme 6 dans le cas n=4 :

Dans ce cas, on peut remarquer les égalités des polynémes :
% 222 = 2

en effet

r=0—-2x0>=2x0

r=1-2x12=2x1

r=2—-2x22=2x4=8=4 (mod4)et2x2=4

% 20 = 2x
en effet
23 = 2’ xux
= 2z Xz
= 22
= 2

et par les mémes raisonnements on a :
% 322 = 22 4 2z

% 323 = 23 4 2

d’ou % = 64 fonctions polynoémiales
ce qui correspond bien & :

=
NI
DO

Rl =e

Comme pour le théoréme 4, ce théoréme peut étre prouvé pour tout n grace
aux fonctions factorielles généralisées.

13



Chapitre 3

ET SI Z ETAIT REMPLACE
PAR UN SOUS-ENSEMBLE
DE Z7?

3.1 Introduction.

En résumé nous avons 4 résultats de la théorie des nombres dans lesquels
la fonction factorielle joue un réle prépondérant.Mais tous ces résultats im-
pliquant les fonctions factorielles sont largement dépendants du fait que nous
travaillons dans Z.
En effet :
— au théoréme 3 nous prenons le pged(f(a) : a € Z).
— au théoréme 4 nous choisissons (n + 1) entiers appartenant a Z.
— au théoréme 6 nous prenons les fonctions polynémiales de Z vers Z/nZ.
Que se passerait-il si on changeait Z par un autre ensemble 7
Par exemple par un sous-ensemble S de Z 7
Ou par quelconque autre anneau ?
Ou par un sous-ensemble de quelconque autre anneau ?
Y a t’il d’autres fonctions (généralisations de la fonction factorielle) ot nous
pouvons changer chacun de ces n! de sorte que les théorémes 2, 3, 5 et 6
restent vrais?
Cela nous renvoie a l'existence d’ une fonction factorielle généralisée
pour un sous-ensemble S donné de Z qui laisserait vrais les théorémes 2, 3,
5 et 6.
En fait, ces théorémes restent vrais également pour un sous-ensemble d’ un
anneau de DEDEKIND grace a cette fonction factorielle généralisée.

Définition 2 Un anneau de Dedekind est un anneau Noetherien, localement
principal, dans lequel tout nombre premier différent de zéro est maximal.

14



Comment construire cette fonction factorielle généralisée ?
Pour cela, nous avons besoin de la théorie du p-ordre.

3.2 Un jeu appelé p-ordre.

Soit S un sous-ensemble de Z.
Soit p premier.
Un p-ordre de S est une suite {az}zigo d’ éléments de S obtenue comme suit :
* choisir ag € S
 choisir a; € S qui minimise la plus grande puissance de p divisant (a1 —ag)
* choisir ag € S qui minimise la plus grande puissance de p divisant (ay —
ao) X (CLQ — al)

et en général a la k'€ étape :
* choisir a; € S qui minimise la plus grande puissance de p divisant (aj; —
ao) X (ak — al) X oo X (ak — ak_l).

Notons qu’un p-ordre de S n’est certainement pas unique, en effet ag est
choisi arbitrairement et & chaque étape suivante il y a plusieurs possibilités
pour les éléments qui atteignent le minimum désiré, et nous devons choisir
I'une d’entre elles & chaque étape.Au total, & chaque fois que 1’on choisit un
ay, cela influe sur les choix suivants.

Lorsqu’un tel p-ordre {al}igo a été construit, on obtient une suite corres-
pondante croissante {vg(.S, p)}’,zigo de puissances de p, ot le k'™ élément
{vr(S,p)} est la puissance de p ayant minimisé & la k%™ étape le processus
du p-ordre.

Plus précisément, notons wy(a) la plus grande puissance de p divisant a.

Exemple 1 w3(18) =9

en effet
18 = 2x3x3
2 x 32

donc

w3(18) = 32

=9
.
On obtient alors
vE(S, p) = wpl(ag — ap) X (ar — ar) X ......... X (ag — ak—1)]

15



Nous appellerons cette suite {vi(S,p)} la p-suite associée a S correspondant
au choix du p-ordre {a;}'=0° de S.

Deux exemples détaillés de p-ordre sont donnés dans Z au paragraphe 3.3
puis aprés 1’énoncé du théoréme 10 au paragraphe 4.3.

Maintenant, il semble que, puisque il y a plusieurs choix pour construire le
p-ordre et puisque chaque choix influe sur les choix futurs, la p-suite associée
est dépendante de ces choix.

En réalité :

Théoréme 7 La p-suite associée de S est indépendante du choix du p-ordre.

Donc la p-suite associée dépend seulement de S, et nous pouvons parler de
p-suite sans pour autant faire référence a un p-ordre particulier.

Le théoréme 7 n’est pas évident & priori cependant aprés avoir démontré
d’autres théorémes il le deviendra.

C’est pourquoi nous le démontrerons ultérieurement.

3.3 P-ordre dans Z.

Proposons un exemple simple de p-ordre lorsque S = Z.

Proposition 1 L’ordonnancement naturel 0,1,2, ...... des entiers naturels
forme un p-ordre de Z pour tout p premier.

Preuve de la proposition 1 :

La preuve se fait par récurrence.

Supposons que 0,1, 2, ...... , k—1 est un p-ordre jusqu’ala (k—1) étape,(en
effet le choix de 0 n’est pas considéré comme une étape, la premiére étape
est le choix de 1) alors & la k%™ étape nous devons choisir a; qui minimise
la plus grande puissance de p divisant :

ieme

(ar — 0) x (ar — 1) X (@ —2) X woeerre x(ap—(k—1))  (3.1)

Cependant notons que (3.1) est le produit de k entiers consécutifs par consé-
quent il doit étre multiple de k!(d’apreés le théoréme 2).
Mais k! peut en fait étre complété par le choix de a = k, d’ou (3.1) devient :

Ex(k—1)x (k—2) X .ueeee. x (k—(k—1))

Cette valeur de aj minimise manifestement la plus grande puissance de p
divisant (3.1) pour tout p premier(car k! est le plus petit multiple de k!).
Donc & la k™€ étape nous choisissons ar = k et la proposition 1 en est
déduite par récurrence.

16



Maintenant puisque tout p-ordre donne la méme p-suite associée (d’aprés le
théoréme 7 que nous démontrerons par la suite) nous pouvons calculer la
p-suite associée vg (S, p) de Z.

Nous avons

vp(S,p) = wpl(ar —ao) X (ap —ar) X ......... X (ag — ag—1)]
= wp[(k—0)x (k—1) X ......... x (k—(k—1))]
= wplkx (k—1) x ... x 1]
= wplk!]

En fait, si nous prenons I'expression wy(k!) et nous la multiplions par tous
les p premiers alors nous obtenons exactement k!.

Exemple 2 k! =720
Montrons que [ ], wp(720!) = 720.

on sait que
720 = 1x2%x3x4x5x%x6
= 1x2x3x22x5x%x2x3
= 1x2*x3%x5
donc
wy(720) = 24
= 16
w3(720) = 3
ws(720) =
donc

[[ws(20) = 16x9x5
p

= 720

D’ou on obtient la définition de la fonction factorielle suivante :

Définition 3
k! = H Vg (Za p)

p, p premier

17



Mais plus généralement nous avons la définition suivante :

Définition 4

klg = H vi(S, p)

p, p premier

k's est appelée fonction factorielle généralisée.

Proposition 2
klz = k!

Preuve de la proposition 2 :

La preuve sera faite au chapitre 8 a l'aide du lemme 4 énoncé dans ce méme
chapitre.

18



Chapitre 4

QUELQUES THEOREMES
REVISITES.

Dans ce qui suit nous allons étendre les théorémes 2, 3, 4 et 6 & un
ensemble S C Z.

4.1 Enoncé de ’extension du théoréme 2.

Etendons d’abord le théoréme 2.

Théoréme 8 Soient k,l € N
alors (k+1)!s est un multiple de kls x llg

Ce qui implique, en particulier, que nous pouvons associer un ensemble ca-
nonique de coefficients bindmiaux & chaque ensemble S C Z par

n o TL!S
k)g  klgx(n—Fk)ls

Ces coefficients du binéme généralisés ont des propriétés trés intéréssantes.
Le théoréme 8 n’est pas aussi évident que le résultat qu'’il généralise (théo-
réme 2), en effet, comme pour le théoréme 7, en essayant de prouver ce
résultat directement & partir des définitions on reléve un défi en exercices
de combinatoire! Nous démontrerons ce théoréme dans le prochain chapitre
grace & d’autres théorémes.

4.2 Emnoncé de 'extension du théoréme 3.
Le théoréme 3 concernait le pged d(Z, f) des valeurs prises par un poly-
nome primitf f sur Z, plus généralement :

Définition 5 Soiut f un polynéme a coefficients entiers

alors d(S, f)= pgcd (f(a) : a € S)
d(S, f) est appelé le diviseur fize de f sur S.
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Nous pouvons nous poser la méme question qu’au paragraphe 2.2 a sa-
VOIr :
* Quelles sont les valeurs possibles de d(S, f) pour un polynéme primitif f?

Théoréme 9 Soit f un polynome primitif de dégré k,
alors d(S, f) divise klg.

Remarque 3 Comme au théoreme 3, kls peut étre atteint.

Donc le théoréme 9 étend le résultat de POLYA a un ensemble plus général.

4.3 Enoncé de ’extension du théoréme 4.

Supposons que nous ayons choisi nos (n+ 1) entiers non pas dans Z mais
dans S.
Que peut-on alors dire du produit de leurs différences deux a deux?

Théoréme 10 Soient ag, a1, ...,a, € S

alors
H ((IZ' - aj)
0<i<j<n
est un multiple de 1lg X ......... x nlg.
Remarque 4 Comme au théoréme 4 la constante 1g! X ......... X nlg ne peut

étre améliorée.

Prenons un exemple simple :

Exemple 3 Supposons que S est ’ensemble des nombres premiers de Z.
En utilisant Ualgorithme du p-ordre, il est facile de trouver les 5 premiers
factoriels de S.

En effet :

V p premier,

x choisissons ag =1 € S .

x a1 € S-{1} doit minimiser la plus grande puissance de p divisant (a1 — 1),
or

2-1 =

on peut donc choisir a; = 2.

x ag € S-{1,2} doit minimiser la plus grande puissance de p divisant (ay —
1) X (ag — 2),

20



or¥V z € S-{1,2}, (r—1) x (x—2) est multiple de de 2! (d’aprés le théoreme
2)
et

B-1)x(3-2)=2

on peut donc choisir as = 3.

Soit p = 2.

x a3 € S-{1,2,3} doit minimiser la plus grande puissance de p divisant
(a3 — 1) X ((13 —2) X ((13 —3),

orV z € S-{1,2,3}, (x — 1) x (v — 2) x (z — 3) est multiple de 23

en effet,

. x étant premier (donc impair), (x — 2) ne sera jamais pair

. st (xz — 1) est multiple de 2 alors

(x — 3) est multiple de 4 = (x — 1) x (x —2) x (z — 3) est multiple de 23
. st (x — 1) est multiple de 4 alors

(x — 3) est multiple de 2 = (x — 1) x (x —2) x (z — 3) est multiple de 23
et

G-1)(5-2)(5-3) = 4x3x2
= 22x3

on peut donc choisir ag = 5.

x ay € S-{1,2,3,5} doit minimiser la plus grande puissance de p divisant
(CL4—1) X (CL4—2) X (a4—3) X (a4—5),

orV x € 5-{1,2,3,5}, (x—1) x (x—2) x (x—3) x (x—5) est multiple de 24
en effet,

. x étant premier (donc impair), (x — 2) ne sera jamais pair

. st (x — 1) est multiple de 2 alors

(z — 3) est multiple de 4 et (x —5) est multiple de 2 = (x — 1) x (z — 2) X
(x —3) x (z — 5) est multiple de 2*

. st (z — 1) est multiple de 4 alors

(x — 3) est multiple de 2 et (x — 5) est multiple de 4 = (x — 1) x (x —2) x
(v —3) x (z —5) est multiple de 2°

et

(T—1)x(7T—=2)x(7T=3)x(7T=5) = 6x5x4x2
= 29 x3x5

on peut donc choisir ay = 7.
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Soit p = 3.

x az € S-{1,2,3} doit minimiser la plus grande puissance de p divisant
(a3 — 1) X (ag *2) X (ag *3),

orV x € S-{1,2,3}, (x — 1) X (z — 2) x (x — 3) est multiple de 3! = 3 x 2
(d’aprés le théoréme 2)

doneV x € S-{1,2,3}, (z — 1) x (x — 2) x (x — 3) est multiple de 3

et

5-1)xb-2)x(h—-3) = 4x3x2
3 x 23
on peut donc choisir ag = 5.
x ay € S-{1,2,3,5} doit minimiser la plus grande puissance de p divisant
(CL4—1) X (CL4—2) X (a4—3) X (a4—5),

orVx € S5-{1,2,3,5}, (x — 1) x (x — 2) x (z — 3) est multiple de 3
et

(T—1)x(7T—2)x(7T=3)x(7T=5) = 6x5x4x2
3x 24 x5

on peut donc choisir ag = 7.

Si p est supérieur ou égal a 5, les premiers éléments du p-ordre peuvent
étre choisis égaux a :

1235X ou X =4 (mod p) (d’aprés DIRICHLET un tel X existe)

et
(X —1) x (X —2) x (X —3) x (X —5) non divisble par p.
donc
wp[(X —1) x (X —=2) x (X =3) x (X =5)] = p°
=1

On obtient alors pour

*p:2 aozl,a1:2,a2:3,a3:5,a4:7.

xp=3 ap=1, a1 =2, aa =3, a3 =>5, a4 =1T.

xp>3 ar=1,a1=2, a2=3, a3 =5, ay=X =4 (mod p).

Ce qui nous permet de calculer les 5 premiers factoriels de S sachant que

k!S = H Uk(Sa p)
p, p premier
= H wpl(ar — ag) X (ap —ap —1) X oo X (ap — ap_1]

p, p premier
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donc

Olg =1
llg=1
ANg =2
3lg =24 car
wa(5—1) x (5—2) x (5—3)] =2°
w3[(5—1) x (5—2) x (5—3) =3
et
wy[(X —1) x (X —=2) x (X =3)]=p" oup>3
4lg = 48 car
wy[(7T—1) x (7T—2) x (7—3) x (7T—5)] =21
w3[(7—1) x (7T—2) x (7T=3) x (T—5) =3
et

wy[(X — 1) x (X —2) x (X =3)x (X =5)]=p" oup>3

Par conséquent, si ag, ai,......... ,aq sont ces & premiers nombres, alors le
théoreme 10 dit que le produit de leurs différences deux a deux est un multiple
de 1 X1 x2x24x48 = 2304 alors que le théoréme 4 nous dit seulement que
c’est un multiple de 1 x 1 x 2 x 6 x 24 = 288.

4.4 Enoncé de ’extension du théoréme 6.

Finalement considérons ’analogue du résultat de KEMPNER, le théo-
réme 6.
Comme auparavant, quand n est premier chaque fonction d’'un ensemble S
de Z/nZ vers Z/nZ peut étre représentée par un polyndme, quand n n’est
pas premier cela n’est pas forcément le cas.
Combien de fonctions de S vers Z/nZ sont polynomiales ?

Théoréme 11 Le nombre de fonctions polynémiales de S wvers Z/nZ est
donné par :

n—1
H n
i Pacd(n, kls)
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Chapitre 5

PREUVES DES
THEOREMES.

La simplicité des preuves des théorémes 7, 8, 9, 10 et 11 est diie aux
observations suivantes :
Souvent, quand on écrit un polynéme il est plus facile d’utiliser la base fac-
torielle descendante :

2™ =z x (z—1)X e X(x—(m-=1)) oun>1

et
20 =1

plutot que la base usuelle : {2, n > 0}.

En effet, beaucoup de calculs de différences sont basés sur d’importantes
propriétés de ces polyndémes 2,

Cela nous améne a une définition analogue pour S.

Définition 6 Soit {a;}/=0° un p-ordre de S

alors
2Msr = (. —ag) X (x —a1) X .oo..... X (x—ap—1) oun>1
et
20sp —q
Notons que, dans le cas, ot S = Z avec le p-ordre 0, 1, 2, ......... ,m—1, .

ces polyndémes coincident avec la définition usuelle de la base factorielle des-
cendante dans Z,

en effet,
ag = 0
a; =1
ag = 2
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a™Mir =z x (2 —1) X ooen... X(x—(n—-1)) oun>1

et

Les factorielles descendantes généralisées peuvent étre utilisées pour déve-
lopper un calcul de différences dans S.

Bien que nous n’ayons pas besoin ici de tous les détails de cette théorie le
résultat suivant doit étre mentionné.

Lemme 1 Soit un polynoéme f sur N écrit sous la forme :
k
flz) = co+ Zci x xWsp
i=1
k
= co—l—Zcix(az—ao)x(x—al)x ......... X (x —a;j—1) (5.1)
i=1

alors f=0 (modp?) < VO0<i<k ¢xaWss=0 (mod pe).

Preuve du lemme 1 :

(<)
Si A
VO<i<k ¢ xaWsr=0 (mod p°)

alors

k

co—i—Zch(:r—ao)x(x—al)x ......... X (z—aji—1) =0 (mod p°)

i=1

alors
f=0 (mod p%)
[ ]

=)

Supposons que f =0 (mod p®)

Raisonnons par ’absurde.

Supposons que certains termes ¢; X z®s» ne s’annulent pas mod p°€.

Alors soit j le plus petit indice (positif ou nul) tel que ¢; x 29s» ne s’annule
pas.

25



Posons = a; dans (5.1)

alors
k
f((lj) = ¢p+ ZCZ' X (aj — ao) X (aj - al) X otveeennen X (aj — ai_l)
i=1
: )
i=1
Nous obtenons que tous les termes de [Zf> j ciay)s ] s’annulent.

Exemple :j =2

flag) = co+c1(ag — ag) + ca(ag — ag) X (ag —ay) + cz(ag — a,) X (az —ay) %
(CLQ — ag) + 04(0,2 — ao)(a2 — CL1) X (a2 — CLQ) X (ag — a3) +C5eennnnnn.

soit f(az) = co + c1 X (a2 — ag) + c2 X (az — ag) x (a2 — ay).

Tandis que la minimalité de j garantit que les termes 0 < 7 < j s’annulent
mod p°.

Il s’ensuit que ¢; x agj)s”’ s’annule aussi mod p°.
Donc on a :

Aaj =c; X (aj — ao) X (aj — al) X o X (aj — al-,l) =0 (mod pe)
Montrons que ¢; X (x—ag) X (x—a1) X......... X(x—a;—1) =0 (mod p®) V€
S.

On a a; € S qui minimise la plus grande puissance de p divisant Aa;
(définition d’un p-ordre et {a;} est un p-ordre).

51l existait z; € S tel que Az; = ¢j x (z; —ag) X (xj —a1) X ......... X (xj —
ai-1) #0 (mod p°)

alors Az; ne serait pas multiple de p°

et on a supposé que Aa; est multiple de p®

ce qui implique que ce ne serait pas a; qui minimiserait la plus grande puis-
sance de p divisant Aa;

il y a donc une contradiction.

Donc
Axje S tel que c¢;x(xj—ag)X(xj—a1)X......... X(xj—ai—1) #0 (mod p°)
donc
VezeS c¢jx(x—ag) x(x—ar) X ... X (x —aj—1) =0 (mod p°)
donc ,
VzesS ¢ x xéj)s’p =0 (mod p°)
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contradiction avec '
¢j X 2Wsr £0  (mod p°)

donc .
VO0<i:<k ¢x zWsp =0 (mod p°).

Nous pouvons désormais prouver les théorémes 8 a 11, dans l'ordre suivant.

5.1 Preuve du théoréme 9.

Preuve du théoréme 9 : Soit p un entier premier fixé.
On choisit un p-ordre {a;} € S.
Ecrivons f sous la forme :

k
flx) = co+ Zci x (s
i=1
= co+c1 X (x—ag)+ .. + o X [(x —ag) X oo X (z — ag—1)]

Comme f est un polynéme primitif, il y a un choix de j (0 < j < k) tel que
¢j ne soit pas multiple de p.

En effet, si ¢; était multiple de p alors pged(co, c1, -........ , Ck) serait supérieur
ou égal & p et donc f ne serait pas primitif.

Maintenant, par définition, f s’annule V z € S mod wp[d(S, f]

car

wp[d(S, f)] = la plus grande puissance de p divisant (pged(f(a) : a € 5)
donc
VzeS f(x) estmultiple de d(S,f)=p*x¢® xr’ x ...

donc
VaxeS f(x) est multiple de wpyld(S, f)] = p“

donc
VzeS f(x) slannule (mod wpyld(S, f)]).

Par le lemme 1,
VeelS ¢ x 29se gannule  (mod wpld(S, f)]).
De plus, puisque c; est premier avec p, il s’ensuit que

Vzes zWs» gannule (mod wp[d(S, £)])-
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En particulier, posons x = a;

alors '
a5 =0 (mod wy[d(S, f)])
donc .
wpld(S, )] divise al5"
donc .
wpld(S, £)] divise wyla>7]
ou
wp[ag-j)s’p] = wpl(a; —ag) X (aj —ar) X ......... X (aj —aj—1)]
- Uj(Sap)
= wy[[Ji(S.p)]
P
= wpljls]

donc, en particulier,

wpld(S, f)] divise wy[jls].
d’ou

wp[d(S, f)] divise wylk!s]

puisque jlg divise klg (ceci car j est un sous multiple de k).
En multipliant, pour chaque terme p premier, on obtient que d(S, f) divise
k!s comme souhaité,

puisque
[Twldts.r) = TI»"
p p
= p*x ¢’ X1 X .
et
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Maintenant, on veut montrer que kls (et chacun de ses facteurs) peut
réellement étre atteint.
Pour cela, nous construisons des polynémes factoriels globalement descen-
dants By, ; définis comme suit :

B s(z) = (x —aogk) X (£ — a1 k) X e X (z — ap—1%)

ol {az};igo est une suite de Z, qui pour chaque nombre premier p divisant
klg, est terme & terme congruente mod v (.S, p) & un p-ordre de S.
Alors,

ks = J]v(S.p)
= [ wel(ar — aor) x (ak = ax) X coovveen. X (ag — ap_14)]
p
= Hpa

car aj minimise la plus grande puissance de p divisant (ax — agx) X (ar —

al,k) X o X (ak — ak,Lk)
donc
Klg = p*x¢®xr' x ...
= pgcd(Bys(a) :a € 5)
= d(S,Byys)

De plus, V r divisant klg on a :

d(S,Bis+1) = pgcd(Bys(x)+1r:x€Z)
= pgcd((z —apr) X (x — a1 g) X oo X (z—ap_1k)+r:z€L)
= pgcd(r, By s(x) : x € Z)

or

pged(Bys(x) : v € Z) = klg

donc
d(57 Bk’,s + T) = ngd(T, k'S)

et comme 7 divise k!g
alors
VaeeZ r divise By(z)

on obtient :
d(S,Bys+r1)=r.

Donc chaque facteur de klg peut étre obtenu comme un diviseur fixe d’un
certain polyndéme primitif f.
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[
Le théoréme 9 s’avére étre un outil trés puissant dans la compréhension des
factorielles généralisées.
Par exemple, il peut étre utilisé pour donner une preuve du théoréme 8.

5.2 Preuve du théoréme 8.

Preuve du théoréme 8 :

Par le théoréme 9, il existe des polynémes primitifs f (ex :By ) et frn_g
(ex :By_k,s) respectivement de degré k et (n — k) tel que :

{ d(S, fi) = kls

d(Sa fn—k) = (TL - k)'s

Par multiplication, nous obtenons un polynéme primitif f = fi X f,_ de
degré n tel que klg x (n — k)!g divise d(S, fx X fn—k)
soit tel que klg x (n — k)!g divise d(S, f).
Mais toujours par le théoréme 9, nous savons que d(S, f) divise nlg
donc klg x (n — k)!g divise nlg.
Ce qui implique, en posant [ = n — k,
kls x llg divise (k + [)!s comme souhaité.

5.3 Preuve du théoréme 10.

Une autre propriété importante des fonctions factorielles généralisées est
donnée dans le lemme suivant :

Lemme 2 SoitT C S
alors klg divise k1.

Preuve du lemme 2 :
Pour tout polynéme f on a :

d(S, f) divise d(T,f) (T est un sous multiple de S)
d’ou, en particulier,
d(S,By,s) = kls divise d(T, Bys)
et d’aprés le théoréme 9 :
d(T, Bys) divise k!l

donc
kls divise klp.

Ce lemme 2 est utilisé pour une preuve rapide du théoréme 10.
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Preuve du théoréme 10 : Soit p premier fixé.
Supposons que ag, a1, ......... ,an, sont les (n + 1) premiers éléments d’un p-
ordre de I'ensemble T' = {ag, ai, ......... ,an}.
Alors puisque pour chaque 0 < k <n

vi(T,p) = wpl(ar, — ag) X (ap —a1) X ... X (ag — ak—1)]

Nous trouvons, en prenant le produit sur tous les k& puis sur tous les p :

1!T X 2!T Xovviiinns X n!T =+ H (ai - aj)
0<i<j<n
car
n n
[TI]w@p) = [k
k=0 p k=0
= IH*X 2h*X ......... X7ﬂT

et

T T wol(ar = a0) x (ax — a1) x ... x (ar — ar—1)] = [](ar — ao) x (ar — a1) x ... x (ax — ax_1)

k=0 p k=0
=+ [ (@-a)
0<i<j<n
Maitenant, par le lemme 2, nous savons que k!g divise k!p
donc
1lg x 2lg X ......... xnlg divise 1lp x 2lp X ......... X nlp
soit
g x 2lg X oo x nlg divise H (a; — aj) comme souhaité.
0<i<j<n
Maintenant, montrons que la constante 1lg x 2!g X ......... x nlg ne peut étre
améliorée.
Remarquons que T est ’ensemble des (n+ 1) premiers éléments d’un p-ordre
de S
alors
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donc 1lg x 2lg %

......... x nlg ne peut étre remplacée par une valeur plus

grande dans I’énoncé du théoréme 10 .

5.4 Preuve du théoréme 11.

Pour la preuve du théoréme 11 nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3 Soit f un polynéme de degré d écrit sous la forme :

d
bo + Z by % x(k)s’l’

flz) =
k=1
d
= bo—i—Zbkx(az—ao)x(w—al)x ......... X (x — ag—1)
k=0
alors f =0 (mod p°) < VO0<k<d by est un multiple de P

pged(pe,k!s)

Preuve du lemme 3 :

Par le lemme 1,

f=0 (mod p%)

& V0<k<d VzeS byxa®s» =0 (mod p®)

Maintenant, par construction de +®sp on a

'Uk(Sap)

et

wpd(S, m(k)s’p)]

or

et

P’ £ p* car ay

donc

donc on a

wp((ar — aop) X (ag —ar) X ....... X (ag — ak—1)]
= pa
= wpld(S,(x —ag) X (x —ar) X ........ X (x —ak—1))]
= wplpged((z — ap) X (x —ar) X ........ X (x—ax—1)) :x €S|
= pf

P’ <p® car a, €S

minimise la plus grande puissance de p divisant (ax—ap)x(ag—ay1)x..X(ap—ak—1)



d’ou

VO<k<d VzeS byxa®ss =0 (modp) & VO0<k<
d by est un multiple de Wﬁzk!s)'
en effet,

b = P

 pgcd(oF, 1, ox(S.p))

€

p

© si pged(p®,p*) =p° < p
alors

1)
pged(pe, vi (S, p))

€

p

pgcd(p®, p*)

pged(p®,p®) =p° &
b x 2Fsp = 0 Xep X (x—ag) X (x —ay) X e, X (z —ag—1)
p

= Ox(x—ag) X (r—a1) X cceeenn (x —ag—1)

> 0 xp* car p® = wp[(ar — aog) X (ag —ar) X ......... X (ar — ag—1)]

> 0xp° carp® >p°
donc

pged(p®,p®) =p¢ & by x2Wsr =0 (mod p°).

€

© si pged(p®, p*) =p* <p
alors

pgcd(p®, p*)

bkj X Qj‘(k)sm frd 5 X pe
pO(
o X pt
. pap «
> 0 xp°
donc

pged(p®,p®) =p* &

donc

V0 <k<d bgest un multiple de

P =

p

& vo<k<dVzeS bxae®so=0 d p°
pged(p, Klg) oSS TS e (mod £7)
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or
VO<k<d VzeS byxaz®sr=0 (modp°) < f=0 (modp°)

donc

e

p

VO<k<d b estun multiplede ————
—r=n P pgcd(p®, kls)

f=0 (mod p%).
Nous pouvons désormais prouver le théoréme 11.

Preuve du théoréme 11 :

Par le théoréme chinois, spécifier qu'une application est polyndémiale sur S
(modn) est équivalent & spécifier 'application sur S pour chaque nombre
premier divisant n. De 14, on voit que la formule du théoréme 11 est multi-
plicative, donc il suffit de vérifier ce théoréme quand n = p°© est puissance
d’un nombre premier.

Soit {a;} un p-ordre de S alors nous affirmons que toute application polyno-
miale f de S vers Z/p°Z peut s’écrire uniquement sous la forme :

f(x) :co—i-Z(x—ao) X (x—ay) X .. X (x — ag—1)
k=1

on 0 < ¢ < Week!s) pour chaque k > 0.
En effet, par le lemme 3, en changeant un des coefficients de ¢; par un mul-

tiple de m dans f(z), on ne modifie pas la fonction f(z), ce qui

signifie que les ¢; sont déterminés seulement modW;k!S).

On a maintenant une représentation unique pour chaque application poly-
nomiale de S vers Z/p°Z.

En remarquant qu’il y a

e

p
pged(p® kls)
que le nombre d’ applications polynomiales de Z/nZ vers Z/nZ est :

choix de ¢; pour chaque k > 0, on obtient

n—1
H S oun = p°
ig Pgcd(n, kls)

5.5 Preuve du théoréme 7.

Les théorémes 8 & 11 peuvent maintenant étre utilisés pour démontrer le
théoréme 7.

Preuve du théoréme 7 :

Puisque aucun des théorémes 9 & 11 ne mentionnent les p-ordres mais qu’ils
induisent (et en fait définissent) les factorielles généralisées, la définition des
factorielles donnée au chapitre 3 ne peut pas dépendre des choix d’un p-ordre.
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De facon plus directe, une fagon de voir la véracité du théoréme 7 est la
suivante :

pour un entier positif d et un grand entier positif p tel que p® > vy(S, p),
considérons comme un groupe additif 'ensemble Gy de tous les polynémes
de (Z/p°Z [z]) qui s’annule sur S mod(p€) et de degré inférieur ou égal a d.
Alors le lemme 1 implique que, en tant que groupe abélien, G est isomorphe
a @l_y Z/vp(S,p)Z.

Ainsi les nombres v (S, p)Z (pour 0 < k < d) forment les coefficients générant
ce groupe abélien Gg.

De plus, par le théoréme sur les éléments générant un groupe abélien fini,
ces constantes dépendent uniquement de G4, ce qui implique le théoréme 7.
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Chapitre 6

POLYNOMES A VALEURS
ENTIERES.

Quelles sont les polynémes qui, pour des antécédents entiers, ont des
images entiéres (de Z dans Z) ?
Les coeflicients d’un tel polynéme ne sont pas nécéssairement entiers, puisque
le polynéme f(x) = w qui a des coefficients non entiers (ie 3 et —3)
est une application de Z dans Z.
En effet, le produit de 2 entiers consécutifs est divisible par 2 (d’aprés le

théoréme 2).

A . o x
De méme, tous les polynémes binémiaux < i > = =

sont des applications de Z dans Z.
Quelques remarques sur les polynémes binémiaux :

Remarque 5 k€ N et z € Z.

1/510 <z <k
< i ) =0 car l'une des parenthéses est nulle.
2/Six >k
x X (@ —1) X e X (x—k+1)
k N k!
x!
= @ — k) € 7Z d’apres le théoréeme 2.
3/Six <0 z=-p< -1
x _ —pX(=p—1) X oo X [-(p+k—-1)]
k k!
—1)!
n (p+Fk—1)!
(p—1)! x k!
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_ jE<p+lc—1> <7

Puisque pour x < 0

T k—1—=x
= —1—-—x>k>
<k‘> < 1 > awveck —1—x>k>0

v > pour x € N.

on pourrait ne considérer que les polynomes < 1

Notons que :

4/
T B x!
<x> ozl x 0!

et

5/

T B x!
0 0l x !

=1

doncVrxeZet VkeN (i)EZ

Quelle est la classe des polynémes appliquant Z dans Z 7
En 1915, POLYA donne une réponse élégante a cette question en démontrant
le résultat suivant :

Théoréme 12 Un polynéme P(x) prend, pour des antécédents entiers, ses
valeurs sur 7. ssi il peut étre s’écrire comme une combinaison Z-linéaire de

polynémes binémiaux : ( Z > ou k € N.
Preuve du théoréme 12 :
(<) Toute combinaison Z-linéaire de polynémes bindmiaux est une applica-

tion de Z dans Z puisque pour un polyndéme binémial : V z € Z ( v > € 7.

k
(=)Réciproquement :
Soit P € Q[z] un polynéme de degré n tel que Vax € Z P(z) € Z.
Montrons qu’on peut définir (n + 1) valeurs (bg, by, ......... ,bp) dans Z telles

x

que P(z) =) _ bk ( I )
Définissons by € Z par by = P(0)
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puis successivement pour chaque valeur j de 1 & n :
supposons que 3(bg, by, ......... bj—1) €Z YV x e 10;5 — 11 tels que

P(x)_bo+b1<f>+ ......... +bj_1<jf1>_§bk<i>.

Définissons b; par b; = P(j) — Z?{;B by, < ‘2 ) .

P(j) € Z et Zi;gbk<‘;>eZdoncbjeZ

et Vace HO;jH:P(w):E{J:Obk<i>

en effet :
our x < j “ ) =0 donc P(z) =35 _b o

et pour x = j P(j):Ziébk<‘;)+bj<§.> avec <“§,>:1.

P, de degré n, peut donc s’écrire pour (n + 1) valeurs 0, 1,2, ......... ,n
- x
P(z) = kz_obk < L )

Donc

VYeeZ Px)= bk<£> avec by € Z.

Exemple 4 Soit P un polynéome de degré 2 tel que P(x) € Z.
bp = P(0)

by = P(1) — by = P(1) — P(0)
by = P(2) — by — 2by = P(2) —

soit

P(0) — 2P(1)

z(x —1)

P(z) = [P(2) - P(0) - 2P(1)] =

+ [P(1) — P(0)]z + P(0).

A la suite de la démonstration du théoréme 12, POLYA s’est demandé si ce
résultat pouvait étre étendu & d’autres ensembles.

En 1919, POLYA répondit a cette question par I’affirmative quand S= R est
I’anneau des entiers dans un corps quadratique de nombres.

OSTROWSKI, dans la méme année 1919, généralisa le résultat de POLYA au
cas oll S= R est 'anneau des entiers dans un corps quelconque de nombres.
Dans les années suivant 1919, CAHEN, CHABERT et GILMER ont prou-
vés des résultats analogues pour d’autres possibilités de R cependant une
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réponse pour R en général n’a jamais été obtenue.
Avec les factorielles généralisées, cependant, la réponse a la question de PO-
LYA est assez simple a conjecturer.

A savoir, nous prenons les factoriels du dénominateur de < i > dans le

théoréme 12 et nous les remplacons par les factoriels généralisés, pour le nu-
mérateur nous le remplagons par les by ; du chapitre 5.
Nous obtenons de cette facon le résultat suivant :

Théoréme 13 Un polynéme P(x) prend, pour des antécédents entiers, ses
valeurs sur 7. ssi il peut étre s’écrire comme une combinaison Z-linéaire du
polynome :

bk,s (l’ — a07k) X (.T — aq k) X ovvinnns X ((E — ak_l’k)

- : vk =0,1,2, ...
ks Kl ou

ot les by s sont les polynémes définis au chapitre 9.

39



Chapitre 7

EXTENSION A PLUSIEURS
VARIABLES.

Beaucoup de formalismes développés dans les chapitres précédents pour
étudier des polyndémes & une variable peuvent étre étendus au cas de plu-
sieurs variables.

Il s’agit de donner la définition correcte de factorielles pour des sous-ensembles
S de Z™ quand n > 1.

Une clé pour la réussite est suggérée par le théoréme 10, lequel déclare que
choisir a; pour minimiser le produit

wpl(ar — aop) X (ar — ar) X .......... X (ax — ak—1)] = vr(S, p)

est équivalent & minimiser la plus grande puissance de p divisant le détermi-

nant de VANDERMONDE :

]. an a02 e e e a()k
1 al a12 e e e alk
== H (CLZ‘ — CL]').
: 0<i<y<k
]. af CLkQ e e e akk
En fait, il est montré que vo(S5,p), v1(S,p); ... , Ui (S, p) donne les p-parties

des diviseurs élémentaires de la matrice de VANDERMONDE.
Ceci explique la définition suivante :

Définition 7 Soit S un sous ensemble de Z™
alors pour un certain ordre My, M1, ......... des monomes L[z, ......... , T, un
p-ordre de S est une suite ag, ai, ......... d’ éléments de S choisit successive-
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ment pour minimiser la plus grande puissance de p divisant le déterminant :

Moy(ag) Mi(ag) -+ - =voee oo oo Mi(ap)
Mo(ag) My(ay) - «or ceeee oo e M(ay)
V(ag,aty.ceee... ,ag) = : : : : : : : :
Mo(ar) Mi(ag) - o coeeee o Mi(ag)
La p-suite associée de S est donnée par :
Viag,at, coe.... ,ak)
vp(S,p) = w
k( p) p[V(ao,al, ......... ,ak_l)

et le factoriel généralisé est donné par :

klg = H v (S, p).

p, p premier

On peut vérifier que la définition 7, pour n = 1 et 'ordre du monéme usuel
1z, 22, ... , coincide avec les notions de p-ordre, p-suite associée et facto-

rielle généralisée données au chapitre 3.

Preuve :
Soit S un sous ensemble de Z.
Alors pour un certain ordre 1, x,z2, ......... du monoéme Z[z1], un p-ordre de
S est une suite ag, aq, ......... d’ éléments de S choisit successivement pour
minimiser la plus grande puissance de p divisant le déterminant :

2

1 x x€X “ e cee ee e .« e “ e xk

]_ x :1:2 cee e e 1‘k

La p-suite associée de S est donnée par :
Hogiqgk(%’ — ) ]
H0§i<j§k—1(xi - x;j)

= wpllar —ag) X (ar —ai) X ......... X (ar — ag—1)].

vp(S,p) = wpl

et le factoriel généralisé est donné par :

kg = H wpl(ar — aop) X (ar —ai) X ... X (ak — ak—1)]
p, p premier

= I  wsp).

p, p premier

De plus, tous les analogues des théorémes 7,9 &4 11 et 13 peuvent étre prouvés
en utilisant essentiellement les mémes techniques.
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Deuxiéme partie

APPLICATIONS.
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Chapitre 8

QUELQUES EXEMPLES
ARITHMETIQUES DE
FACTORIELLES
GENERALISEES.

Dans ce chapitre nous allons voir quelques exemples de fonctions facto-
rielles généralisées.
Nous avons déja vu cet exemple ci :

Exemple 5 Soit S =7
alors klyz, = k!

Dans ’exemple 5, il y a une suite de S qui est un p-ordre pour tout p premier
(ie 0,1,2,......... ).

Bien qu’'un tel événement soit rare pour un ensemble S quelconque, il y a
plusieurs ensembles importants pour lesquels cela se produit.

De plus, dans ce cas, les factorielles deviennent particuliérement faciles a
calculer.

Nous établissons ceci plus précisément dans le lemme suivant :

Lemme 4 Soit {a;} un p-ordre de S pour tout p premier
alors

Kls = |(ar — aop) x (ar — a1) X .o...... X (ap — ag—1)|.

Preuve du lemme 4 :
Soit {a;} un p-ordre de S pour tout p premier
alors

ks = [Jve(Sp)
p
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P
= |(ag —ao) X (@ —ai) X ccee... X (ag — ak—1)|
[
On peut maintenant prouver I'exemple 5 & ’aide de ce lemme 4 :
Preuve de ’exemple 5 :
Soit {a;} =0,1,2,......... Jk
alors
kls = (E—=0)x(k—1)x (k—2) X cceee. X (k—(k—-1))
= k!
[ ]

8.1 Ensemble des entiers pairs.

Exemple 6 Soit 27 l’ensemble des entiers pairs
alors par le méme argument que dans la proposition 1, nous trouvons que
lordonnancement naturel 0,2,4,6, ......... est un p-ordre de 27, pour tout p
premaer.
D’ot par le lemme 4 :

kloz = 28 x k!

D’une maniére similaire on obtient que l’ensemble aZ + b de tous les entiers
égauz a b modulo a ont des factoriels donnés par :

k!aZ—‘,—b = ak x k!

Preuve de ’exemple 6 :
1/Vérifions que 0,2,4,6, ......... S 2k, e est un p-ordre de 2Z pour tout p
premier.

La preuve se fait par récurrence.

Supposons que 0,2,4,6, ......... ,2k — 20 i, est un p-ordre jusqu’a la (k —
1)%me étape, (en effet le choix de 0 n’est pas considéré comme une étape, la
premiére étape est le choix de 2) alors & la k%™ étape nous devons choisir

ar, qui minimise la plus grande puissance de p divisant :
(ap —0) X (ar, —2) X (ag —4) X ceveeee. X (a — (2k —2)) (8.1)

Cependant notons que (8.1) est le produit de k entiers consécutivement pairs
par conséquent il doit étre multiple de 2% x k!.
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Mais 2% x k! peut en fait étre complété par le choix de ap = 2k, d’oit (8.1)
devient :

(2k—0) x 2k —2) x (2k —4) X ccueeee. X (2k—(2k—2)) = 2kx(2k—2)x (2k—4) x ..... X 2
= 2P xEx(k-1)x(k—-2)x..x1
= 2P x k!

Cette valeur de aj minimise manifestement la plus grande puissance de p
divisant (8.1) pour tout p premier(car 2F x k! est le plus petit multiple de

2k % k!).

Donc a la k™€ étape nous choisissons aj, = 2k

et on en déduit que 0, 2,4, 6, ......... , 2k, e, est un p-ordre de 2Z pour tout
P premier.

2/Prouvons que klyz = 2% x k!.

klaz = (2k—0)x (2k—2) x (2k —4) X ... x (2k — (2k — 2)) par le lemme 4
= 2k x(2k—2)x (2k —4) X cceee. X 2
= P xkx(k—1)x(k—2)X....... x 1
= 2F x k!

3/Vérifions que b,a + b,2a + b, ......... ka+b,......... est un p-ordre de aZ + b

pour tout p premier.

La preuve se fait par récurrence.

Supposons que b,a + b,2a + b, ......... , (k' —1)a + b est un p-ordre jusqu’a la
(k—1)%me étape,(en effet le choix de b n’est pas considéré comme une étape,
la premiére étape est le choix de a + b) alors & la k™€ étape nous devons
choisir a; qui minimise la plus grande puissance de p divisant :

(ar —b) x (ar — (a+b)) x (@ — (2a+b)) X ........ % (ar— ((k—1)a+b)) (8.2)

Cependant notons que (8.2) est le produit de k entiers consécutivement égaux
modulo a par conséquent il doit étre multiple de a* x k.

Mais a* x k! peut en fait étre complété par le choix de a; = ak + b, d’oul
(8.2) devient :

(ag —b) x (ar — (a+b)) x (ar — (2a + b)) X ... X (ag — ((k—1) +b))
=(ak+b—"b) x (ak+b—(a+0b)) x ((ak+b) — (2a + b)) X ......... X (ak +
b—((k—1)a+1b))

= (ak) x (ak —a) x (ak — 2a) X ......... X a

=aF xkEx(E—=1)x(k—2) X evevne. x 1

=aF x k!

Cette valeur de a; minimise manifestement la plus grande puissance de p
divisant (8.2) pour tout p premier.(car a® x k! est le plus petit multiple de
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a® x k).

Donc a la étape nous choisissons ap = ak + b

et on en déduit que b,a+0b,2a+0b, ......... ka+b,......... est un p-ordre de aZ+b
pour tout p premier.

kieme

4 /Prouvons que klyz.p = a* x k!.

k!aZ-l-b

= (ak+b—"0b) x (ak+b—(a+b)) x (ak+b—(2a+b)) X ......... X (ak+b—
((k—=1)a+0b)) par le lemme 4

= (ak) x (ak —a) x (ak —2a) X ......... X a

=a" xkx(k—1)x(k—2) X ... x 1

=aF x k!

8.2 Ensemble des puissances de 2.

Exemple 7 Soit S l’ensemble des puissances de 2 dans 7Z

alors il est facile de vérifier que 1,2,4,8, ......... 2k est un p-ordre de
S pour tout p premier.

D’ou par le lemme 4 :

kle = (28 — 1) x (28 —2) x (2F —4) x oo, x (2F — 2k 1)

Plus généralement, si on prend une suite géométrique de S dans Z de raison
q et de premier terme a alors

klg = a” x (qk —1) x (¢* —q) x (qk — %) X e x (g% — ¢* 1)
Preuve de ’exemple 7 :
1/Vérifions que 1,2,4,8, ......... 2K est un p-ordre de S pour tout p
premier.

Choisissons ag = 1

Pour tout p premier, 2 minimise la plus grande puissance de p divisant (z—1)
car (2—1)=1

donc a1 = 2

Pour tout p premier, 22 minimise la plus grande puissance de p divisant
(x—1) % (z—2)

car (4—1)x(4—2)=3x2

etsix € {Qk s k> 2} (x — 1) x (z — 2) est multiple de 2 et 3 puisque = pair
est non multiple de 3

on peut donc choisir ag = 22

Raisonnons par récurrence pour le choix de aj en général.
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Le choix de ag = 1 rend vraie au rang 0 la propriété a démontrer.
Supposons a’ = 2¢ pour tout i € [|0;k — 1]]

Soit

A = (@—=1)x(x—=2) x e, X (z—2F1) avec £ =287 et j>0
= (" 1) x (2P —2) x ... x (28T — gk
= 2x22x ... x 2R7L s (2FHT 1) (2MHTL 1) x x (27+1
— 2L (2R 1) x (2 1) X, x (2941 _ 1)

Ex(k—1)
donc wa[Agy;] =2 2 pour tout j > 0, en particulier pour j = 0.

Soit p premier autre que 2 :

Aj1j est le produit de i par k parenthéses (2'—1) oul € [|j + 1;5 + k||
Si |k :p] = a, Apyj sera multiple de (2P — 1)® pour tout j > 0

En effet,

M _ ] = (2")"—1
= (@ -1)x[]

Exemples

k=3 = A3 ;=23x (25" —1)x (227 - 1) x (2177 - 1)
13:2] =1 donc Asj est multiple de (22 — 1)1 =3

13:3] =1 donc Asyj est multiple de (23 — 1)1 =7

Asyj est multiple de A3z = 22 x3x7

on peut donc choisir ag = 23

k=4 = Ay;=20x (2% —1)x (257 — 1) x (2% — 1) x (217 - 1)

|4:2] =2 donc Aygyj est multiple de (2% —1)? = 32
|4:3] =1 donc Ayyj est multiple de (23 — 1)1 =7
|4:4] =1 donc Ayyj est multiple de (22 — 1)1 =15=3 x5

Ayyj est multiple de Ay = 26 %x32x5x%x7
on peut donc choisir ag = 2%

On montre de méme que Asy; est multiple de A5 = 210 %32 x5 x 7x 31
et plus généralement, dans le raisonnement par récurrence, que Ay ; est
multiple de Ay pour j > 0.

On peut donc, pour tout entier k, choisir j = 0.

Soit aj = 2* alors 1,2,4,8, ......... 2k est un p-ordre de S pour tout p
premier.
2/Prouvons que klg = (28 —1) x (28 —2) x (2F —4) x .......... x (28 — 2k—1Y))

A I’ aide du p-ordre et du lemme 4 on obtient directement :

kle = (28 — 1) x (28 —2) x (2F —4) x e x (2F — 2k 1)

47



3/On peut vérifier de méme que a, aq, ag?, , ......... ,aQ7 e est un p-ordre
de S pour tout p premier ou S est une suite géométrique de S dans Z de
raison ¢ et de premier terme a.

La preuve se fait par récurrence en choisissant ag = 0.

et
Aprj = (g™ —ad" 1) x . x (ag®*i —a)
kx (k=1) , .
= df g X (M 1) X x (¢ 1)
k kx(k—1) ’

= Q Xq 2 XAk+j

On montre, comme dans le cas ¢ = 2, que pour j > 0 A;u, 4+ est multiple de

!

A

a\fec A= (" —1) X oo X (¢ — 1) puisque si |k :p| =«

(" —1) X o x (¢! — 1) sera multiple de (¢ — 1)@

On peut, pour tout entier k, choisir a = ag®

donc a,aq,aq?, ,......... caqh, est un p-ordre de S pour tout p premier

ol S est une suite géométrique de S dans Z de raison ¢ et de premier terme a.

4 /Prouvons que ks = a® x (¢* = 1) x (¢* —q) x (¢* —¢®) x ....... x (¢* —¢* ).
kKls = (ad® —a) x (ad® — aq) x (ag® —ag?) x ......... x (aq® — ag"™ 1) d’aprés le lemme 4
= a"x (" —1)x (" —q) x (" —¢®) x coc..... x (¢F —¢* )
[ ]

8.3 Ensemble des carrés de Z.

Exemple 8 Soit S’ I’ensemble des carrés de 7

alors on peut montrer que 0,1,4,9, ......... K2 est un p-ordre de S" pour
tout p premaer.

D’ou par le lemme 4 :

Preuve de ’exemple 8 :
1/Prouvons que 0,1,4,9,......... K2 est un p-ordre de S’ pour tout p
premier.

La preuve se fait par récurrence.
Choisissons ag = 0 et supposons jusqu’a la (k
de {a;} =i*avec 1 <i<k—1

Au rang k montrons que k? minimise la plus grande puissance de p divisant

—1%™m€) étape le choix successif

zx(z—1)x (z—2%) X ... x (z — (k—1)%)
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Soit

Ao k2 x (K% — 1) x (B> = 2%) X oo x (k* — (k —1)%)
= kx(k—1)x(k—2) X .c..... X1xkx(k+1)x(k+2) % ......... X (2k—1)
= Kk[1X2X . X(k—=2)x(k—=1)xkx(k+1)x(k+2)X ... X (2k —1)]
= kx(2k—1)!

Montrons que Ay, est multiple de Ay

ou

Ao = (k+a)? x[(k+a?) —1] X ... x[(k+a)—(k—1)?% a>0
= (k+a)x(k+a—1)x ... X(a+1)x (k+a)x (k+a+1)X..... x (2k— 14+«
= (k+ao)[(a+1) x ... X(k+a—-1Djk+a)[(k+a+1)x...... X (2k — 1+ )]

=o0mod k =0 mod k

or (a+1)x (a+2) X .o X (2k — 1+ «) est le produit de 2k — 1 entiers

consécutifs

donc (a+1) X (@+2) X .......... X (2k —1+ ) est multiple de (2k —1)! d’aprés

le théoréme 2

donc Ay, o est multiple de (2k — 1)!

Etsip+a=0 (modk)aveck+1<p+k<2k-—1
alorsp+k+a=0 (modk)avecl <p<k-1
donc Ay, est multiple de k? pour tout o > 0

donc Ay, , est multiple de Ay

donc au rang k, on peut choisir aj = k2

donc 0,1,4,9, ......... K2 est un p-ordre de S’ pour tout p premier.

2/Prouvons que klg/ = (25)!

Elg = (B> =0)x (k> =1) x (k* =2%) X oen0. x (k? — (k—1)?) d’aprés le lemme 4
= [kxklx[(k=1)x(k+1)] x[(k—2)x (k+2)] X ......... x (2k — 1)

Ex(k—1)x(k—2) % ... X1xkx(k+1)x(k+2) % ... x (2k —1)
2k

= kx(k—=1)x(k—2) X e X1x(k+1)x (k+2)X e ><(2k:—1)><(7)
o (2R)!
2

8.4 Ensemble des entiers premiers de Z.

Nous donnons ici un exemple d’un sous-ensemble S de Z qui ne posséde
pas un p-ordre identique pour tout premier p.
Par conséquent, la formule pour k!g» est un peu plus compliquée.
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Exemple 9 Soit S” l’ensemble des entiers premiers de Z

alors pour un p premier fixé, on peut montrer que un p-ordre de S” est donné
par une suite {a;} ayant la propriété suivante :

pour chaque e > 1, l’ensemble {ao,al, ......... ,a/pefl(p_l)} est équivalent a
(Z/p°Z)* U{p} quand il est considéré (mod p).

Une telle suite existe d’apres le théoréeme de DIRICHLET.

Théoréme 14 (DIRICHLET) Soitb e Z et b ¢ {0,—1,1}
alors pour tout o (Z/bZ)* il existe une infinité de premiers p tels que p = «

dans Z/bZ (mod b)

Les factoriels de S” sont alors donnés par :

]C!S// = HP{EJ+{P€€P111)J+{%J+ ......... ‘
p

Preuve de ’exemple 9 :
Montrons qu’un p-ordre de S” est donné par une suite {a;} tel que V e > 1,
I’ensemble {ao,al, ......... ,Qpefl(p_l)} ~pe (Z/p°Z)* U{p}.

1/Montrons d’abord que ¥V aye-1(,_1ye > 1 card [(Z/p°Z)* U{p}] = p*~'(p—
1)+ 1.

En effet pourn>2, x€Z et T€Z/nk.

On a : 7 inversible dans Z/nZ < (z,n) = 1.

Les nombres inversibles de Z/p®Z sont donc tous ceux qui ne sont pas mul-
tiples de p (donc premiers avec p®)

il y en a donc p¢ —p¢~t=pl x (p—1)
donc
card [(Z/p°Z)* U{p}] = pH(p—1)+1
= card {ao, ALy evvnnnnnn ,ape_l(p,l)}

2/Cherchons les éléments du p-ordre inférieurs ou égaux a p.

Si a et b sont deux éléments distincts inférieurs ou égaux a p (@ et b élé-
ments de Z/pZ)

alors (a — b) n’est pas multiple de p

donc

wpla —b] =

Soit {ag, ai, ......... yap_1} ~p (Z/pZ).
On peut considérer mod p les premiers termes du p-ordre comme la suite
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ogdonnée (1,2,3, ... ,p) avec wp[(p—1) X (p—2) X ceeee x(p—(p—1))] =
p” =1

3/Plus généralement :

Soit a; > p € S” (a; est un élément du p-ordre)
et a; € (Z/p°Z)*

tel que a; ~pe o

alors

a; —a; = o +mp®—a; —np°
= a;— o+ (m—n)p°

donc
xsim=mn

donc

wpl(a; — az)] = wpl(es — )]
xsim#n

a; — a; = a; — o + (m — n)p°
donc

wpl(a; — aj)] = wp[(ci — )] < p® car o; et «; sont dans (Z/p°Z)*

On peut donc substituer a; € (Z/p°Z)* a tout a; sans modifier w), et le
théoréme de DIRICHLET assure 'existence de premiers équivalents & tout
a; € (Z/p°Z)* pour tout p premier et tout e > 1.

4/Calculons w,

xSil<a,<p-1

alors
1<k<p—1cet k—1<p—1 d’aprés 2/
donc L1
il
p—1
et
wpl(ag — ag) X (ap —a1) X ... x (ap —ap—1)] = p°
=1
* Supposons e > 2 et p¢2(p—1) <k —-1<pl(p—1)
en considérant, mod p°, les éléments (ag, Gy, ......... , apefl(p_l)) d’un p-ordre
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comme équivalents a (Z/p°Z)* U{p} le produit (a—1) % ......... X (ap—ag—1)
comporte :

— un nombre de multiples de p égal a L%J

— un nombre de multiples de p? égal a Lp(kpill)J

en ordonnant les termes de aj par leur représentation minimum dans N
et

wp[(ak - CL[)) X (ak — a1) X ovierennnn X (ak — Gk—1)] = p{p—l

exemple : p=3 ete=3

On a le p-ordre 1,2,3,4,5,7,8,10,as ot ag € {11,14,17,20,23,26}.
Ona3'x2<8-1<32x2

on obtient 3 multiples de 3 dont un multiple de 3?

c’est a dire wp[(ag — 1) X (ag — 2) X ......... x (ag — 10)] = 34

ce qui vérifie bien 3L%J+L%J =33+ =34,

On peut donc considérer mod p®, les éléments (ag, ay, ......... , apeﬂ(p_l)) d’un
p-ordre comme équivalents a la suite (ordonnée croissante de N) des éléments
de (Z/p°Z)* U {p} avec

wpl(ar — ap) X (ag —ar) X ......... X (ag — ak—1)] = pb’—l

5/Prouvons que klgr = pr{%Jﬂ%JﬂﬁJJr """"" )

k!S” = pr[(ak — a()) X (ak — al) Xoinnns X (ak — ak,l)]

_ el R e
p

Exemple 10 On propose un exemple qui illustre cette formule :
calculons Tlgn.
x Notre 2-ordre est :

a0:1
a; =2
a2:3
as =>5
ag =17
CL5:9
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(16:11
a7:13
donc on obtient :
(a7 —ap) X (a7 —ay) X oo X (a7 —ag) = 12x11x10x8x6 x4 x2
= 22x3x11x2x5x22x2x3x%x2%x%x2
210 %« 32 x5 x 11

donc
wal(ar — ag) X (a7 —ay) X .o x (a7 — ag)] = 2'°

* Notre 3-ordre est :

a0:1

a1:2

a2:3

a3:4

a4:5

CL5:7

a6:8

a7 =10

donc on obtient :

(a7 —ap) X (a7 —ay) X .ceeeee. X (a7 —ag) = 9IX88XTX6x5x3x2
= P xBxT7Tx2x3x5x3x2

2 %3t x5xT
donc
w3[(a7—a0)x(a7—a1)x ......... x(a7—a6)]:34

* Notre 5-ordre est :

ag =1

a1:2

CL2:3

a3:4

CL4:5

a5:6

a6:7

a7 =8

donc on obtient :

(a7 —ap) X (a7 —a1) X .. X (a7 —ag) = Tx6x5Hx4x3x2x1
= Tx2x3x5x22x3x2x1
= 22 %x32x5x7T

donc

w5[(a7—a0)x(a7—a1)x ......... x(a7—a6)]—5



* Notre T-ordre est :

a0:1
a1:2
a2:3
az3 =4
a4:5
a5:6
a6:7
a7:8

donc on obtient :

(a7 —ap) X (a7 —a1) X .. X (a7 —ag) = Tx6x5Hx4x3x2x1
= Tx2x3x5x22x3x2x1
= 22 x32x5x7
donc
wr[(a7 — ag) X (a7 —ay) X ... X (a7 —ag)| =7

ce qui implique
7!5//:210><34><5><7

Vérifions que la formule de l’exemple 9 nous donne bien le méme résultat.
_ 6] _ 6 _ 6] _
p=2- LEJ =6, LZJ =3, |3/ =1
p=3- LgJ =3, [§] =1
p=>5— L%J =1
p=T7- 5] =1
et donc d’apres la formule :
7!5// = 26+3+1 X 33+1 X 51 X 71
= 203t x5 x7

comme précédemment.

Remarque 6 Pour M BHARGAVA klgn = ol 3] par le produit des dénomi-
nateurs des (%W premiers nombres de BERNOUILLI.

Ce résultat est inexact : les puissances associées aux nombres premiers n’étant
pas toujours celles prévues par laffirmation de M BHARGAVA.

Exemple 11 Les premiers nombres de BERNOUILLI sont :1, —%, é, 0, —%, 0, é, 0.
donc avec le résultat de M BHARGAVA on aurait :

e = 92l3) % 2 % 6 x 30 x 42
P X 2x2x3Xx2Xx3XHX2X3XT
2" x 3B x5xT
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On peut donc constater le résultat suivant :

Résultat 1 Les nombres qui apparaissent dans la décomposition de k!gn
sont exactement les nombres premiers apparaissant dans les dénominateurs
des %w premiers nombres de BERNOUILLI.
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Chapitre 9

LA FONCTION DE CARLITZ
ET LA FONCTION
FACTORIELLE
GENERALISEE.

Il y a plusieurs généralisations possibles des factorielles qui peuvent étre
obtenues comme des cas particuliers des définitions que nous avons données.

9.1 Les (-factorielles.

L’exemple 7 nous rappelle les g-factorielles qui apparaissent en combina-
toire.
En effet on peut obtenir ces g-factorielles abstraites directement comme suit :

Exemple 12 Soit " ’ensemble {q;_—_ll k€ N} de lanneau C[g,q ™!
alors
k(k—1) _ _
k!S”’:q 2 X(q—l)kX(qk—].)X(qkl—l)X ......... X(q-l)
ot (¢F —1) x (¢F 1 —1) x oo x (g — 1) est le K™ q-factoriel.

Remarque 7 Il est a noter que dans la formule donnée par M BHARGAVA
k(k—1)

2 n’apparaissait pas.
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Preuve de ’'exemple 12 :

k
1/Vérifions que 0, 1, (1(]2_;117 ......... =t .. est un p-ordre de S”’ pour tout

p premier.

La preuve se fait par récurrence.
Choisissons ag = 0 et supposons au rang i < k ,

ai:q_ pour 0<i<k
q—1
Posons
k-1 k—2 k+j
1 1 J_
Bk‘+] - (x_%)x(x—%)x ......... X xr avec x:% et]zo
ktj _ k-1 ktj _ k-2 k+i _
q q q q q
= X ( ) X e X (———)
q—1 qg—1 qg—1
1 ; _ ; _
= ﬁx(qkﬂ—qk Dx (@ =" x x (¢F7 —1)
(¢—1)
1 kx(k—1) /
RRE AL
ol on retrouve A;C + désigné ainsi au paragraphe 8.2.
A;€ +; Ctant multiple de A;i,, on peut choisir
¢ -1
ar =
k -1
Exemple : k£ =3
a0:0
qg—1
:7:1
aj q—l
¢ -1
aos =
2 -1
3 2 3
-1 qg°—1 g°o—1 qg—1
By = ( - ) % ( - ) x (¢* = 1)
qg—1 qg—1 qg—1 q—1
1 3 2 3 3
= —3 X (@ =) x (" —q) x(¢"—1)
(¢ —1)3
¢ 2 3
= ——ax(@-1)x(-1)x(¢"-1)
(¢—1)?
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d’ot

3
q . . ,
Bsy; = m X (q1+J —1) x (q2+1 —1) % (qgﬂ _1)
3
q ’
(q— 1B 7
L%J =3 donc A/3+j est multiple de (¢ —1)3
3] =1 donc A/3+j est multiple de (¢> — 1)
L%J =1 donc Aéﬂ- est multiple de (¢* — 1)

donc Ai3+j est multiple de Az = (¢ —1) x (¢* —=1) x (¢* — 1)

e-1

on peut donc choisir ag = T Plus généralement la récurrence permet de
choisir a la k**™¢ étape
" —
ay = pour tout k € N
qg—1
donc 0, 1, q;_—_ll, ......... , q;__ll, ......... est un p-ordre de S” pour tout p premier.
k(k—1) —k o (k k—1
2/Prouvons que klgn =q¢~ 2 x(q—1)""x(¢"—=1)x (¢"" —1) X eeuee. X
(¢—1).
k k k 2 k k—1
g —1 g —1 ¢ —1 ¢ -1 ¢ -1 ¢ -1
k!S”’ = ( 70)X( 71))(( — ) ......... ( - )
q—1 q—1 g—1 q-1 q—1 q—1
k k k 2 k k—1
g —1 " —q q° —q " —q
= X ( ) < ( ) X e X ( )
q—1 q—1 q—1 q—1
1 _
= (q_l)kX[(qk—l)X(q’“—q)X(qk—f)X --------- x (q" — ¢* )]
= (q—DFx[Ixgxg®x X x[(F=1)x (" =1) x X (g —1)]
k(k—1) k k k—1
= q 2 x(@—1)7"x(¢"—-1)x(q 1) X oo X (g—1)
[ )

9.2 Factorielles de Carlitz.

Un autre anneau naturel sur lequel s’applique la construction des facto-
rielles est Fy[t], 'anneau des polynomes sur un corps fini de ¢ éléments ou ¢
est premier.

Exemple 13 Pour S = Fy[t] un t-ordre de S peut étre construit comme
suit :

SOt AQ, Ay evvernnns ,aq—1 des €léments de Fy (avec ag =0)

et soit ay défini par :

g = Qey + Qe b+ oo + achth

o8



ot Z?:o ciqt est le développement de k dans la base q.

On peut alors vérifier que ceci nous donne un P-ordre de Fy[t] non seulement
pour P = (t) mais aussi pour tous les primitifs P C Fg[t].

1l s’ensuit que :

h

Kl = [ [ (cn)lgx (19" —t)en x (4
=1

Thopyentendy X (#9—)Crtend"

ot de nouveau Z?:o ciq' est le développement de k dans la base q
et (¢;!) est donné modulo q.

Remarque 8 ] est noter que ici aussi H?Zl(ch)!q n’apparaissait pas dans
la formule donnée par M BHARGAVA.

Preuve de ’exemple 13 :
1/Soit Fy[t] 'anneau des polynomes sur un corps fini de ¢ éléments ot g est

premier.

Soit (pour g > 2)

ap =0, a1 =1,.ciiiiiinnienn. yag-1=¢q—1

ag =1, agp1 =t+ 1, . ,ag—1 =t+qg—1
agq = 2t, agqy1 =2t +1,....... ,03g—1 =2t +q—1
Qg2 = 2.

On obtient les éléments de ¢ ordonnés par leur représentation minimale dans
N.

Sik=c+ciqg+ ... + ¢,q" développement de k dans la base ¢ alors
kg = Q¢y + Ayt + oo —}—achth.

exemple : =5 — Z/5Z ={ap =0, a1 =1, ag =2, az =3, a4 = 4}
alors on a :

*a0:0
*a1:1
*a2:2

xa3=3=—-2 (mod 5)
xay=4=-1 (mod 5)
5=0x14+1x5donccy=0cetc; =1doncas=ag+ ait dou

* a5 =1

6=1x1+1x5donccy=1cetc; =1doncag=a;+at dou
*a(;:l—l—t
7=2x1+4+1x5donccy=2et cy =1donc a; =as+ a;t dou
xar =2+t

8=3x1+1x5donccy=3cet c; =1doncag =asg—+ a; dou
xag=3+t=-2+t (mod5)
9=4x14+2x5donccy=4cet c; =1doncag =ayg+ a; dot
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xag=4+t=—-1+t (mod5)
10=0x1+2x5donc cg=0et ¢; =2 donc a10 = ag + ast d’ou
*a10:2t
11=1x14+2x5donccyg=1et ¢; =2donc a1l =aj + ast d’ou
xa1l=1+2t
12=2x1+4+2x5donc cg =2 et ¢c; =2 donc a12 = as + ast d’ou
*a11:2+2t
13=3x1+4+2x5donc cg =3 et ¢ =2donc a13 = az + ast d’ou
x 13 =3+2t=-2+2t (mod5)
14=4x14+2x5donccy=4¢et cg =2 donc a14 = a4 + ast d’ot
xa14d=4+2t=-1+2t (mod5)

on retrouve bien :
a0:0, alzl, CL2:2, a3:3, aq_1:a4:q—1:4

ag=as=1t, agr1=as=1t+1, ag2=ar=1t+2,
gz =ag=1+3, ay-1=a=t+q—-1=t+4

agq = aio = 2t, aggr1 =a11 =2t +1, aggr2 = arp =2t + 2,
a2q+3:a13:2t+3, agq_1:a14:2t+q—1:2t+4

Montrons que la suite ainsi construite est un t-ordre et plus généralement
un P-ordre ou P(t) est un polynéme primitif.

xStk <qg—1 w(ar—ao) X (ag —a1) X .o x (ar, —ap_1)] =t° =1 (ou
wp = [P(t)]° plus généralement).

*xSik=gq wel(ar — ag) X (ag — a1) X coeeees X (a —ax—1)] =t si
d°a; = 1.

x Sig< k<2 wf(lag—ao) X (a —a1) X ... X (a —ag—1)] =1t si

ap=t+a (0<a<qg-—1).

exemple : ¢ =5
x*x Sik=4<qg-—1

wi[(ag — ap) X (ag —a1) X (ag —ag) X (ag —a3z)] = wy[-3x =2 x —1 x 1]
= wt[G]
= ¢
=1

x Sik=05

wel(as — ap) X (a5 —a1) X (a5 — a2) X (a5 — az) X (a5 — aq)]
=wyft x (t—1)x (t —2) x (t+2) x (t+1)]

60



=t
* 515 <k=6<10

wel[(ag — ap) X (ag — a1) X (ag — a2) X (ag — ag) X (ag — aq) X (ag — as)]
=w[(t+1) xtx(t—1)x (t—2) x (t+2) x 1]
=1

De fagon générale pour minimiser wy|[ | au rang k + 1, si wy| | est un mi-
nimum au rang k, il suffit de minimiser le degré de ar+1 — ax ce qui justifie
la construction choisie du t-ordre.

La suite est également un P-ordre si P est un polyndéme primitif.

exemple : q=5¢et P(t) =1+t

seul le choix de as =t donne wy[] = P° = 1.

Puis pour ag tout choix donnerait wp| | > 1 ce qui permet le choix de
ag = P(t) =1+t

La suite construite donne wp| | = P! jusqu’a k = 11 et wp[ | > P? pour un
polyndéme n’appartenant pas @ ag, @, ......... ,aiq €ete...

2/Calcul de kg, .
Pour ¢ quelconque la construction rend évident le résultat suivant :
xk<qg-—1 kg, = (kD)g = (acg,!)q ot (k!), désigne la valeur modulo ¢

de k!.

exemple : ¢ =5

x k=1
L g =1
x k=2
Q!Fq[t]ZZ
xk=3ceta, =23
3!Fq[t} = B3-0)xB3-1)x(3-2)
= 3Ix2x1
= 6
= 1 (mod5)

(3Ds
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xk=4eta,=4

Ay = A-0)x(@-1)x(4-2)x(4-3)
= 4x3x2x1
= 24
= 4 (mod 5)
(415

* si k > ¢ on obtient plus généralement

k

Kl = [J(cil)gx (47" ) x (¢
=0

hil_t>ch71+chqx

otll de nouveau Z? 0 ¢iq" est le développement de k dans la base ¢
et (¢;!) est donné modulo q.
Ce qui peut s’obtenir en montrant

aCO+ g ach Flt] = aco q>< E ach ]Fq

exemple : ¢ =5

(11)r, g = (10D, g

(12')]Fq[t] = (2D)p, [ (10DF, [

(13Dr, 1 = (3D, (10DE, 11

(14')F 1= (4')1Fq[t (10 )]Fq[t]

puis (k+ 5)lg Foif) = (€1)g X (£ — 1) x (kg g

ce qui nous donne par exemple :
40=0x14+13x5+1x5%2donccy=0,c1 =3 etcy=1
d’ou

(40D)r, 4

3)5 x (1 —t) x (35)g, [y

3x2)5x (1°—1) x 30,y car35=0x1+2x5+1x5 doncc; =2
6)s X (t° — ) x (25, 14

> — 1) x (25))p, g

(
(3 x
(
=

La généralisation de tels résultats aux (¢;) pour i de 1 & h permet d’obtenir
k!g [ ot apparaissent les factorielles de CARLITZ.
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Chapitre 10

QUESTIONS DE
COMBINATOIRE ET
D’ANALYSE LIEES AUX
FACTORIELLES
GENERALISEES.

Les factorielles généralisées, étudiées précédemment dans ce travail,sont
certainement la bonne généralisation des fonctions factorielles pour des sous-
ensembles de Z.

Quel sens pourrait avoir ’analyse combinatoire avec cette généralisation ?
10.1 k!s en combinatoire.

Question 1 Pour S C Z, comment interpréter klg en combinatoire ¢

Une interprétation parait assez naturelle dans le cas d’un sous ensemble S
pour lequel un p-ordre peut étre défini pour tout p premier.
En effet, dans ce cas

nls = (an — ag) X (an — a1) X .c...... X (@ — ap_1)

alors nlg peut étre défini comme le nombre d’applications de [|1;n|| vers Z
telle que :
1 ait son image dans [|1; a,, — ag]

k ait son image dans [|1;a, — ag_1]]
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n ait son image dans [|1;an — an—1]].
Donnons trois exemples d’interprétation combinatoire de k!s & partir des
exemples 6, 7 et 8.

Exemple 14 Dans l’ensemble des entiers pairs (n!)az est le nombre d’ap-
plications injectives de [|1;n|] vers [|—n;nl||* telles que = et y distincts ne
puissent avoir une image égale en valeur absolue.

exemple :
sim =3 alors

(37 = 23 x 3!

= 8x3x2x1
= 48
ce qui équivaut bien a
6
(123 132 213 231 312 321
1-23
1-—23
12 -3
123 — 8 _1_93
—-12-3
1-2-3
-1-2-3

s0it 8 X 6 = 48 = (3!)9yz applications injectives de [|1; 3|] vers [|—3;3|]* telles
que x ety distincts ne puissent avoir une image égale en valeur absolue.

Exemple 15 Dans l’ensemble des puissances de 2 dans Z, (n!)g est le nombre

d’applications de [|1;n|] vers Z telles que k € [|1;n|] ait son image dans
[

exemple :
stn =3 alors

(Bs = (22 —1)x (2% —2) x (2 - 2?)
7Tx6x4

ce qui équivaut bien a

k=1 a son image dans [ 1;2% - 2] ={1,2,3,4,5,6,7}
k =2 a son image dans [ 1;23 — 21 ] ={1,2,3,4,5,6}
k =3 a son image dans [ 1;23 — 22 ] =1{1,2,3,4}

soit 7 x 6 x 4 = (3!)g applications de [|1;3|] vers Z telles que k € [|1;3|] ait
son image dans [ 1;23 — 2’“‘1H.
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Exemple 16 Dans l’ensemble des carrés de Z, (n!)g: est le nombre d’appli-
cations de [|1;n|] vers Z telles que k € [|1;n|] ait son image dans [|1;n? — k — 1?|].

exemple :
stn =3 alors

I
w
[\
X
—
w
V)
—_
V)
~—
X
—
w
[\
[\)
[\
SN—

(3D

ce qui équivaut bien a

k:zlasonz’magedans[L — 02 ]: [11;9]]

k =2 a son image dans [[1;9 — 1%|] = [|1;8]]

k =3 a son image dans [|1;9 — 2%|| = [|1;5]]

soit 9 x 8 x 5 = (3!) g applications de [|1;3|] vers Z telles que k € [|1;3|] ait
son image dans [’1;9 —k— 12‘].

10.2 (C*)s en combinatoire.

Question 2 Pour S C Z, comment interpréter (CX)s en combinatoire ?

Donnons trois exemples d’interprétation combinatoire de k!g & partir des
exemples 6, 7 et 8.

Exemple 17 Dans l’ensemble des entiers pairs

. (n!)2z
(Cn)z = (kDaz x (n — K)oz
B 2" x n!
2k x k!l x 27k x (n — k)!
B A n!
N 2k><2”—’ka!><(n—k)!
n!

Tkl x (n—k)!
= C*

Lorsque (Aﬁ)g peut étre interprété comme le nombre de certaines applica-
tions de [|1;n|] vers Z, (CF)g est alors défini comme dans Z par (C¥)g =
(AR)s

(ks

Remarquons que (A}})g = n!

Exemple 18 Dans l’ensemble des puissances de 2 dans Z, (n!)s, on définit

(AF)s = (Tfﬁg)sls comme le nombre d’applications de [|1;n|] vers Z telles que
st i <k, i ait son image dans [|1;2" — 2i*1H

st i >k, 1 ait son tmage dans [ 1;2k|].
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exemple :
stin==06 et k=23 alors
6 (6!)s
(AS)S = m
(26 — 1)(26 — 2)(26 — 22)(20 — 2%)(26 — 24)(26 — 29)
@ - D@ - )@ -2
63 X 62 x 60 x 56 x 48 x 32

7Tx6x4

56 48 32
= 63 x62x60X— X —x—
X 62 % 60 X — x —= X —

= 63 x62x60x8

ce qui équivaut bien a

i =1 a son image dans [|1;2° —2°|] = [|1;63]]
i =2 a son image dans [|1;20 — 21| = [|1;62]]
i =3 a son image dans ||1;25 — 22|| = [|1;60]]

i =4 a son image dans [|1;8]]

i =15 a son image dans [|1;8|]

i =6 a son image dans [|1;8]]

s0it 63 x 62 x 60 x 8% = (AS)s applications de [|1;6|] vers Z telles que
st i < 3, 1 ait son image dans [ 1;26 — 2"*1‘] = [ 1;64 — 22'*1‘]

st i >3, i ait son image dans | 1;23H = [|1;8]].

et

(49)s

(3Ys

63 x 62 x 60 x 83
7Tx6x4

(C)s =

Exemple 19 Dans l’ensemble des carrés de Z

k _ (n!)s
(Ca)s' = (kg x (n— k)lg
(2n)!
2
G, @X(n=h)
(2n)! " 4
2 " k)% (2% (n—k))!

- 20
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Question 3 Peut-on évoquer les fonctions factorielles et la combinatoire
sans évoquer le binome de NEWTON

(a+b)" = ZC{f x a x pnk
k=0

et le triangle de PASCAL

e e
B~ W N =

1
31

6 4 1

Que donneraient NEWTON et PASCAL avec les factorielles généralisées ?
Voici, en tout cas, des débuts de quelques triangles :

Exemple 20 Dans l’ensemble des entiers pairs, on a vu que
(Ch)az = Cpy
donc le triangle est identique au triangle de PASCAL.

Exemple 21 Dans l’ensemble des puissances de 2 dans Z, on a vu que

(ng = (2" —1) x (2" = 2) x (2" = 2%) X .....0... x (2" —2n 71
et
_ (27 — 1) X e x (2n —2n—h)
(Cn)s = 20k 1) X o x (20 F —2nF-1) % (2F — 1) x ... X (2F — 2k—1)

ce qui nous donne :

22-1)x(22-2
(C3)s = ((2—1§§E2—1)) =6
_(23-1)x(22-2)x(2%-2%) _ 168 _
(C:%)S - ((2271)2((227%)2((271)) =% =28
_ (@-1)x(23-2)x(25-22) 168 _
(C3)s = (2—1)§(22—1)§(22—2) - 178 =28
_ (2 -Dx(2-2)x(21-2%)x(24=2%) _ 20160 _
(Ci)s - (2(4231;;222(332?;2252323;;}2(3é%) - 168 120
(CQ)S _ —_ X —_ X —_ X : — 20160 _ 560
CZ;, . (532_1)12:2532_2?2:2;4212_2%;igi_;:)’,) _ 2031660 — 120
(Ci)s = 2-1)x(23-1)x(23-2)x(23—22) — 168 —
d’ot, on en déduit le triangle suivant :
1
1 1
1 6 1
1 28 28 1
1 120 560 120 1
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Exemple 22 Dans l’ensemble des carrés de Z, on a vu que

(2n)!
' ) = —
(n!)s 5
et
(CHg =203k

d’ou on en déduit le triangle suivant :

1

1 1

1 12 1
1 30 30 1

1 56 140 56 1
Exemple 23 Dans l’ensemble des premiers de Z, on a vu que
n—1 n— n—1
(’I’L!)SH = H p\J’jJ—F\‘P(T—Il)J—F\‘mJ'F .........
p, p premier

et

11 s e
(Ch)sn = T T T Sy =
Vp—l J+B(p—1)J+UQ(p71)J+'” X H ) p{%J+Lp&—1)J+{pﬂp71)J+“'
p, p premier

d’ou on en déduit le triangle suivant :

Hp, p premierp

1
1 1
1 2 1
1 12 12 1
12 12 2 1
Exemple 24 Pour les factoriels de CARLITZ , on a avec q =3
ag = 0 a] = 1 as = —1
as =1 ag=t+1 a5=t—1
et
ol=1
=1
20 =2
=131t
Al=t3—t
d’ou on en déduit le triangle suivant :
1
1 1
1 2 1
-t 3t
1 A
Z



10.3 La fonction Gamma.

Question 4 Pour S C Z, y a t-il des interpolations analytiques naturelles
complezes de kls pour généraliser les fonctions I'g ?

On sait que la fonction factorielle a une extension naturelle vers une fonction
continue sur R™ appelée fonction GAMMA, et définie par

0
F(x—i—l):/ et x t* dt

o0

et cette fonction GAMMA peut avoir un prolongement méromorphe sur tout
le plan complexe.
En effet :

0
n+1) = /etxt”dt
o0
0

= [-e'x t”]go +n x / et x "t dt
o0

= nxI'(n)
On en déduit par récurrence que
I'n+1)=n!

car

ro) = /Oet dt
= [
1

Donnons deux exemples des fonctions I'g & partir des exemples 6 et 8.

Exemple 25 Dans l’ensemble des entiers pairs en définissant
0
Toz(n+1) = / et x (20)" dt
o0
on obtient :
0
Ioz(n+1) = 2" x / et x t" dt
[e.e]
= 2"xI'(n+1)
= 2" xn!

= (n)az
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Exemple 26 Dans l’ensemble des carrés de 7. en définissant

0
1
Fg(n+1) :/ —xetx ()" dt
o 2
on obtient :
1 0
FS/(TL—I- 1) = = X/ e tx P dt
2 o
1
B (2n)!
2
= (n)s

Pour ces deux exemples, une extension 4 Rt et & C analogue & 'extension
pour la fonction GAMMA usuelle semble assez naturelle.

10.4 La formule de Stirling.

Question 5 Les fonctions factorielles généralisées peuvent-elles admettre
des formules analogues a la formule de STIRLING ?

Dans Z la formule de STIRLING peut s’écrire

n
n! = (Q> x V2mn x (1+€,) avec lim, o€, =0
e

ce qui donne un infiniment grand équivalent a n!.
Voici une bréve démonstration de cette formule :

Posons
n n
n! = (E) X v/n x f(n)
alors
fin+1)  (n+1)g e x (2n)"™ x y/n
f(n) nlaz, (2(n+ 1))+l x y/n+1
on n+ i
= 2(n+1) xex o’ 5
20+l % (n 4 1)"*2
n \"tz
= X
(n + 1) €
Posons

up =1In f(n+1) —In f(n)

en montrant que u,, est une suite convergente, on prouve que lim, o f(n) =

V27 et la formule de STIRLING s’ensuit.

70



Donnons deux formules analogues & partir des exemples 6 et 8.

Exemple 27 Dans l’ensemble des entiers pairs en définissant

2n\"
nlog = — | xvnx g(n)

on obtient :
g(n+1) (n+1)laz (2n)"™ Vn
= X e X X
g(n) nlaz (2(n+ 1))+t n+1
on n+3
= 2(n+1)xex S

ontl x (n+1)"F2

n \
= ex
<n+1>

fn+1)
f(n)

donc, comme pour f, on montre lim,—.oog(n) = V2w et on peut ainsi définir
un infiniment grand équivalent o (n!)qz soit

(n!)oz = <) X V2mn x (14+€,) avec limy—oo€n =0
e

Exemple 28 Dans l’ensemble des carrés de Z une formule analogue a la
formule de STIRLING peut étre :

92 2n
(n!)gr = limy— 00 (n) X \/Tn
e

puisque limy,— oo (2?”)271 X % X V2m2n = %(271)!

10.5 La fonction exponentielle.

Question 6 Peut-on trouver dans S une fonction analogue a la fonction
exponentielle ?

On sait que dans Z, e* = 72 %If pour x € Ret k € N.
Donnons deux exemples des fonctions exponentielles & partir des exemples 6
et 8.

Exemple 29 Dans l’ensemble des entiers pairs en définissant




on obtient :

8
B

Bl
I I[e
—~ [}
I >
"“\-?; X

o =
wlg ||

On peut généraliser ce résultat pour l'ensemble aZ +b (c’est a dire les entiers
égaur a b modulo a),
en effet, en définissant

on obtient :

Exemple 30

on obtient :

(€")az+b

(€")az+b

Dans l'ensemble des

zk

g (kD az+b

k=0

z_: ak x k!
(L)
k!

o0

D

k=0

NEN||

(&

carrés de Z en définissant
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Chapitre 11

CONCLUSION.

La fonction factorielle usuelle intervient dans différents domaines tels que
problémes d’arithmétique (chapitre 1 :théorémes 2, 3, 4 et 6) et résultats sur
les polyndémes, la fonction Gamma, la formule de Stirling et la fonction ex-
ponentielle.

Ces résultats importants peuvent-ils tous rester vrais lorsqu’on remplace Z
par un sous-ensemble S de Z ou d’'un anneau de Dedekind ?

Les notions de p-ordre et de factorielle généralisée (chapitre 3) permettent
de répondre par affirmative & cette question (chapitre 4 :théorémes 8, 9,
10 et 11, chapitre 6 et chapitre 12).Elles étendent également les résultats
d’arithmétique & un sous ensemble S de Z" ot n > 1 (chapitre 7).

Mais les questions posées par ces généralisations n’ont probablement pas
toutes recues de réponses a ce jour, par exemple :

o comment généraliser le bindme de Newton et le triangle de Pascal dans S 7
o ou bien quels sont les sous-ensembles d’'un anneau d’entiers, dans un corps
de nombres ou un corps de fonctions, qui admettent un p-ordre simultané-
ment pour tout premier p?
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