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Abstract

The main theorem proved in this paper consists of a multiplicative distribution formula for
the Jacobi forms in two variables associated to Klein forms. This gives stronger versions of
distribution formulae appearing in the literature. Indeed, as a first consequence of the main
theorem, we deduce an optional proof of the distribution formula true for any elliptic function
first found by Kubert and as a second consequence, we prove an ameliorated distribution
formula for a certain zeta function previously treated by Coates, Kubert and Robert. Moreover,
our main theorem provides the exact root of unity appearing in the distribution formula of
Jarvis and Wildeshaus, a fact which could be useful inKhdeory of elliptic curves or more
precisely, in the investigation of the elliptic analogue of Zagier's conjecture linking regulators
and polylogarithms.
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0. Introduction

Ce travail s'inscrit dans la lignée de la philosophie de D. Kubert et G. Robert sur
les unités elliptiqueg9,11]. En s’inspirant, tres largement, des différents travaux de
ces auteurs, nous établissons des formules de distribution satisfaites par les formes de
JacobiD; en deux variables, associées aux fonctions de Klg&ip.

L'aspect additif de ces formes a été déja établi et exploité par A. Bayad et G. Robert
pour obtenir des éléments de Stickelberger elliptiques liés aux extensions attachées aux
points de torsion d'une courbe elliptique définie sur un corps de nombres. Donc, cet
aspect ne sera pas développé ici; pour plus d'informations, [¥¢#i.

Les applications des formules de distribution sont hombreuses. En effet, elles ont
été utilisées par Coates et Wilg§ pour obtenir des renseignements sur la conjecture
de Birch et Swinnerton-Dyer, par Coat§3] et de Shalit[15] pour démontrer des
résultats sur la théorie d’'lwasawa de certains modules liés aux courbes elliptiques a
multiplication complexe, par Gillard et Robeff] pour I'étude, a l'aide des unités
elliptiques, des groupes des unités des extensions abéliennes d'un corps quadratique
imaginaire et tout récemment, par Jar{és7] et Wildeshaug16,17] pour I'analyse de
I'analogue elliptique de la conjecture de Zagier (pour savoir sur I'utilisation des lois
de distribution dans l&-théorie des courbes elliptiques et I'analogue elliptique de la
conjecture de Zagier, on pourra regarfed]).

Il faut dire que la liste, ci-dessus, des applications des formules de distribution n’est
pas exhaustive. Dans ce travail, nous allons revisiter quelques-unes des applications que
nous venons de préciser. Donc, son objectif est multiple.

Dans un premier temps, aprés avoir établi notre formule de distribution satisfaite
par les formes de Jacolb;, nous en déduisons une formule de distribution pour
toute fonction elliptique. Ceci est exactement le résultat principal démontré par
Kubert dans[8]. Cependant, il est a noter que la démonstration donnée par Kubert
de ce résultat est différente de la nétre; en effet, dans sa démonstration, il utilise
essentiellement une formule de distribution satisfaite par les fonctions de
Klein .

Dans un deuxiéme temps, nous donnons une nouvelle démonstration de la formule de
distribution satisfaite par certaines fonctions zéta, établie par Coateq3jafnsuite,
nous associons a tout diviseur d& une forme de JacobD; et nous établissons
une deuxiéme relation de distribution pour ces formes. De cette derniére relation nous
en déduisons une amélioration du résultat de Jarvis et Wildeshaus démontré dans les
travaux cités plus haut.

1. Formes de JacobiDy (z, ¢) associées aux fonctions de Klein liées a un réseau
complexe

Soit H le demi-plan supérieur de Poincaré. Pour tout réseau complesigw1, w2)
désigne une base de sur Z telle que ImMwi/w2) > 0, on posetr = wi/wy € H
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et on définit I'aire deL par

w1 W Wo — Worw
L L _ Wiwz — wawi =|w2|2Im(‘c),

(L) = !
A =5 2i

w2 W2

le nombrea(L) est un nombre réet 0, indépendant du choix de la bage;, wz) de
L telle que ImMw1/w2) > 0. On définit alors la forme hermitienn&; (u, v) = %

ol (u,v) € C x C , et 'on poseE; = Im H;, de sorte queE (u,v) = %(ﬁgig“ ,
pour tout (u,v) € C x C . Notons queE; est une formeR-bilinéaire alternée; ses
valeurs surL x L sont entieres et elle vautl sur toutes les basdéw1, wp) de L sur

7 telles que Indwy/w2) > 0. Dans la suite, on utilisera de temps en temps la notation

e(x) = %* x e C.

1.1. Fonction éta de Legendre
Soit L un réseau complexe et s@ib1, wp) une base dé& surZ telle que IMwy/w2)

> 0. La fonction éta de Legendre est communément définie comme suit.zRo(r,
7 = ajw1 + axwy avecay, ax € R, on définit

n(z, L) = ain(wy, L) + azn(wg, L) 1.1

ou n(wi, L) et n(wy, L) désignent les périodes de “deuxiéme espéce” associées aux
périodes de “premiere especely et wp, c'est-a-dire,n(w;, L) (i = 1,2) est le seul
nombre complexe qui satisfait I'égalité

{(z4+w;, L) ={(z, L) + n(w;, L)

(i = 1,2) pour toutz € C\ L, ou { designe la fonction zéta de Weierstrd49,
Chapitre 18] Pour donner une jolie expression a la fonction éta de Legendre, nous
allons rappeler quelques résultats bien connus. La fonction donnée par la série

1
Z w2|w|2s’

wel \ {0}

est holomorphe en = 0, donc en particulier on peut définir

. 1
= tm, ¥

210125 "
we|lw
weL\ {0} |wl
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On peut alors montrer la formule suivar® Theorem 1.2, p. 226]

NGz L) = sa(L)z + TRL)Z' (1.2)

Cette nouvelle formulation de la fonction éta peut étre vue comme une généralisation
de la relation de LegendifdO, p. 241]

win(wz, L) — wan(wy, L) = 2. (1.3)

1.2. Fonctions de Klein

Nos références pour cette section sf®]. Dans la littérature, la fonction de Klein
AH'1(2), z € C, est définie par le produit infini

* Z Z 2
A=z 2 ] (1—§)ez+%(f), (14)
(eL,t#0

ou, écrivantz = ajwi + apwy avecai,az € R, on notez* = aing + azn, pour

Ny = ny(wi, L) et n, = n(w, L) les périodes de “deuxieme espéce” associées aux
périodes de “premiére especey et wo. Il faut noter que cette définition a un sens,
car l'applicationz — zz* (et donc, d’apres (1.4), aussi la fonctian— 21 (z)) ne
dépend pas du choix de la bagei, wp) de L telle que ImM{w1/w2) > 0. Ou encore
mieux, vue |'étude faite ci-dessus de la fonction éta de Legendre, on a

Zz Z 2
<%L(Z) = Ze_%w(z’l‘) 1_[ (l — %) e?""%(z) (1.5)
LeL,t#0

et commesz(L), a(L) et la norme|z|2 ne dépendent pas du choix de la bése, w»)
de L telle que Imwi/w2) > 0, on a la méme propriété pour la fonctiofi; (z).

La fonction #"; vérifie les propriétés suivantes:

(a) Pour toutp € L, on a

H'L(z+p)=yp(p)e(EL(p,2) /2) H L(2) (1.6)
N L _ 1sipe?2L,
pour toutz € C, ou I'on a poséy; (p) = { _1sipel\2L.

Remarquez que, pour toyset o éléments dd., on a

xL(p+0)=y(p)yL(0)e(EL(p,0)/2). .7
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(b) Elle est homogéne de degré 1, c'est-a-dire, pour foatC* et toutz € C, on a
H . (A2) = 2L (2). (1.8
(c) Elle admetz pour partie principale quandtend vers 0:

Iim #1(z)/z=1
z—0

Avant d’énoncer les propriétés (d) et (e), on va faire quelques considérations. Soient
L et A deux réseaux complexes tels quec A; on remarque qu’'alorA : L] est fini.
A chaque fois qu’on choisit une base ordonriég, wo) deL sur Z de sorte que pour
des entieram et n strictement positifs, le coupléew;, w)) définie par

’ w1 ’ w2
1= 2T

soit une base del sur Z, on dira que le system®& de représentants de/L défini
par

k k'
R = {—col—i— — w2, 0<k<m —1;0<k/ <n — 1},
m n

est le systeme de représentants d¢L adaptéa la base(wi, wp). Cette fagon de

parler est justifiée par le fait suivant, trés facile a vérifier:i8i, wp) est une base

ordonnée dé surZ, il peut arriver qu’il n’existe pas un couple ordon@#, n) d’entiers

strictement positifs tels quéw;/m, wz/n) soit une base del sur Z, mais s'il existe

un tel couple, il est completement determiné par la base ordopmgev,) (et en plus

[4: L] = mn). Certainement, la théorie des groupes abéliens de type fini assure qu'on

peut toujours choisir une base ordonn@e;, w2) de L telle qu'il existe le systeme

de représentants dé¢/L adapté a la baséews, wy), et méme aveen divisantn (bien

que cette derniére condition ne sera en général imposée par la suite) et de sorte que

Im(w1/w2) > 0 (remarquez qu'on peut changer par —wj;, sans changem ni n).

(d) Elle satisfait une relation de distribution multiplicative, lorsqu’on change de réseau.
En effet, soientL et A deux réseaux complexes tels gliec A. Alors, pour tout
systeme de représentarfisde A/L fixé et pour toutz € C, on a

%
J/A(z)ze(EL <z,z )/ )/L(z)]_[ }(Z(J;)t) (1.9)

teR teR

!/
ou, comme d’habitude, le produif| est le produit aved parcourant I'ensemble
teR
des éléments d&, sauf I'élément représentant la classe triviale Ajd..
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(e) De plus, si I'on choisit une base ordonnBe= (w1, wp) de L sur Z telle qu'il
existe le systéme de représentdRtsle A/L adapté a la basB, la racine huitieme
de l'unité ¢5(0) définie par

SB(O):e(Smn+m—n—3>’

8

ne dépend que dB. Alors, si Im(w1/w2) > 0, on a

. 2 (wh, wh)
teR (w1, w2
ou 7 est la fonction de Dedekind, dont le carré est défini par
T o0
2 P 2
P(z1. z2) = 2mize e (35) [T A = et (1.11)

n=1

pour toutzj, z2 € C* tels que Imiz1/z2) > 0 et ou I'on a posé& = z1/72.

Pour les démonstrations des relations (1.6)—(1.8), on peut se repdi2gr @n va
maintenant démontrer (1.9).

Commencgons par montrer I'égalité suivante:

14(p) = 1. (e (EL (p, > r)) VpelL, (1.12)

teR

ou R est un systeme quelconque de représentantsitde On considére deux cas,
selon[A : L] est impair ou pair.

Supposons qué/A : L] est impair. Alors, d'un c6té, le groupd/L est d’ordre
impair et donc O est le seul element annulé par 2 dans ce groupe, ce qui implique que

teR teR
L x L. Et d’'un autre coté, le fait qued : L] est impair implique que 2N L = 2L,
c'est-a-dire, un élément € L appartient a 2 si et seulement s'il appartient a2
donc, par la définition méme dg, et dey,, on ay;(p) = yx4(p) pour toutp € L.
Donc, dans ce cas, il est clair que I'égalitt12) est vrai.

Supposons qupa : L] est pair; alors on a certainement(p)\4:4) = 1. Pour montrer

> t e L etpar conséquert| EL | p, D t)) =1, carEy, est a valeurs entiéres sur

I'égalité (1.12), il suffit de montrer quer ,(p) = ¢ (EL (p, > t)) pour toutp € L.
teR

On remarque que s est un systéme de représentantsidé,, alors Y t— > r € L,
teS teR
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(b b))

Alors, sans perte de généralité, on peut choisir une base ordgnnée,) de L telle
gu'il existe le systemeR de représentants dd/L adapté a la baséws, wp), et il

donc

s’agit de montrer I'égalitéy,(p) =e| Er | p, D t)) pour toutp € L, avecR le
teR

systeme de représentants d¢L adapté a la baséwi, wy). Soit (m,n) le couple

ordonné d’entiers strictement positifs associd&Rapuisque[A : L] = mn et [A : L]

est pair, on am pair oun pair. D'un cété, remarquez qu’on a

t= w1 + w2,

Z nim—1) mn — 1)
2 2

teR
et d’'autre coté, que s € L, avecp = awi + bwy, dire quep € 24 équivaut a dire

que am et bn sont pairs tous les deux. Alors c’est un exercice facile de vérifier les
faits suivants:

1. Soientm pair etn impair, oum impair etn pair. Sip € 24, alorse (EL (p, > r))
teR

=1, et sip ¢ 24, alorse <EL (p, > z)) = —1, de sorte qu'on a bien(p) =
teR

e|EL|p, > t]] pourtoutp € L.
teR

2. Soientm et n pairs. AlorsL € 24 et Y t € L, de sorte qu’on a bhiery ((p) =

teR
e|Er|p, > t) | pour toutp € L.
teR

On termine ainsi la preuve de (1.12).
Montrons maintenant (1.9). Considérons la fonctior> ¢ ,4(z), ainsi que la fonc-
tion

/

Hp(z+1)

i Fo)=e <EL (z, > z)/2) AL [ =——.
teR teR A L)

Ces fonctions sont holomorphes et admettent le méme diviseur par rapport au réseau

L, qui est Y (7). De plus, grace a (1.6), on a
reA/L

H A+ p) = qa(pre (Eq(p,2) /2) H 4(2),
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et

F(z+p) = XL(p)[AiL]e (EL (P, Z[)) e(Ep (p,[A:L]z2) /2)F(z) VYpelL.
teR

Or
E (p,2) =EL(p,[A4:L]z) VzeC.

Donc, d'apres I'égalité (1.12), on concl(t que ces deux fonctions ont le méme facteur
d’automorphie par rapport au réseauPar conséquent, la fonctian— 4 4(z)/F(z)
est méromorphe, sans pdle et périodique dont I'ensemble de périodes canimnic,
c’est une constante non nulle. De plus,olirﬁA(z)/F(z) =1, ce qui achéve la dé-
—>

monstration de I'égalité (1.9).

Pour une autre démonstration, plus technique et calculatoire, de I'égalité (1.9), on
peut se reporter 8] (pp. 232—-234), ainsi que pour une démonstration de (14,0)
Théoreme 2.4, p. 235L.a démonstration de D. Kubert se base essentiellement sur la
formule de distribution du polynéme de Bernoultp(X) = X2 — X + %, c'est-a-dire,

N-1
Y Ba(X +k/N) = N"'Ba(NX)
k=0

et sur la formule

N-1
1-xN = ]_[ (1—e(k/N)X).
k=0

Remarque. SoientL et A deux réseaux complexes tels qlieC A. La théorie des
groupes abéliens de type fini assure qu'il existe un couple ordonné d’entiers strictement
possitifs (m,n) et un seul avean divisant n et tel qu'il existe une base ordonnée
(w1, wp) de L surZ de sorte que le couplew’, w,) définie par

, w1 , w2
w].:_’ w2:_’
m n

est une base del sur Z. On peut alors définir une racine huitieme de l'unitg;,
associée aux réseauk et L, par I'égalité suivante

3nn+m—n—3
ea)L = ¢€ 3 )
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de sorte que:q;;, ne dépend que des réseadxet L. Notez quee,,; = ¢5(0) pour
toute base ordonnéB de L sur Z telle qu'il existe le systeme de représentaRtde
A/L adapté a la basB, avecR possédant des parametngs’, n') tels quem’ divise
n’, car dans cette situation onm = m etn’ = n.

1.3. Formes de Jacobi

Nos principales références pour cette section $by]. Introduisons la fonction

ALz + o)

D ; =e(E 2)—MM———
Lz @) =e(EL(z, 9)/ )%/L(Z)%/L(QDY

(113

ou L est un réseau complexe de bager, wp) telle que ImMwi/wz) > 0 etz, ¢

appartiennent &\ L. La fonction D; est méromorphe par rapport a la premiére
variable, mais elle perd son analyticité vis-a-vis de la seconde variable; en contrepartie

elle vérifie plusieurs propriétés intéressantes connues.

() Elle ne dépend pas de la base;, wy), telle que In{fw1/w2) > 0, du résealL.
(b) Elle ne dépend que de modulo L.

(c) On aDr(z+ p; @) = e(EL(p, »))DL(z; @) lorsquep € L.

(d) On a I'équation fonctionnell®, (z; @)e(—EL(z, ¢)) = Dr(¢; 2).

(e) Elle satisfait une relation de distribution additive lorsque I'on change de réseau.

De fagon plus précise, soiehtet A deux réseaux complexes tels qheC A et
[A:L]=1.Alors on a

Y DLz o+0) =Dy )

teT

ou T désigne un systeme complet de représentantsite dans C. Ou d’une
maniére équivalente, grace a I'’équation fonctionelle, on a

> DL+ 119 e(—EL(t.19)) = DAz ¢).

teT

(f) Elle est aussi homogéne de degréd, c'est-a-dire
D1, (Gz; Ap) = A7 DL(z; @)

pour touti e C*.
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(g) Elle admet 1z pour partie principale quandtend vers 0:

lim zDr(z; @) = 1.
z—0

Pour la démonstration des propriétés (a)—(e), on peut se repof2gr lda propriété
(g) est une conséquence de la définition (1.13) et la propriété (c) de la foottiona
démonstration de (f) est facile. En effet, ceci découle immédiatement de 'homogénéité
de o1 et du fait qu'on a, pour tout € C*,

a(AL) = |/%a(L),
E;;(Jz, p) = EL(z, ®).

2. Enoncé du résultat principal et sa démonstration

Notre résultat est une formule de distribution multiplicative satisfaite par les formes
de JacobiD (z; ¢). Avant de préciser son énoncé, nous avons besoin de considérer la
fonction £ '(z; L, A), qui se définit comme suit.

Définition 2.1. Pour deux réseaux complexéset A tels queL < A, on définit la
fonction
A L@

H(z; L, A) = A1)

Suivant Kubert et Lang [9, p. 227; 8, Théoreme 3.1] et Rof&{13] cette fonction
simple, qui est quotient de deux fonctions de Klein, vérifie les propriétés suivantes.

(@) Si[4 : L] est impair, la fonction# (z; L, A) est elliptigue dont 'ensemble des
périodes est.. De plus, elle est homogene de dégre: L] — 1 par rapport a la
variable (z; L, A), c’est-a-dire, on a

H(Ozy AL, AN = ML L A).

(b) Si [4 : L] est pair, la fonction# (z; L, A)? est elliptique dont 'ensemble des
périodes contient le résedu

Ces deux propriétés seront améliorées a la fin de ce paragraphe.
Le résultat principal de ce travail est le théoréeme suivant.

Théoreme 2.2(Théoréme principal de distribution pour;). Soient L et A deux
réseaux complexes tels que C A. Alors, pour tous z et appartenant aC\ 4,
on a

0) Da(z; ) = A (p; L, A) [] Driz+1 @)e(—EL(t, 9)).
reA/L
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Ou de maniere équivalenten a

(ii) Da(zig) = A (L. A) [[ Driz:io+1).
reA/L

Démonstration. Ca découle des Propositions 2.3, 2.4 ci-dessous et de la propriété (c)
satisfaite par la fonctioD; (z; ). O

Proposition 2.3. Soient L etA deux réseaux complexes tels quec A. Alors, pour
tous z ety appartenant aC\ 4, on a

. L Diz41t @)
0) DA ¢) = Diz¢) [] %
reA/L L@
Ou de maniere équivalenten a
/
N Dp(z;p+1)
(i DaG o) =Drio) [| Tl
_ Dpr(z;1)
teA/L

Démonstration. La fonction z +— D,(z; @) et la fonction z — F(z) =

/
Dr(z; o) [1 %ﬁ%’) satisfont les deux propriétés suivantes.
redA/L

(a) Elles sont méromorphes et elles possédent les mémes zéros et pbles, & savoir,
'ensemble{—¢ +1;t € A} est 'ensemble commun des zéros et I'ensenfble €
A} est 'ensemble commun des pobles de ces deux fonctions. De plus, tous ces
zéros et tous ces pbles sont simples.

(b) On a une propriété dellipticité. En effet, d’'aprés la propriété (c) de la fonction
Dy, pour toutp € 4 on a

Dz 4+ p; @) =e(E (p, 9)) Ds(z; @).

De méme, pour toup € L, on a

F(z+p) = F(e(EL(p, ) [[ e(ELip, 9)
ted/L

=e([A: LIEL(p, 9)) F(2)
= e(EA(p, ) F(2).
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Plus généralement, pour topte A, on a

Dp(z+p+t;¢9)

reA/L

Comme la fonctionz + Dy (z + t; p)e(—E (¢, ¢)) ne dépend que demodulo L et
{p+1t;t € A/L} coincide avedt;r € A/L} moduloL, on peut écrire

[1 DL+t ¢p)e(—EL(t, @)
reA/L

I Dit: @)e(—EL(, 9))
teA/L

e([A: LIEL(p, ) F(2)
e (Ex(p, 9)) F(2),

F(z+p)

ce qui montre que la fonctio®; et la fonctionF ont le méme facteur d’automorphie
sous l'action ded, qui vaute(E 4(p, ¢)).

Les propriétés (a) et (b) impliquent que la fonctior> D;((ZZ;)‘/’) est elliptique pour
A et dépourvue de singularités. Donc, c’est une const@nten nulle.

Finalement, pour calcule€, on procéde de la maniére suivante. On sait, d’'apres la

définition de Dy, que

Dyp(z+1t; @)

U
1=lim zD4(z: ) = C lim zDL(z:
lim eDs(e; ) = € lim <Drz o) ] ==

reA/L
d'ou C =1, ce qui achéve la démonstration de la propositidn.

Proposition 2.4. Pour deux réseaux complexes L #ttels queL < A, et pour tout
zeC\4,0n a

(i) [ Pe@o™t=x@L, A
teA/L

et )

(il [] Dot eEL@t, ) = #(z L, A).

reA/L
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Démonstration. Grace a (1.13), on a
/

[ pean= [] eErizn/2

teA/L teA/L

Hr(z+1)
H LA (1)

et I'on obtient

ﬁ Hp(z+1)

!/
fed/L
l_[ Di(z;t)=e| EL | z, Z t /2 red/ - .
fed/L fed/L H QUL [T A L(t)
redA/L

La relation de distribution (1.9) satisfaite p#f; permet maintenant d’obtenir aisément
I'égalité

H 2(2)
D == 3
tel}L Lz 1) = AL ()AL

d'ou la formule (i).
La formule (ii) se déduit inmédiatement de la formule (i) et de la propriété
(d)de 1.3. O

La proposition suivante améliore les propriétés (a) et (b) concernant la périodicité
de la fonction#"(z; L, A).

Proposition 2.5. Soient L et4 deux réseaux complexes tels que A. Alors les trois
propriétés suivantes sont équivalentes

(a) La fonction z +— #'(z; L, A) est elliptique dont 'ensemble des périodes
contient L
(b) Pour tout system& de représentants dd/L dansC, on a

ZteL.

teR

(c) Il existe (w1, wp) et (w7, w,) bases ordonnégsespectivementde L etA, de sorte
que etw) = L, w, = =2 pour certains entiers strictement positifs m et n de
méme parité.
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Démonstration. Commencgons par montrer I'équivalence entre (b) et (c). On sait qu'il
existe, d'aprés la théorie classique des groupes abéliens de typgufiniw,) et
(wy, wy) des bases ordonnées tleet A, respectivement, de sorte que; = =1,

w, = =2 pour certains entiers strictement positifset n. Si I'on choisit

k K
Ro = {—w1+ —wp, 0<k<m — 1;0<k/' <n — 1},
m n

on a

_n(m—1) m(n — 1)
Zl‘— > w1 + >

2.
IE'RO

La condition )  t € L est alors équivalente au fait queet m sont de méme parité.

teRo
Puisque_ +— Y  t € L pour tout systemék de représentants d¢/L dansC, on
teR teRo

a bien I'équivalence entre (b) et (c).

Pour finir, montrons que (a) et (b) sont équivalentes. Ba@tL et soitR un systeme
de représentants dé/L; d'aprés la Proposition 2.4 et la propriété (c) satisfaite par la
fonction Dy (z; @), on a

H(z+p; L, A) = ]_[ Dp(z+p;0)7?
reA/L
= [] eEcp.)Drzn™

reA/L

e(—EL (er)) H Dp(z:n ™

teR teA/L

Donc, pour queX (z; L, A) soit elliptique pour le réseau L, il faut et il suffit que

e(EL <p,Zt>) =1 Vpel,
teR
ce qui équivaut a

(el ez
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c’est-a-dire

ZteL. O

teR

3. Les résultats de Kubert et de Coates, Kubert et Robert, revisités

Ce paragraphe est constitué par deux parties, dans lesquelles on montre, respec-
tivement, comment on peut appliquer notre résultat pour retrouver le théoréme, di a
D. Kubert, concernant la formule de distribution satisfaite par les fonctions elliptiques
et celui de J. Coates, D. Kubert et G. Robert concernant la formule de distribution
satisfaite par une certaine fonctidiz; L, A).

3.1. Le théoréme de Kubert

Le théoréme suivant exprime toute fonction elliptique a I'aide de nos formes de Jacobi
Dy (z; ¢). Cest une autre version du Théoreme 2.14 de Kufgrp. 237] dans ce
travail de Kubert, les fonctions elliptiques sont exprimées a l'aide de la fonction de
Klein 7.

,
Théoréme 3.1.1.Soient L un réseau complexe Bt= )" n;(a;) un diviseur principal
i=
r r
modulo L c'est-a-dire tel que )" n; =0 et Y n;a; € L. Alors toute fonction ellip-
i=1 i=1
tiqgue, admettant pour périodes le réseau L et pour diviseur le diviseuest égalea
une constante multiplicative non nulle pré&sla fonctiongp(z; L) définie par

ep(z L) = [ Dr(z —an™.
a;¢L

Remarque 3.1.2.La constante dans le théoréme ci-dessus ne dépend que du diviseur
D modulo le réseal, c'est-a-dire, siD’ est un autre diviseur vérifiant la condition
D =D’ (modL), alors les fonctiongp(z, L) et gp(z, L) coincident.

,
Démonstration. Tout d’abord, commé = > n;(a;) est un diviseur principal modulo
i=1
L, la fonctiongp(z; L) définie parz — [[ Dr(z; —a;)", est elliptique pour le réseau
ai¢L
L; ceci se vérifie facilement en utilisant la propriété (c) de la fonctionz; ¢). De

plus, D = Y n;(a;) est exactement le diviseur de la fonctigi(z; L). Donc, toute
i=1



A. Bayad, J.G. Ayala/Journal of Number Theory 109 (2004) 136-162 151

fonction elliptique admettant pour périodes le réskaet comme diviseur le diviseur
D, est certainement égale, a une constante multiplicative non nulle prés, a la fonction
gp(z; L).

Comme l'on verra dans la suite, des exemples remarquables du dernier théoreme
sont fournis par les fonctiong; et p; de Weierstrass. [

Exemple 3.1.3.Pour tousz et ¢ appartenant &\ L, on a

0L(2) —oL(@) = Dr(z, ) D (z, — ).

En particulier, sip est un zéro dgp,, on obtient

9L() = Dr(z, p)Dr(z, —¢).

Démonstration. En effet, d’aprés (1.13), on peut écrire

Hp(z+ @)
H L)AL (@)
" Hp(z2— @)
H (DA L (—p)
_ H'L(z+ @) HL(z— )
H LA L(Q) A (A L(—¢)
_ o)z —9)
H L (22 A L(9)?

Dp(z, )Dp(z, —¢@) = e(EL(z, 9)/2) e(Ep(z, —¢)/2)

et on en déduit, d’'aprés (1.13) a nouveau et la formule classique de différence pour la
fonction g, de Weierstras§9, p. 51] ou [10, Chapter 18, Section 1, Théoréeme Glie

Dp(z, ) D (z, —@) = p1(2) — pL(@). O

Exemple 3.1.4.0n a

/
pr@=-2 [[ Dr@o.
fe3L/L
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Démonstration. La fonction z +— ¢ (z) est elliptique pourL et son diviseur est
égale a

> 0 -30).

fesL/L

/
D'autre part, la fonctionG définit parz — [| Dr(z;t) Vvérifie les propriétés
fesL/L
suivantes. Pour toyt € L, on a

1_[ Dp(z+ p;t)

fesL/L

G(z+p)

!/
e|EL|p. Dt [[ preo.

fe3L/L fe3L/L
Donc

Gz+p)=G()

et la fonctionG est elliptique poulL. En plus, le diviseur dé&5 est égale a

Z (t) — 3(0).

felL/L

Par conséquentG et p; sont proportionnelles. Puisque Aiﬁ?’@i(z) = -2 et
—>

limzD;(z,r) =1, on a
z—0

/
91(2) =2 1_[ Dp(z;r). O
fe3L/L

3.2. Amélioration du théoréeme de Coates, Kubert et Robert, concernant les unités de
Stark

Le théoreme suivant est une relation de distribution pour la fonction

A (z; L, A),
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ou L et A4 sont deux réseaux complexes tels que 4. Nous montrons qu'il contient
le théoréeme de Coates, Kubert et Robert concernant les unités de Stark.

SoientL et L’ deux réseaux complexes tels qlieC L’. On désigne paM un
réseau tel quee C M et M NL' = L, et on poseM’ = M + L’; on remarque ainsi
gue linclusion L’ ¢ M’ induit un isomorphisme de groupds /L ~ M'/M. Soit
B = {w1, wp} une base dé& sur Z telle que Imw1/w2) > 0 et de sorte que pour des
entiersm et n strictement positifs, le couple; = wi/m, w, = wz/n Soit une base
de L’ surZ, et soitR le systeme de représentants K¢ L adapté a la baséw1, w);
soit B = {w1, w2} une base d&M sur Z telle que In{w1/w2) > 0 et de sorte que pour
des entiersn et i1 strictement positifs, le coupl&; = w1/, w5 = Wwo/f SOt une
base deM’ sur Z, et soitR le systtme de représentants Me¢/M adapté & la base
(w1, wp). Remarquez qu’en tout cagn = mn.

Théoréme 3.2.1.Sous les hypotheses ci-desspsur tout systéme de représentaits
de M/L, on a

l_[ A (z+o; L, L")
oeS
eg(0)IM:L] ”12(w/1, w/z)[M:L]
- %(z’ M’ M/)e (EL ( t’ OC)) 1.
t;:? ogS‘ eg(0)  n?(wy, wp)M L]

2 (i, W) MM

n?(wy, wh)

Démonstration. D’aprés la Proposition 2.4(i), on a
/
A+ L L)y =[] Dez+oun™
teR
Donc
/!

1_[ H(z+o L, L) = l_[ 1_[ Dr(z+o; 1)L,

oeS 0eS teR
Les produits étants finis, on peut alors les intervertir, et on obtient

[1# G+ )=T]]] (DL(z + o) Ye(EL (o, z))) e(—EL (%, 1)).

oeS teR aeS
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Mais, grace au théoréme principal (Théoreme 2.2), on a

Du(z ™t = A (6 L) [ (Dute+ o0 te(EL ).
aeS

et alors on peut écrire le produit ci-dessus comme suit

[[]#Gc+uL.L)=]] bu@n™[] #@L M

aeS teR teR

xe<_EL<£;a,2;t)).

Le fait que l'inclusion L’ € M’ induit un isomorphisme de groupds/L ~ M'/M,
implique queR est aussi un systeme de représentantd/deV, et alors, grace a la
Proposition 2.4(i), on a bien

A (M M) =T]Du@o™,
teR

d’ou

[[# (+wL.L)
oeS

= (2 M, M) ﬁ H(t; L, M)e (—EL (Z o, Z t)) .

teR oS teR

Pour achever la preuve, il reste & montrer que

—1 P, wp)ME p? (g, )M

n2(w, w)M"L1 p2(w), wh)

’

]—[ A (t; L, M) = (Mg 5(0)
teR

ce qui se fait facilement. En effet, la relation de distributidn10) appliquée a la
fonction 2#'; donne la formule

/ 2 / /
(w7, wy)
[1 00 = a0 =i
teR ={wi, w2
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et appliquée a la fonctiot¥”y; donne la formule

n2 (1, wo) M M-

[] #u@ =250
t€7~z

Alors, de la Définition 2.1 on obtient I'égalité

2wy, wy) ML 2, ig) MM

n?(wa, wp) [LLIMELT p2(], ))

[T 7 @ L M) =ep@™H ezt
teR

Or[L:L|M:Ll=[M:MM:L]l=[M :L)], donc

1 ’,’2(wi’ w/z)[M:L] 172(1]]1’ wz)[M ‘M]

n?(wy, w)ML1 p2(], Wh)

[]# @ L.M)=ep@M " eg0)
teR

b

et le Théoréme 3.2.1 est demontré]

Lorsque[L’ : L] est impair, on considere la fonctidfiz; L, L") définie pourz ¢ L’
par le produit fini suivant

1

@ =llo s

reT
ou T vérifie la réunion disjointel’ U —T U {0} = L'/L (voir [9, p. 228).

Corollaire 3.2.2 (Coates—Kubert—Robert Revisité3ous les mémes hypothéses que
dans le Théoréma8.2.1 et lorsque[L’ : L] est impair on a

[]¢c+arL. L)

ueS
B . . 88(0)[M:L] n2(wi, w/z)[M:L]
=L@ M. Me <EL (Z L2 a)) e5(0)  n?(w1, wp)M"L

teR  aeS

n2(iy, p)M" M

N2 (0}, Wy)
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Démonstration. Il suffit de prouver que la fonctiofi(z; L, L") coincide avec la fonction
A (z; L, L"), ce qui se fait aisément. En effet, pour taustr € C\ L on a

Dp(z;t)Dp(z; —1) = p1(2) — L (1).

Comme((z; L, L") = [] etTU-TU{0}=L'/L, on peut écrire
te

1
fer oL (2)—oL(1)

1 /
(L. Ly=]] _ — = [[ bt
iy Pr@nDr(z—0) Feli/L

Mais, pour tous réseaux complexeset L’ tels queL € L’ et toutz € C\ L', grace
a la Proposition 2.4(i) on a I'égalité

/
[] prant=xGL, L),
fel’/L

et le corollaire est démontré.[J

Le Corollaire 3.2.2 améliore le théoreme de Coates, Kubert et Robert [3, appendice,
Théoreme 8; 8, Théoreme 3.2, 12, relation (1)], car celui-ci est obtenu sous la condition
[L": L] est premier avec 6.

On rappelle que di est un réseau complexe @by, wo) et (w1, w2) sont des bases de
L surZ telles que Infwy/w2) > 0 et Im(1/2) > 0, on an?4 (w1, wo) = 24 (1, W2).

On peut donc définir

ALY = p*H (w1, wo),

ou (w1, wp) est n'importe quelle base de sur Z telle que Imwi/w2) > 0. Alors,
lorsqu’on passe a la puissance 12-ieme, le Corollaire 3.2.2 devient le corollaire suivant,
qui est un résultat classique (voir par exemfé, p. 50).

Corollaire 3.2.3. Soient L etL’ deux réseaux complexes tels quec L’ et [L' : L]
est impair. On désigne par M un réseau tel guec M et M N L' = L, et on pose
M’ = M + L'. Alors, pour tout systeme de représentaitde M/L, on a

5 A(L/)[M:L] A(M)[M':M]
A(L)[M’:L] A(M’)

[] e+ L, L)'= M, M)
oeS

Démonstration. Soit (m, n) le seul couple ordonné d’entiers strictement positifs avec
m divisant n et tel qu’il existe une base ordonnée= (w1, wp) de L sur Z de sorte



A. Bayad, J.G. Ayala/Journal of Number Theory 109 (2004) 136-162 157

que wj = wi/m, w, = wp/n est une base dé&’ sur Z. PuisqueL’/L ~ M'/M, il
existe aussi une base ordonnBe= (i1, W») de M sur Z de sorte quen; = wy/m,

w, = wz/n est une base dé&f’ sur Z; en plus, on peut supposer, sans perte de
généralité, que Irfwy, wo) > 0 et que Infw1, w2) > 0. D’aprés la remarque faite a la
fin du Section 1.2, on a donc

EM'/M = €L’/L»
et le Corollaire 3.2.2 implique I'égalité

[]le+wrL. L)
oeS

200,/ /\[M:L]

L)—1 M- (wh, w))

=z M, M)e | EL £,y o) | MEL T T T
2 (i, o) MM

n2(wy, wh)
Puisque[L’ : L] = mn et [L’ : L] est impair,m et n sont tous les deux impairs, donc,

2
d'une part, >> teL et 2) aeL, de sorte que (EL (Z Yy oc)) =1, et

teR aeS teR  aeS
d'autre part, 3in+m—n—3 est pair et alorge; ;)% = 1, care,, = e(3ta=n=3)
Alors, c’est clair que, par passage a la puissance 12-ieme, on obtient le Corollaire 3.2.3
a partir de la derniére égalité[]

Remarque 3.2.4.0n notera que le nombre

20,/ INIMIL] 207~ =~ N[M':M]
1 wq, ® w1, @
el E, Z t’z o E[LA/4/.LL] 1 ’12( 1 2)[M/'L] n( 21~/2)~/
= 3 n=(wy, w)M*= ne(wy, ws)
défini dans la démonstration du Corollaire 3.2.3, fournit une racine 12-ieme de la

guantité

A(L/)[M:L] A(M)[M/:M]
AT A

Il faut dire que, lorsque[L’ : L] est premier avec 6, on est proche du remar-
qguable résultat du travail de G. Robert sur la racine 12-ieme canonique de la fonction
delta[12].
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4. Amélioration d’'une formule de distribution établie par Jarvis et Wildeshaus,
concernant la fonction ¢ de Siegel

Dans ce paragraphe, on définit des formes de Jacobi associés aux divisélet de
puis on montre, a I'aide de notre résultat principal, que ces nouvelles formes satisfont
une formule de distribution. Cette formule améliore celle établie par F. JEwisl7]
concernant la fonctiop de Siegel. Il faut dire que la formule explicite donnée dans le
Théoreme 0.1 d§7] est la méme que celle donnée dans le Théoreme O[B]denais
le principe des démonstrations n’est pas le méme. Il est a noter que cette formule n'est
vraie qu'aux racines de l'unité prés. Dans ce qui Suit, nous proposons une troisieme
facon de procéder pour retrouver une vraie formule, c’est-a-dire, nous déterminons la
racine de l'unité qui manquait a Jarvis.

SoitL un réseau complexe. &1, wo) désigne une base detelle que ImMw1/wy2) >
0, rappelons que la fonction de Siegel associée et a la basews, w) de L est
définie par

o(z w1, w2) = AL (w1, wo), (4.2)

ou 5 est la fonction de Dedekind, dont le carré a été défini dans (1.11). La fonction
¢, de Siegel est homogéne de degré.
r

Pour tout diviseurD = Y n;(a;) de C, principal ou non, on définit la forme
i=1

oD wi,wa) = [ op(ai; w1, wa)™, (4.2)
a;¢L

et pour toutr € C, on pose

r

Dot = Z ni(a; +1).
i=1

Le résultat suivant est celui de Jarvis amélioré.

Théoreme 4.1(Jarvis revisité).Soient L et4 deux réseaux complexes tels que& A;
soit B = (w1, w2) une base ordonnée de L surtelle quelm(wi/w2) > 0 et de sorte
que pour des entiers m et n strictement positiés couple w; = wi/m, wyH = wa/n
soit une base del sur Z, et soit R le systéme de représentants d¢L adapté a la
base(wq, wy). Alors on a

@ 4(D; wi, w) = &5(0)%e (EL (Z 3 y)) [T or@& w1 wo)

teR teR
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pour tout diviseurD = (x +y) + (x —y) — 2(x) — 2(y) + 2(0) vérifiant
SuppD) N A = {0}.
Démonstration. Elle consiste en une suite d'égalités élémentaires qui sont faciles a

démontrer, dans lesquelles on utilisera le théoréme principal (Théoréme 2.2) et plusieurs
propriétés du Sections 1.2 et 1.3. En effet, @iun diviseur deC de la forme

D=(x+y+&x—-y) —2x) —20y) + 20,

et tel que Sup() N A = {0}. D’'une part, la définition du diviseuP nous assure que
x#0,y#Qetx #A#+xy.Donc,onax ¢ A, y¢ A, x+y¢Aetx —y¢ A Dautre
part, remarquez que, pour toue R, on a

DoOt=x+y+)+x—y+1)—2(x+1) =2y +1)+20). (4.3)
La définition (4.2) dep , nous donne

¢ 4(D: wy, wy)
= 4 (x + v Wi, WP (x — 3 wh, WHP 4 (x3 Wi, whH) 2 4 (v; wh, wh)
et alors, si on rappelle la définition (4.1), on a
¢ 4(D; wy, wp)

= A p(x + VI (wh, wy) A 4(x — )P (wh, wh) A 4(x) 2~ Hwh, wh)

x A () Wl wh).
Grace a (1.8), on déduit qu#” 4, est une fonction impaire, on peut alors écrire

Aty A ax—y)
HNC)H () H p)H 4 (=)

@ A(D; wi, wy) = n- 4wy, wh).

Notez quee(E 4(x, y)/2)e(E 4(x, —y)/2) = 1, donc de la derniére égalité et (1.13) on
déduit

@ 4(D; wh, wh) = —D4(x; Y)DA(x; —y)n~Hwh, wh).
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Maintenant, grace au théoréme principal (Théoréme 2.2, ii), de la formule precédente
on obtient
@ A(D; wh, wh)

=—A (LA [] Dty +0 [] Dot =y +on*wh, wh).  (4.4)
teR teR

Pour le pas suivant, remarquons plusieurs faits. De (1.13) on déduit

Hr(x+y+1)

Dr(x;y+1t)=e(ErL(x,y+1)/2) H L)ALy +1)

et

ALx —y+1)
H LA L(=y+1)

Dp(x;—y+1t)=e(EL(x, =y +1)/2)

la Définition 2.1 et le fait que I'ensembl® possede[4 : L] éléments, implique
automatiqguement les égalités suivantes

%L (X)Z[A:L]

H(x: L, N)? = IR

[T 7#10)? = AL )*4H,
teR

c'est facile a vérifier que
[ eEax.y +0)/2e(Estx. —y +1)/2) = ¢ (EA (x, > t))
teR teR
et la formule (1.9) implique
2
Ha@?=e|Eq(x Y 1)) #1()? ]_[ ALl +2t) .
teR teR AL ()

De ces derniers faits divers et de I'égalité (4.4), on déduit

® 4 (D; wy, wh)

! A LxX+y+DA L (x—y+1)
=—[1 #.0)?
zl;lz L tl;[z AL +12AH L (y+ DA L(—y+1)

x 4wl wh). (4.5)



A. Bayad, J.G. Ayala/Journal of Number Theory 109 (2004) 136-162 161
Mais grace a (1.10) on peut écrire
/
’ 2 -4 2 —4[A:L
[T # o ). wy) = ep©@?n~ M wy, wo)
teR

et, compte tenu de (4.3), on sait que

Hir(x+y+) A (x—y+1)

4
T A T

@ (DD1; w1, w2) =
donc de I'égalité (4.5) on obtient

@ A(D; wh, wh) = =0y [ (D@13 w1, w2),
teR
ou
_ 1—[ «/L(y +1)
HL(=y+1)

Il reste simplement a déterminer Mais la détermination de est une conséquence
immédiate de (1.9) et du fait que les fonctiov& , et #'; sont impaires; en fait,

on a
'y:_e(EL (Z t,y>)’
teR

d’ou finalement I'égalité cherchéel]

Remarque 4.2.(1) Notre méthode de démonstration est différente de celle de Jarvis.

(2) Le nombre complexes(0)%¢ [ E. [ 3 ¢,y ] | dépend du choix de la bagede
teR
L telle qu'il existe le systeme de représentaRtgle A/L adapté a la basB. Lorsque
y définit un point des-division de la courbe elliptiqu€/L, ce nombre est une racine
8s-iéme de l'unité.
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