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Résumé

Dans cette Note, nous donnons deux applications aux somnigglesuelliptiques d’ApostolBedekind—Zagier dj étudiées
[Bayad, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004) ; DOI : 10.1016/j.crma.2004.07.018]. Ces sommes sont définies a partir de
certaines formes de Jacobi de deux varialikesz; ¢), ou r est dans le demi-plan de Poincaré. Pguixé et Im(t) — oo,
ces sommes elliptiquesdennent les sommes multiples classiques de Dade#tudiées par Zagier [Math. Ann. 202 (1973)
149-172], ainsi que les sommes d’Apostol [Duke Math. J. 17 (1950) 147-157 ; Pacific. J. Math. 2 (1952) 1-9]. Nous explicitons
une loi de réciprocité a la Dedekind satisfaite par ces sommes classRpueiter cet article: A. Bayad, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Applications to elliptic Apostol-Dedekind—Zagier sumsin this Note, we give two applications to our work [Bayad, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 332004); DOI: 10.1016/j.crm2004.07.018] conceing multipleelliptic Apostol-Dedekind—Zagier
sums. These elliptic sums are defined by meart®dfin Jacobi modular forms of two variablBs (z; ¢). When Im(t) — oo,
these elliptic sums give the classicapéstol-Dedekind—Zagier multiple mis [Apostol, Duke Math. J. 17 (1950) 147-157,
Pacific. J. Math 2 (1952) 1-9; Zagier, Math. Ann, 202 (1973) 149-172]. We give a reciprocity law for thes@suaitesthis
article: A. Bayad, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Dans ce qui suit, les notations sont les mémes que dans [3].
1. Etude des formes de JacohD. (z; ¢) : cas ou Im(z) — oo

SoientH le demi-plan supérieur ete H. On considére alors le réseau compléxe Zt + Z. Suivant [3], la
forme de Jacobi associée au réséanotéeD. (z; ¢), est définie par la fonction de Kleif, (z)

Do) = e(Er.9)/2) oty mzet [ (1)l dir,
KrL(@KL(p) CeL, (0 ¢
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ou, écrivant; = z1t + z2 aveczi, z2 € R, on notez* = z1n1 + zon2 etn1 = n(zr, L) etna = n(1, L) les périodes
de «deuxiéme espéce » associées aux périodes de « premiére espéde »

La fonction D, est méromorphe par rapport & la premiére variable, mais elle perd son analyticité vis-a-vis de la
seconde variable ; en contrepartie elle vérifie plusieurs propriétés intéressantes confére [3].

De plus, lorsque Irfr) — oo, on obtient

(i) Pourtoutz € C\L. On a alors,
m(cot(r {p}) + cot(m {z}))e27zllva)  sj(zy, p1) € 72,

lim  De(z,0) = 7 (col(m{p}) — e 2lalive] sig1€Z,21 ¢ 7,
Im(t)— ‘ m(cot(m{z}) — i)ezm{<ﬂ1}zz—2lﬂ[11]{<ﬂ2} SizieZ, 1 ¢ Z,
0 Siz1 ¢ Z. 1 ¢ Z,

ou I'on a pos€z} = {z1}t + {z2} et[z] = [z1]T + [z2], OU{z1}, {z2} sont les parties fractionnaires dg z»
(resp.[z1], [z2] sont les parties entiéres dg z2) habituelles cary, z2 € R.
(ii) Pourtoutp € R\Z, on a

2 opiyd = —2¢(2l) sij=21,1>0,

lim d = (Zl)'
Im(7)— )= mcot(m ) sij=1,
0 sinon.
(iii) Pourtouty = @17 + 92 € C avecps e R\Z,on a:
. B;
lim  d;(p) = M(Zﬂly
Im(t)—o0 J!

ou B;(X) est lej-iéme polynéme de Bernoulli.

Le (i) se déduit de [3]. (d), (ii) et (iii) se déduisent du développentele Laurent de la cahgente. Rappelons
la définition des sommes elliptiques mulédp d’Apostol-Dedekind—Zagier [3].

Définition 1.1. Pour toutp élément non nul d&@,\ O, et tous entiers naturets, k, on définit

(i) la somme elliptique de Dedekintl p; a1, ..., a,; m, ¢, z, T) paramétrée par les complexes :

1
d(p;at,....ap;m, 0, 2,0)== Y e(EL(w,9))D <z+—,¢> l_[Dr<ak— )

weL/pL\{0}
(ii) la somme elliptique multiple d’Apdasl-Dedekind—Zagier paramétrée pgar

1 1 o "
Sk(pia,....apim, g, V)=~ (EL(ww))k'dk{ f<z+%;w>} HDT<aJ )

P yeripro l=0 j=1

2. Application 1 : Sommes multiples de Dedekind—Zagier a parameétre

Dans cette Section, on se donnge. . ., a, entiers naturels deux a deux premiers entre eux®tNous nous in-
téréssons ici aux sommes suivantes, a paramgteeR\7Z etm € N, qui généralisent celles étudiées par Zagier [5]
(correspondant & = 3)

a—1

1 k " ka;
d(aj;ao,...,4;,...,4,;,m, @) = — E (COt(—n ) + COt(rrga)) | | (COt(n a]> + COt(mp)).
aj aj . aj
0 j#l<n

k=1
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La méthode qu’on atilisé pour montrer le iéoréme 2.1 [3] permet de donner une version plus générale au résultat
de Zagier [5], en faisant tendre (m) — oco. D’une maniere précise, on obtient

Théoreme 2.1 Soientm € N, d > 2 divisantag + - - - + a, + m. Alors pour touty = g, 1<k<d-10na

m fois
i —
Xn:d(al'ao iy, gy= eI mt D)y i@ 1 G0, 801 9)
[_0 b b b b b 9 b Sin(nw)m+n+l aO . an 9

oul'onaposé
m fois

o
bim@ 160 s @ =KD i Res<(

aog---dy

cot(z) + cot(rp))” ]_[ cot(a;z) + COT(JT(p)) )
|z=0

j=0
Démonstration. Il suffit de reprendre la preuve du Théoréme 2.1 [3], en introduisant la fonction
x— f(x,p)= (Cof(z) + COT(JT(p))m ﬁ Cot(a;z) + cot(m¢)
j=0
qui est la limite de la fonction, introduite pour prouver le Théoréeme 2.1 [3],

n
x— F(x,9)=Dr(x; )" [ | Dr(awx; 9),
k=0

guand Infr) — oo, x, ¢ € R\Z. Puis, on applique le théoréme des résidus a la fongtien f (x, ¢).

Remarque 1.Dans [4], on sait qug, (ao, ..., a,, ¢ = %) =Li(p1,...,p) k=7500p;,i =1,...,k, estlei-eme
polynéme élémentaire symétriqueay) . . ., a, et L le polyndbme de Hirzebruch connu par les topologistes.

3. Application 2 : Sommes d’Apostol
On applique le Théoréme 3.2 [3], paue= 1 etm = 1 ou 2. On obtient le résultat suivant :

Théoréme 3.1.Soientag, a1 éléments non nuls d@;\O; . Alors, pour touty paramétre de point de 2-division
non nul deC/L ettoutk e N, on a

(i) Siag+a1=1(mMod20;), alors Sk (ag, a1; 1, ¢, ) + Sk (a1, ao; 1, ¢, ) est égale &

0 si k est impair

I+1
" aoa (Z dai (@)1 (9)aglay 7 + (2 + 1)d21+2(§0)> sik=2I.
i=0

(i) Siag+a1=0 (mod 20}), alors Si(ao, a1; 2, ¢, t) + Si(a1, ao; 2, ¢, T) est égale a

0 si k est pair

[+1

2/ : 5 .

—@(@1 +DGata(L) = Y dailp)day2-2i(p)ag a2 +? 21) sik=2—1.
i=0
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En particulier sip = % et Im(t) — oo on déduit de ce théoréme et des propriétés (i)—(iii) de la Section 1, un
résultat connu sur les sommes d’Apostol [1], p. 149, [2], p. 6. Plus precisément, on obtient

Corollaire 3.2 (Apostol revisité) Pourag, aj entiers naturels premiers entre eux=efl, on a

sk (ao, a1) + sk (a1, ao)

_nig+t 2 g B . ' B

(-1 < 2 2422 2i 214220 | (g 4 1) D242
= @) (2 +2-20)! (21 +2)!

0 si k impair,

) Sik=2I,

= aoai

ou I'on a posé

-1
1 o7t wait

Sk(ao’al):—k'a cot — cot — ).
lag = 0 0

Ceci peut étre formulé d’une autre maniére équivalente

Corollaire 3.3. Pourag, aj entiers naturels premiers entre euxsetl, on a

Sk (ao, a1) + Sk (a1, ao)

1+1
(=D @)+ Boi  Bay2-2i 5 o402 Boj42 .
24+1)——F-| sik=2,
2oai@rz-2n@h T TET VG,
0 si k impair,

= aoai
ou l'on a posé
-1
13 t Tant
Sk(ao, a1) = — Z ;(k +1, —) cot( A )
ao —0 ap aop

ete(s, x) =Y o o(n+x)~" estla fonction zéta d’Hurwitz définie pout® > Letx #0, -1, -2, ....

Cela résulte du Corollaire 3.2, compte tenu de la formule

75+l coth (7 x)

o = (=¥t +1,x) — ¢k +1,1—x), Vx, x| <1, ke N*.
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