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Le présent texte adapte au cadre rigide, c’est-a-dire aux courbes elliptiques de
Tate K*/g% et aux fonctions g-périodiques, la preuve d’une relation de distribution
additive présentée dans [ BA-RO] pour le cas des tores complexes C/Q. Les fonc-
tions qui la satisfont sont notées D,z. D’autre part nous calculons, via une intro-
duction ad-hoc de “fonctions de Siegel rigides” définies sur les seuls points de
torsion de K*/g%, la valuation g-adique en un point de torsion fixé de ces fonctions
D,z. Ceci nous permet enfin, en appendice, de donner une méthode de calcul plus
efficace des valuations g-adiques de produits de résolvantes elliptiques, définissant
des éléments de Stickelberger quadratiques, telles qu’apparues d’abord dans
[ BA-B-CN] puis sous la forme présentée ici dans [ BA-RO].  © 1997 Academic Press
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0. INTRODUCTION

On sait que pour tout corps local il existe une théorie analytique des
fonctions périodiques, développée par Tate et Roquette analogue a la
théorie des fonctions elliptiques pour un réseau complexe. Cest cela le
cadre de notre travail; la méthode est une illustration du principe de
Lefschetz.
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2 ABDELMEJID BAYAD

Nous nous sommes servi du cas complexe traité dans [ BA-RO] comme
d’un guide: en particulier p et / ne sont pas des nombres premiers, mais
simplement des entiers vérifiant (p, /)= 1. Nous fixons K un corps local et
K une cloture algébrique de K, et notons car(K) sa caractéristique. Nous
désignons par ¢ un élément de K* de valuation strictement positive. Nous
notons v la valuation discréte normalisée de K. En fait, ce travail s’inspire
du schéma suivant:

Pour Q un réseau de C, le tore} {Pour le sous-groupe discret g% de
S

complexe C/Q, K*,1a courbe de la Tate K*/q%,

et Y € C (resp. K*) un point de torsion d’ordre fini dans C/Q (resp. K*/q%)

[ dans le cas rigide, c’est cette
formule de distribution multi-
plicative que permet d’associer,
dans la définition 2.5, a 'analogue
rigide de la fonction de Siegel
relative au sous-groupe discret ¢*
de K* une nouvelle fonction encore
dite “de Siegel” relative au sous-
\ groupe discret g%y % de K*.

les fonctions de Siegel associées
aux réseaux Q et A =Q+ Zy -

sont liées par une formule de <
distribution multiplicative.

Remargue 0.1. Lorsque Y engendre g%y% on retrouve la fonction de
Siegel rigide relative au sous-groupe discret % de K*; cf. remarque 2.6.

Donc, nous définissons une fonction de Siegel rigide associée au sous-
groupe discret g% de la facon la plus naturelle possible. Ensuite, pour le
sous-groupe discret g%y * de K* nous donnons une formule pertinente qui
définit la fonction de Siegel correspondante. Nous remarquons que cette
derniére définition est I'analogue, sur une courbe de Tate K*/g%, de la
formule de distribution satisfaite par les fonctions de Siegel sur le tore
complexe, cf. [K, Th. 2.3].

Drautre part, par souci de complétude, cf. lemme 4.2, nous établissons
I’analogue rigide du résultat fondamental “Toute fonction elliptique non
constante est de valence supérieure ou égale a 2”.

Pour « un autre point d’ordre fini, soient

A=q%p* — I'=q"*
deux sous-groupes discrets de K*, contenant chacun g%, et supposons que

(i) les groupes cycliques 4/q% et I'/q% sont d’ordre respectif p et /;

(1) les entiers p et / sont premiers d’entre eux, de sorte que
AnT=q%
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De plus, notons X le réseau somme A + I, si bien que 2/4 ~ A/q* est un
groupe cyclique d’ordre / et X/I"~ A/g* un groupe cyclique d’ordre p.

Pour chaque point de torsion (¢ modulo A) non trivial dans K*/4 et
d’ordre divisant p, nous construisons une fonction F; méromorphe de
diviseur (¢)—(0) relativement a A ainsi qu'une fonction F, méromorphe
de diviseur (@["/1)—(0) relativement a X, possédant toutes deux g%
comme réseau de périodes. On note ici [1//], un inverse de / modulo p.

La fonction F, posséde pour multiplicateur sous l'action de A/g% les
mémes multiplicateurs que la fonction F, sous I’action de X/I", a savoir des
racines de I'unité données par I'accouplement de Weil d’indice p (en fait,
d’indice l'ordre de (¢ modulo A)). Ainsi, la fonction F,—qui est donc
périodique pour /—est égale a la somme des translatés de F, par les points
de I'/g*”.

Par ailleurs, en affectant ces translatés de racines /-iémes de I'unité
convenables, on obtient plus généralement des fonctions méromorphes cf.
th. 4.1 de diviseur (z,) —(0) relativement a X, pour les points z, de torsion
dans K*/, d’ordre divisant /p et tels que zj = ¢; comme F, ces fonctions
possédent ¢% comme réseau de périodes. Une écriture explicite pour z, est
donnée, modulo ¢%; le cas de F, correspond a z,= oL/ 1, cf. formule (3.3).

Enfin, une partie non moins importante de ce travail consiste a évaluer
les valuations g-adiques de ces diverses fonctions, cf. prop. 2.10 et th. 3.13.
L’appendice applique ces calculs a certains produits de ces fonctions,
dont l'intérét arithmétique est montré par [ BA-B-CN] et [ BA-RO]: du
point de vue de ces auteurs, il s’agit de produits de résolvantes elliptiques
auxquelles sont attachés des éléments de Stickelberger quadratiques qui
permettent, sous certaines conditions arithmétiques, de factoriser le
discriminant d’une courbe elliptique semi-stable, supposée définie sur un
corps de nombres.

1. PRELIMINAIRES

Nos références pour ce paragraphe sont [BA, Chap. I11] et [ROQ,
Section 2]. Pour une série de Laurent Yn=n, a4 X", avec a, €K, qui
converge pour tout z de K*, nous associons la fonction

(z+—>f(2)) de K* dans K.

Donc, toute fonction associée a une série de Laurent du type précédent
est dite holomorphe sur K*. On confond souvent dans les notations la
fonction et la série qui la définit.

L’ensemble des fonctions holomorphes sur K*, est un anneau intégre
pour les opérations naturelles. Notons M son corps de fonctions.



4 ABDELMEJID BAYAD

D’aprés le théoréme de préparation de Weierstrass, adapté au cas rigide,
tout €lément f de M, s’écrit comme un quotient g/ de deux fonctions
holomorphes g et 4 sur K*, sans zéros communs. Ce sont ces éléments de
M . que nous nommons fonctions méromorphes sur K*.

DEFNITION 1.1, Une fonction méromorphe sur K* est dite g-périodique
lorsqu’elle satisfait:

pour tout élément z de K* ou f est définie.

Pour une telle fonction f* écrite sous forme reduite g/h, avec g et h
holomorphes comme ci-dessus, et tout a € K*, on note m,_ ,I'entier relatif
défini par

la multiplicité de g en «, si « zéro de g;
m, ;=<4 —la multiplicité¢ de / en a, si « zéro de A;

0 sinon.

Si de plus la fonction méromorphe f est g-périodique, on définit son
diviseur comme la somme formelle

Y my ().

oae K*/qg?

En fait, soient m,, ac K*/q%, une famille d’entiers relatifs, tous nuls
excepté un nombre fini d’entre eux. Les deux propriétés suivantes sont alors
équivalentes:

> m,=0, [ a™=1(mod ¢*); (1.2)

xe K*/qZ ae K*/gL
et

il existe une fonction méroporphe g ~ périodique f,

unique a constante multiplicative pres, (13)

dediviseur Y m,(a).

e K*/q%

Il sagit la tout simplement du théoréme d’Abel-Jacobi et de sa
réciproque sur une courbe de Tate K*/q”.



VALUATION ¢-ADIQUE 5

DEFINITION 1.4, Soit f une fonction méromorphe g-périodique sur K*,
non nulle, on appelle valence de f et on note val z( /) I'entier

valz(f)= Y m, ,ou « parcourt les zéros de f dans K*/q”.
ae K*/gt
Il est clair que, pour une fonction f méromorphe sur K* et dont le groupe
des périodiques contient ¢%p%, ou f est un point d’ordre ¢, la valence de
f relativement 4 ¢g%B% est donnée par la relation

Valqz(f) =/ VaquﬁZ(f).

On déduit de (1.2) et (1.3) que, comme dans le cas des fonctions d’une
variable complexe doublement périodiques, toute fonction g-périodique
non constante est de valence supérieure ou égale a 2.

DEFINITION 1.5, Pour tout entier n nous notons E[n] le groupe des
points de K*/g% tels que : x" = 1(mod g%).

ProrosITION 1.6.  Soit n un entier, n>=1. Alors, lorsque n nest pas
divisible par car(K), la caractéristique de K, on a

E[n] ~Z/nZ x Z/nZ.

Si g'" (resp. &,) désigne une racine primitive n*™ de q (resp. 1), I'ensemble
{_q“/”ffj, 0<a<n—1,0<b<n—1} est un systéme de représentants dans
K* des éléments de E[n].

La démonstration est immédiate.
Mais, que n soit ou non divisible par car(K), pour x et y éléments de
E[n] tels que

avec a et ¢ entiers, on définit 'accouplement de Weil

e, (x, y)=x"" (1.7)

Il est a noter que l'accouplement e, définit une forme bilinéaire alternée de
E[n] x E[n] dans le groupe p, des racines n-iemes de K*: celle-ci est non
dégénérée si et seulement si n n’est pas divisible par car(K).

Maintenant, on définit la fonction 6 fondamentale par I’égalité:

0 z)=(1—2) [] A—g"2)(1—q"z7"). (1.8)

nx=1
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On vérifie que 0, ou plus simplement 0 est une fonction holomorphe sur
K* dont les zéros d’ordre 1 sont les éléments de g%

PROPOSITION 1.9. On a l’égalité:
1 1
()q(z ):Hq(qz): _;0(/(2)

de sorte que, pour tout élément m de Z., on a
aq(qmz) — ( _ 1 )m q( —m(m— 1))/22—n16q(z).
Démonstration. D’apres la définition (1.8) de la fonction 0,(z), on a
0,(z1/0(z)=(1—z""/(1—2)=0,(92)/0(z)

d’ou 'on déduit la premiére formule; la seconde en résulte par récurrence.

PrOPOSITION 1.10. Si € K* vérifie Yy’ =q, on a I’égalité
p—1 )
0y(2)= ] 0,(z9.

i=0

Démonstration. Réordonner le produit infini.

2. FONCTIONS DE SIEGEL RIGIDES

Pour 7 entier naturel non nul, on définit une fonction de Siegel fondamentale
associée au sous-groupe discret ¢% de K* par

G(n)(a; (]) quznsz(a])H‘(a)Zétnz (21)
q

pour tout a dans E[n], ot a, =v,(a) et B,(X)=X>— X+ {. Pour le sous-
groupe discret g% de K*, on définit la fonction discriminant fondamentale
par le produit infini convergent

Aq)=q [T (1—g")*" (22)

n=1

Le polyndme de Bernoulli B,(X) = X?— X+ § vérifie:

LEMME 2.3. Ona

(i) By(X+1)—B,(X)=2X=B,(—X)— B,(X);
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(ii) pour tout entier N =1 et tout réel x

N—1 k 1
Y B, <x+N> =NBZ(Nx);
k=0

(i)  pour tout entier N =1 et tout réel x

En(fr b

ou comme de coutume {y} désigne la partie fractionnaire du réel y.

Démonstration. Le point (i) est trivial; de plus (ii) = (iii); quant a (ii)
c’est la propriété bien connue de distribution des polyndmes B,(X) de
Bernoulli; cf, e.g. [L, Chap. XIII, p. 230, B6], pour k=2.

En particulier la fonction de Siegel G")(-;q) satisfait les propriétés

suivantes:

PROPOSITION 2.4. Soit n un entier =1. Pour pe Q% et ac E[n], on a
G"(a""; q)=G"(a; q)=G"(ap; q).

En outre, pour tout entier m=1, on a: G""(a; q) = G"(a, q)"".
Démonstration. D’apres la proposition 1.9, et le lemme 2.3(i), on a
G(")(aq; C]) — G(n)(a—l q) = qIZnZBZ(—al)gq(a—l)24n2
— q12nBz(al + I)HCI(aq)24n2
_ q24n2al a —24n? q12)1282(a1 )9(,( a)24n2

ou €ncore

G(n)(aq; q) _ G(n)(afl; q) _ q24;12a1a724nzG(n)(a; q)
=G"(a; q).

La deuxiéme propriété est une conséquence immédiate de la définition de
G"™( -5 q) et GU(- 5 q).

Maintenant, nous sommes en mesure de définir les fonctions de Siegel et
discriminant rigides pour le sous-groupe discret g%y% de K*, ou ¥ est un
point de torsion de K*/q% d’ordre p > 1, et en donner quelques propriétés
fondamentales.
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DEFINITION 2.5. Pour le sous-groupe discret g%y % de K* et pour tout
entier N =np, ne N*, on associe la fonction de Siegel définie par

p—1

G"(a;q,y)=[] G™(ay’, q)

i=0
pour tout ae E[np].
Remarques 2.6. On peut vérifier aisément que

(1) En général, on a: G"(a;q, ¢ " )=G"(a"";q-¥).

(2) Pour p=1, on a: G™(a;q,1)=G"Na; q).

(3) Pour p=2, et lorsque y” =g de sorte que y engendre g“y?*
alors, vu le lemme 2.3(ii) ci-dessus et la proposition 1.10, pour tout point
a dans E[np] on a

p—1
—1 .
G (a; g, ) = "2 15 B+ Go) T 9, (agr)24ow?
i=0

— (W)M(np)l (1/p) Bﬂpul)ow(a)zét(nmz

ce qui donne finalement
G"a; q,y)=G"(a;q'"),  avec ¢'"=y.

On définit la fonction puissante 2p* du discriminant rigide associée a g%y
par

AP(g, ) = A(g) T GO q) (2.7)

i=1

ou p est Pordre de i dans K*/gZ%.

Remarque 2.8. Cette définition est un analogue rigide du théoréeme 2.4
dans [ K], concernant la fonction eta de Dedekind.

Dans la suite de ce travail ce sont les fonctions A7) (q, ) et G™( - ; q, ),
n entier >1 qui nous intéressent.

L’étude de leur racine 12p-iéme (resp. 12np-iéme) pourrait étre faite; mais
je m’ai pas réussi a définir sans ambiguité leur racine 24p-iéme (resp.
24(np)*-iéme). La définition la plus naturelle fait apparaitre une ambiguité
tenant a une racine de I'unité élément de p,, (resp. ps,,).

Les fonctions de Siegel, ainsi définies, associées au sous-groupe discret
g%y % de K* satisfont les propriétés suivantes:
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PROPOSITION 2.9. Pour tout peq®y?%, pour tout entier naturel N>1
divisible par p et posant n= N/p on a

G"Nap; q, ) =G"Na; q, )  pour tout aeE[N].
En outre, pour tout entier m=>1, on a:
G"a; g, ) =G"(a; ¢, )" pour tout aeE[N].

Démonstration. Pour peq? on sait grice a la proposition 2.4 que
I'on a

p—1

G"Nap:q.¥) =[] G"apy'; q)

i=0
p—1

=[] G""(ay’; q)

i=0
=G"a; 4. )

et pour p=1, on a

p—1
G ap; g, ¥)= [ G (ay'*';q)

i=0

]771
_G(np) (llﬁp 1_[ G(np) azﬁ’ )
i=1
comme Y? eqg?, alors on a

G ay; g W) =G (a; q) [] GU(ay’; q)

i=1
=G"a; q,¥);

et la derniére propriété est immédiate, d’aprés la définition 2.5 et la
proposition 2.4. |i

Nous nous intéressons, maintenant, aux valuations g-adiques de ces
fonctions. Il vient alors

ProrosiTION 2.10. Posons N =np, n entier > 1.

(1) Pour tout ze E[ N] point de torsion de K*/q%, on a

1 b4
Gz g ) = d2 ({z })
12N2 q <l1/> d<w> 1
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(2) On a aussi
1 (p) 1 2
2}72 Uq(A (g, w))=;d<¢>

avec Y, =v, (), z, =v,(z), p="Lordre de et entier positif

d(l//) =p.gecd(pyy, p)

Démonstration. En effet, grace a la définition de la fonction G"( - ; ¢, )
on a

p—1
G"(z;9,9) =[] G"(=y', q)
i=0

et donc

—1 24(np)?

P
G"(ziq.9)=| [] ¢""2 5 5+700,(zy")

d’ou

1

24N2 c](G(n) Z, qa g (1/2)32(:1+iw1)0q(zwi))

Or, on a [0,(z)|=1 si |z] <|g|<1; et plus géncralement les valuations
g-adiques ci-dessus ont été calculées dans [ K-L, Chap. 2, Sect. 1, p. 317; on
obtient

12N q(G(n)(Z q, )):ig‘o Bz({zl"f'ilpl})-

Pour conclure, soit k entier compris entre 0 et p—1 tel que: i-py, =
kmod p, donc: {z,+(k/p)} ={z,+i,}, comme d ,, =p.gecd(py,, p),
alors k prend d ., fois toutes les valeurs comprises entre 0 et (p/d,,)—1
quand i parcourt {0; 1,...;p—1}; on peut écrire alors

p—1 (P/‘Q.w)—l k

Z BZ({Zl+i‘//1}):d<x//> Z BZ<{21+}>

i=0 k=0 P
qui est encore égale, grace au lemme 2.3(iii), a

= d p p
Bol{z, + it W p <{ : }) Lo <{ })
Z 2 1 } <l//> p 2 d<11/> 1 <y d<l//> 1

on obtient (1).
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La démonstration du point (2) se déduit facilement de la définition de
A(q) et de celle de G"(y'; q) respectivement en (2.2) et (2.1). Faisons-le,

p—1

1 1 .
55 047(q. ) =145 Y v,(GP(Y"; )

2’ 7 =
p—1
=146 ) B,({i},})
i=1
ou encore
1 p_1
?v{,(d"”(q,w))=6 Y, B({iy}),  comme dans (1)
i=0

(P/d<¢>) —1

=6d.y, Y. B({ip})

i=0

et grace au Lemme 2.3(iii), on obtient

1 6 1
by v (47q, ) =;d%¢>32(0) =;d§w>. i

Remarque 2.11.  Lentier d.,, ne dépend que du sous-groupe cyclique
(¥ et non pas du choix du générateur ¢ de {y) dans K */g% ni du
représent de celui-ci dans K*.

3. LES FONCTIONS D,z DE POIDS p (RESP. p/)

Les notations de ce paragraphe sont celles de I'introduction et des para-
graphes précédents. Pour p entier > 1, on note (i > = E[ p] un sous-groupe
cyclique d’ordre p du groupe E[ p] des points de p-torsion de K*/q%, de
générateur fixé 1. On désigne par ¢ un autre point de p-torsion de K*/g%,
vérifiant @ ¢ {1/ >. On note encore ¥ et ¢ des représentants dans K* de ces
points.

Dapres (1.2), (1.3), et [Roq] la théorie des fonctions g-périodiques
prouve alors I'existence d’une fonction non triviale D .(z; @, <)), zek,
méromorphe sur K et admettant g% pour groupe des périodes et de diviseur

Y. (ep)—(p) (3.1)

pely)
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on normalise Dz en exigeant que

lim (z—1) D a(z; ¢, (Yd) =1 (3.2)

z—1

ou bien siir z— 1 au sens de la topologie rigide de K.

Pour / entier >1 tel que (Z, p) =1, on note {a) = E[/] un sous-groupe
cyclique d’ordre / du groupe E[/], de générateur a. On désigne par y un
autre point de /-torsion de K*/g* On note encore « et y des représentants
dans K* de ces points.

Définissons les entiers s et v par ¢p” =g¢* et y" =¢"; soit No=/[1//],s—
pl1/pl,v,ou [1//], (resp. [1/p],) est un ¢lément de Z tel que /[1//],=
1 mod p (resp. p[1/p], =1 mod /). Posons

zo= QLU Ny —LUP Y, (3.3)

No

on a donc z{ =@ (mod ¢%) et z£ =y ' (mod ¢%) et z{? = ¢™. Or comme

p¢ Yy, onazi¢y) et done
zo ¢ <Y E[/] (3.4)

et a fortiori z, ¢ Ca> WY >: de ce fait, si 'on définit ¢ et y a partir de la
donnée de z,e€ E[/p] par les formules
Zg =, zh=y~ 19

ceci rend possible la construction ci-apres de D, z( - ; zq, Cay<{¥)) avec
la seule contrainte ¢ ¢ (), le choix de y dans E[/] étant libre. En
particulier, le choix de y=1 (mod ¢#) de l'introduction est acceptable.

Revenons au cas général: comme le groupe <{a){y)> est cyclique, et
comme z, ¢ {a){y ), la construction faite au début du paragraphe (apres
remplacement de ¢ par z, et de p par /p) prouve aussi I'existence dune
fonction non triviale

DqZ(Z;ZO9<a><l//>)7 ZE]?,

méromorphe sur K et admettant g% pour groupe des périodes; son diviseur
est

> (zp)—=(p) (35)

pelayld

relativement 4 ¢%; la condition de normalisation (3.2) devient alors

lim (z—1) D z(z; zy, Cap<{y)) = 1. (3.6)

z—1



VALUATION ¢-ADIQUE 13

Par ailleurs, introduisons les deux fonctions fi(-; @, {Y)) et fy(-;
zola > )) définies par

f3(2,¢,<l//>): l:_[ 9 (Zgozwl()pz)

et (3.7)

p—17/—1 /
fulz 2o > =24 T] 11 5 Z'”;‘a)

leO

Ces deux fonctions ont les propriétés intéressantes suivantes:

ProposiTION 3.8.  Les fonctions fy( - 5 ¢, {Y)) et fiy (-5 zo, Cap<{ah)) sont

g-périodiques. En outre, le diviseur de f,( - ; @, (Y )), (resp. fu( -5 2o, CadP D))
est

Y (p)—(@p) (reSp- > (p)—(zop)>-

peli> peayly)

Démonstration. On s’appuie sur la proposition 1.9; d’'une part, comme
p?=q" (resp. zif =q¢™) le résultat concernant la g-périodicité de f,
(resp. fi,) est évident.

Drautre part, concernant le diviseur de f( - ; ¢, {i/)>) on a I’égalité

O(zp ") =0(zq ) =(—1)" ¢ =T 12z50(z)
de sorte que

: O,z ") 7l 0,(z¢")
. — _1 s o s(s+1)/274 q _
fS(Z, @, <W>) ( ) q 0(](2@71) '1:[1 eq(2¢7llﬁl)

donc les fonctions g-périodiques z+ fi(z; @, < >) et

0,29 7) ”11[1 0,(zy")
Oz~ ") [\ Oz~ "W

ZH

sont proportionnelles, leur diviseur commun est donc 3, .., (p) —(@p).
On raisonne de méme pour z > f(z; 2o, <a)<{P)).

Comme la fonction z+— D z(z; ¢, (Y )) (resp. z+—= D 4(z; 2o, <a )P )))
est normalisée, de diviseur opposé a celui de f; (resp. fy,) on obtient en
conclusion:
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ProPOSITION 3.9. La fonction D(-;9,{¥y>) (resp. D(-;z,,
Caylyy)) Sexprime comme suit

et en particulier

1]_19 i —1 i
Dtz 0, Y) = == [] (=g ] EWIIZ()Z? (zi)

ou par convention dans le produit, on compte pour 1 le terme 0,(°). De
méme
Sz 20, Cad YD)

To(1: 20, <y <)

D u(z; 29, Cad<Yd) ™

et en particulier

p—1/—1 0 i ZZil iyi
D20, p ) = == [] (1= ][] g Jaze V)

71
n=1 i=0 j=0 q ‘p o(j) q(Z‘//l(xj)
ou par convention dans le produit double on compte pour 1 le terme Qq(woao).

En outre, ces fonctions D,z possédent la propriété suivante:

PrOPOSITION 3.10. Pour peqg®y? (resp. peq®a®y?) on a
Da(zp; @, <Yp) =e,(p, @) Dya(z; @, <Y )).
(resp. D z(zp; zo, Cap<yy) =e,,(p, zo) Dyz(z; 2, Cap{f))).

Démonstration. Les deux fonctions D z(-;¢,{¥>) et D z(-;z,,
{ay<{yy) sont g-périodiques et en plus, appliquant la proposition 1.9 aux
produits de la proposition 3.9, on trouve

D2(zy; @, W) = 0D ya(z; 9, <Y ))

et

D2(zh; zg, oy {p>) =~ Mzg D ya(z; 2o, <o ))
D (za; 2o, oy {yy) == "0zg? D 2(z; 2o, {ay<{yh))
ouy’=q', " =¢°, a’ =q" et y’ =q". Or on a Y ¢’ =e, (Y, @) ainsi que

Nz =e, (W, z0) et a MzfP=e, (a,z,) par définition. La proposition
en résulte.
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Remarque 3.11. On a

e/’p(lpa ZO) = p(lﬁ, (ﬂ) et e/p(O(, ZO) = 8/(0(, yil)'

Démonstration. Ces égalités résultent des formules de comparaison, a
savoir

e (U, zo)=e, (Y, z5) et e, (o zo)=e,(a, z)

et des congruences déja prouvées zj, = ¢ (mod ¢%) et zZ =y ' (mod ¢%).

THEOREME 3.12.  Pour tout entier N =1 divisible par p, avec n= N/p,
on a

save_ G0 9) A g )"
G"(z;:q,9) G" (9~ q. )

et tout ze E[ N tel que, ni z ni zp ", nappartiennent a {y>.

D, u(z; 0, {Y>)

Ce théoréme est une conséquence immeédiate de la proposition 3.9 et des
définitions des fonctions de Siegel et du discriminant rigides par rapport au
sous-groupe discret g%y % de K*, cf. section 2.

THEOREME 3.13.  Soit z un point de torsion de K*/q* tel que, ni z ni
z¢ ', wappartiennent a {). Alors la valuation q-adique de D ,2(z; ¢, {{))
est égale a

dz
v (Dy2(z; 0, <)) =% {Bz <{di> (= —<p1)}> — P <{di>21 }>

([t mo)

ou z;=v,z), ¢,=v,(@), p=Lordre de Y, d ., =p.gcd(py,, p) avec
lplzvq(lp)'

Ce résultat fondamental résulte d’un calcul immédiat a partir du
théoréme 3.12 et de la proposition 2.10.

4. RELATION DE DISTRIBUTION SATISFAITE
PAR LES FONCTIONS D -

Ce paragraphe contient I'énoncé de lautre résultat principal de ce
travail, ainsi que sa démonstration.
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THEOREME 4.1.  Soit p un entier = 1. On note {\) < E[ p] un sous-groupe
cyclique d’ordre p de K*/q%, et @ € E[ p] un point de p-torsion de K*/q* tel
que: @ ¢ (Y. Soit aussi £ un entier =1, premier a p. On note {a) < E[/]
un sous-groupe cyclique d’ordre ¢ de K*/q%. Alors, pour tout point ye E[/]
de (-torsion de K*/q%, on a

Y Dyalzus o, <) e (y,u) ' =Da(z; 2o, Cad<h))
uelo)y

o zo=@hy WPl ot ¢ E[/1xE[/]—n, désigne Iaccouplement de
Weil (cf. section 1, formule (1.7)).

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin de montrer le lemme
suivant:

LEMME 4.2. Soit f une fonction méromorphe sur K*. On suppose que le
groupe des périodes de f contient q?B% ou B définit un point d’ordre s de
K*/q% et quen outre f, comme fonction de K*/q?B%, est de valence inférieure
ou égale a 1. Alors, f est constante.

La démonstration de ce lemme se fait en deux étapes:

Etape 1. On se raméne au cas ou f est racine de I'unité. Puisque S est
d’ordre s, il existe alors un entier &k tel que

B =q" (43)
Soit d le p.g.c.d. de k et s. On a donc
s=ds,, k=dk,, (s, ky)=1.
On déduit de (4.3) I'existence d’une racine d-ieme de 'unité &, telle que:
Br=q"¢,.

Soient a, b éléments de Z tels que: 1 =ak, +bs, on pose ¢’ =¢’p* On
vérifie facilement 1’égalité de groupes:

Pt =q%ET

Etape 2. Soit maintenant f=¢,, ou &, est une racine primitive
s-ieme de 1. On désigne par ¢ le K-automorphisme du corps des fonctions
g-périodiques défini par:

(g:z—8(2)) = (g7 2 g(¢,2)).

Son ordre est s.
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Soit @ l'application de K* — K* définie par @(z) =z*. Alors @ induit par
passage au quotient un morphisme d’espace analytique rigide

K*/q* — K*/q**.

On déduit que @ induit une injection du corps des fonctions ¢*-périodiques
dans le corps des fonctions g-périodiques défini par:

g—g=8°?

Iimage de cette injection est I'ensemble des fonctions g¢-périodiques
invariantes par o.

Nous pouvons maintenant conclure. Soit f une fonction méromorphe, de
périodes ¢g%EZ, de valence <1 (ie. de valence <s relativement a ¢%).
Puisque f est invariante par o, il existe donc g fonction ¢*-périodique telle
que:

flz)=8(z)=g(z"), V=

Si de plus f est de valence <1 relativement a ¢%¢Z, il est immédiat que

g est une fonction ¢’-périodique de valence < 1. On en déduit que g, et
donc f, sont des constantes.

Démonstration du Théoréeme 4.1. La proposition 3.10 jointe a la
remarque 3.11 assure les identités

D 2(2r; 2o, Cad <)) =e,(, @) D a(z; 2, Cap <))
D 2(za; 2o, Cap{)) =e (7, 0) Dya(z; 2o, {ad <)) (44)
D2z @, o) = e (Y, @) Dyz(z; o<P)).

I sensuit que la fonction z+>3, 0y D z(zu; @, WD) e, (y,u)”"/
D, u(z; 2y, a){y¥)) est une fonction périodique dont le groupe des
périodes contient ¢“a”y”. D’autre part, les deux fonctions z+— D z(z; z,,

Caddpy) et 2> X, ooy Dyz(zus @, (W) e, (y,u) "' ont le méme diviseur
polaire qui est:

(p).

peladly>

Donc, leur quotient est une fonction périodique dont le groupe des
périodes contient gZa%y %, et de valence <1 par rapport a ce sous-groupe
discret de K*. Ceci n’est possible que si elle est constante, cf. lemme 4.2.
Or les deux membres de Iidentité a prouver satisfont la normalisation des
fonctions D,z donnée par (3.2) et (3.6). On en déduit alors que les deux
membres coincident, et le théoréme 4.1 est démontré.
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APPENDICE: APPLICATION AU CALCUL DE LA VALUATION DE
PRODUITS DE FONCTIONS D, - DE POIDS 7,

Nous présentons la un moyen extrémement rapide par rapport a certains
calculs de [BA-B-CN1], il nous permet de donner en méme temps des
formules plus générales que dans loc. cit. Les notations sont celles de
paragraphes précédents. Pour tous entiers / et p premiers entre eux et > 1
et pour tout entier N>1 divisible par pZ, nous formons les quantités
suivantes:

N
Gz gy, ) =[] G™M(zu;q), zeE[N], ou n=,

uelay<yd ‘p
AP (g, 0) = A T G (us q),
ue layly)
u#1
et
1
A(zy; <)) = = ] [T Dya(z: 20, ad<PD),

> <=ELp] @eE[pl/Kib>

ou ¢ parcourt les points non triviaux de E[ p]/<{¥ ) tandis que {y > décrit
les sous-groupes cycliques d’ordre p de E[ p] et ou z, est défini a partir de
y et de ¢ par la formule (3.3). On pose aussi

A7 <o) = A (57, ()

cf. [BA-RO, Section 5], ou ceci correspond au produit de résolvantes
elliptiques de la Définition 3 de loc. cit.

Il vient alors, directement des définitions ci-dessus et de la proposition 3.9
(cf. preuve du théoréme 3.12), le résultat suivant:

PROPOSITION 5.1.  Pour tout entier N =1, divisible par pl, et pour tout

ze E[N], z¢<a)<{y>, on a

wane G"(zzg ' g, a) A7 (g5, )
Gz g, 0) G5 g, )’
N

ou n=—.
pl

D 2(z; 29, Cap<Y D)

Le but de cet appendice est d’expliciter, d’une fagon simple, les valuations
de D,z(z;zo, Cad{yy>) et A,(z;y, {a)), lorsque z est un point de torsion
convenable. Enongons les résultats principaux de cet appendice:
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THEOREME 5.2.  Pour tout ze E[N] et tout zo € E[/,], zo ¢ Cad{¥),
posons z; =v,(z), (z9); =v,(20), ainsi que Y, =v,(), o, =v,(a); supposant
alors que ni z, ni zz, ' wappartiennent a {a){ Y, on a

U(/(qu(Z;ZO’ <(X><l//>)
_L 2 g2 /713 _
~2/p deayd s {Bz <{d<a>d<¢> (21 (%)1)})

X v

avec d,, =p.gcd.(py,, p) et d ., =p.gcd.(fa,, 7).

Remarque 5.3. Comme déja noté dans la remarque 2.11 les entiers d_,,
et d.,, ne dépendent que des sous-groupes cycliques {a) et {(y) d’ordre
respectif 7 et p.

THEOREME 5.4. Soit p premier, non divisible par car(K). Pour tout
ze E[N] et tout ye E[/], posons z; =v,(z), y, =v,(y); supposant alors que
ni z”, ni z’y wappartiennent a {ay, on a:

v (A (257, {a)))

2 [ menl)- ()
(i ol B )

+pz;/1d§a> [(PJF 1) B5(0) — B, Qdii o }> —PE; <{di>21 }ﬂ '

Démonstration des théorémes 5.2 et 54. La preuve du théoreme 5.2 est
similaire a celle du théoréme 3.12. En effet, grice a la proposition 5.1,
pour établir le théoréme 5.2 il suffit de connaitre les valuations des divers
termes figurant dans le membre de droite dans ’égalité de la proposition 5.1.
En appliquant directement le lemme 2.3(iii), plusieurs fois, aux définitions
de 47 (g, , «) et G (z; q, ¥, ), on obtient:

v (A47q, W, 1)) =2p/ -d?,, d?

Cay ™ e (3.3)
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Drautre part, remarquons que G"(z; ¢, ¥, «) =[1/-) G""(za’; ¢, ) donc
d’apres la proposition 2.10, on a:

1 d?,,d%,, pl
S VG5 g, 0) = B <{ z }) (5.6)
128271 pl T\ ldond,y,, !

Les égalités (5.5) et (5.6) permettent aisément d’en déduire le théoréme 5.2.

Démontrons le théoréme 5.4.  En effet, d’apres la définition de 4,(z; y, (a))
on a

Up(Ap(Z;yﬂ <O(>)): Z Z vp(DqZ(Z;ZOa <<X><W>))
{Y><E[p]l @eE[pl/K¥>
cyclique d’ordre/)
Il y a un seul sous-groupe cyclique d’ordre p dans E[ p] de la forme {y)
avec Y unité, car dans ce théoréme p est supposé premier, non divisible par
car(K), c’est le groupe des racines p-iemes de 1, et il y en a p possible
lorsque ¥ n’est pas une unité. Donc

p—1

v (Ay(z3 7, (o))=Y, v (Dya(z, 2o, Cad{Y)))

s=1

n—1
0T 0Dz 20 GO

ou pour déterminer z, a laide de la formule (3.3) on choisit dans la
derniére somme (lorsque ¥ n’est pas une unité)

p=E,, I<s<p-—1,
et dans la premiére somme (lorsque Y est une unité)

p=q", 1<s<p—1.
Alors, a partir du théoréme 5.2 et du lemme 2.3(iii), on déduit le

théoréme 5.4.

Une application est la suivante: supposons I’entier /7 impair, non divisible
par car(K). Soit m un entier compris entre 1 et / — 1, premier avec /. Alors,
si (a, y) forme une base de E[/] et si (/, pm+1)=1, la quantité

Zm="T]  A4,0m:7,<{a)) (5.7)

I<i</—1
¢ premier a /

est bien définie.
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Introduisons quelques notations.

DeFNITION 5.8. Pour a et y points de E[ /], on pose a; = v (), 71 = v,(7)
etd,,, =p.gcd.(fa,, /), d,,, =p.gcd.(ly,, ). Alors le dénominateur noté
d du produit

1 , A 1
— v, )=7—y e —Z
deoy * diay 1 d¢ay
s’écrit

d= Ao :
p.gcd(d ,s,deys)

Pour prouver le corollaire 5.10 ci-dessous, on utilise le résultat suivant
avec N=d.

LEMME 59. Ona

¥ Bz<{;}>=]1\732(0) 1 (1=

ke(Z/NZ)* /; premier
CIN

On déduit alors du théoréme 5.4, pour z ="

COROLLAIRE 5.10. Soit £ entier et p premier, non divisibles par car(K),
tels que (/, p)=1. On suppose que () est une base de E[(]; les entiers
d,. et d sont ceux de la définition 5.8 ci-dessus. Alors la valuation g-adique
de Z;,’") est indépendante de Ientier m premier a ¢, tel que (£, pm+1)=1,
et est donnée par la formule suivante:

(p—Dp+1) , iy 1 } 1
PP g I = (=1 T 4| T (11—
12 N dz/ie.l iel /i

ou I (resp. J) désigne I’ensemble des diviseurs premiers de ( (resp. d).

En particulier, soient / et p premiers, non divisibles par car(K), tels que
(Z, p(p+1))=1 et £/ =3. Alors, dans la situation réguliére ou o est une
unité de sorte que
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et compte tenu de la symétrie B,(x) = B,(1 — x), la formule du corollaire 5.10
donne

Uq<</1>/z >=(p—1)(p+1)(/+1)(/_1)_ (5.11)

[T 4,0 <o) %

t=1

On retrouve la, pour /¢ {2,3}, l'exposant du “discriminant régulier”
D p reg» cf. [BA-RO, Section 5, Th. 8].
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