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Le pre� sent texte adapte au cadre rigide, c'est-a� -dire aux courbes elliptiques de
Tate K� *�qZ et aux fonctions q-pe� riodiques, la preuve d'une relation de distribution
additive pre� sente� e dans [BA-RO] pour le cas des tores complexes C�0. Les fonc-
tions qui la satisfont sont note� es DqZ . D'autre part nous calculons, via une intro-
duction ad-hoc de ``fonctions de Siegel rigides'' de� finies sur les seuls points de
torsion de K� *�qZ, la valuation q-adique en un point de torsion fixe� de ces fonctions
DqZ . Ceci nous permet enfin, en appendice, de donner une me� thode de calcul plus
efficace des valuations q-adiques de produits de re� solvantes elliptiques, de� finissant
des e� le� ments de Stickelberger quadratiques, telles qu'apparues d'abord dans
[BA-B-CN] puis sous la forme pre� sente� e ici dans [BA-RO]. � 1997 Academic Press
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0. INTRODUCTION

On sait que pour tout corps local il existe une the� orie analytique des
fonctions pe� riodiques, de� veloppe� e par Tate et Roquette analogue a� la
the� orie des fonctions elliptiques pour un re� seau complexe. C'est cela le
cadre de notre travail; la me� thode est une illustration du principe de
Lefschetz.
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Nous nous sommes servi du cas complexe traite� dans [BA-RO] comme
d'un guide: en particulier p et l ne sont pas des nombres premiers, mais
simplement des entiers ve� rifiant ( p, l)=1. Nous fixons K un corps local et
K� une clôture alge� brique de K, et notons car(K) sa caracte� ristique. Nous
de� signons par q un e� le� ment de K* de valuation strictement positive. Nous
notons v la valuation discre� te normalise� e de K. En fait, ce travail s'inspire
du sche� ma suivant:

Pour 0 un re� seau de C, le tore
complexe C�0, =� {Pour le sous-groupe discret qZ de

K*, la courbe de la Tate K� *�qZ,

et � # C (resp. K� *) un point de torsion d'ordre fini dans C�0 (resp. K� *�qZ)

les fonctions de Siegel associe� es
aux re� seaux 0 et 4=0+Z�
sont lie� es par une formule de
distribution multiplicative. =�{

dans le cas rigide, c'est cette
formule de distribution multi-
plicative que permet d'associer,
dans la de� finition 2.5, a� l'analogue
rigide de la fonction de Siegel
relative au sous-groupe discret qZ

de K� * une nouvelle fonction encore
dite ``de Siegel'' relative au sous-
groupe discret qZ�Z de K� *.

Remarque 0.1. Lorsque � engendre qZ�Z on retrouve la fonction de
Siegel rigide relative au sous-groupe discret �Z de K� *; cf. remarque 2.6.

Donc, nous de� finissons une fonction de Siegel rigide associe� e au sous-
groupe discret qZ de la fac� on la plus naturelle possible. Ensuite, pour le
sous-groupe discret qZ�Z de K* nous donnons une formule pertinente qui
de� finit la fonction de Siegel correspondante. Nous remarquons que cette
dernie� re de� finition est l'analogue, sur une courbe de Tate K� *�qZ, de la
formule de distribution satisfaite par les fonctions de Siegel sur le tore
complexe, cf. [K, Th. 2.3].

D'autre part, par souci de comple� tude, cf. lemme 4.2, nous e� tablissons
l'analogue rigide du re� sultat fondamental ``Toute fonction elliptique non
constante est de valence supe� rieure ou e� gale a� 2''.

Pour : un autre point d'ordre fini, soient

4=q z�Z, 1=qZ:Z

deux sous-groupes discrets de K� *, contenant chacun qZ, et supposons que

(i) les groupes cycliques 4�qZ et 1�qZ sont d'ordre respectif p et l;

(ii) les entiers p et l sont premiers d'entre eux, de sorte que
4 & 1=qZ.
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De plus, notons 7 le re� seau somme 4+1, si bien que 7�4r4�qZ est un
groupe cyclique d'ordre l et 7�1r4�qZ un groupe cyclique d'ordre p.

Pour chaque point de torsion (. modulo 4) non trivial dans K� *�4 et
d'ordre divisant p, nous construisons une fonction F1 me� romorphe de
diviseur (.)&(0) relativement a� 4 ainsi qu'une fonction F2 me� romorphe
de diviseur (.[1�l]p)&(0) relativement a� 7, posse� dant toutes deux q Z

comme re� seau de pe� riodes. On note ici [1�l]p un inverse de l modulo p.
La fonction F1 posse� de pour multiplicateur sous l'action de 4�qZ les

mêmes multiplicateurs que la fonction F2 sous l'action de 7�1, a� savoir des
racines de l'unite� donne� es par l'accouplement de Weil d'indice p (en fait,
d'indice l'ordre de (. modulo 4)). Ainsi, la fonction F2��qui est donc
pe� riodique pour 1��est e� gale a� la somme des translate� s de F1 par les points
de 1�qZ.

Par ailleurs, en affectant ces translate� s de racines l-ie� mes de l'unite�
convenables, on obtient plus ge� ne� ralement des fonctions me� romorphes cf.
th. 4.1 de diviseur (z0)&(0) relativement a� 7, pour les points z0 de torsion
dans K� *�7, d'ordre divisant lp et tels que zl

0=.; comme F1 ces fonctions
posse� dent qZ comme re� seau de pe� riodes. Une e� criture explicite pour z0 est
donne� e, modulo qZ; le cas de F2 correspond a� z0=.[1�l]p , cf. formule (3.3).

Enfin, une partie non moins importante de ce travail consiste a� e� valuer
les valuations q-adiques de ces diverses fonctions, cf. prop. 2.10 et th. 3.13.
L'appendice applique ces calculs a� certains produits de ces fonctions,
dont l'inte� rêt arithme� tique est montre� par [BA-B-CN] et [BA-RO]: du
point de vue de ces auteurs, il s'agit de produits de re� solvantes elliptiques
auxquelles sont attache� s des e� le� ments de Stickelberger quadratiques qui
permettent, sous certaines conditions arithme� tiques, de factoriser le
discriminant d'une courbe elliptique semi-stable, suppose� e de� finie sur un
corps de nombres.

1. PRE� LIMINAIRES

Nos re� fe� rences pour ce paragraphe sont [BA, Chap. III] et [ROQ,
Section 2]. Pour une se� rie de Laurent �n�n0

anXn, avec an # K, qui
converge pour tout z de K� *, nous associons la fonction

(z [ f (z)) de K� * dans K� .

Donc, toute fonction associe� e a� une se� rie de Laurent du type pre� ce� dent
est dite holomorphe sur K� *. On confond souvent dans les notations la
fonction et la se� rie qui la de� finit.

L'ensemble des fonctions holomorphes sur K� *, est un anneau inte� gre
pour les ope� rations naturelles. Notons MK son corps de fonctions.
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D'apre� s le the� ore� me de pre� paration de Weierstrass, adapte� au cas rigide,
tout e� le� ment f de MK s'e� crit comme un quotient g�h de deux fonctions
holomorphes g et h sur K� *, sans ze� ros communs. Ce sont ces e� le� ments de
MK que nous nommons fonctions me� romorphes sur K� *.

De� finition 1.1. Une fonction me� romorphe sur K� * est dite q-pe� riodique
lorsqu'elle satisfait:

f (q&1z)= f (z)

pour tout e� le� ment z de K� * ou� f est de� finie.

Pour une telle fonction f e� crite sous forme re� duite g�h, avec g et h
holomorphes comme ci-dessus, et tout : # K� *, on note m:, f l'entier relatif
de� fini par

la multiplicite� de g en :, si : ze� ro de g;

m:, f={&la multiplicite� de h en :, si : ze� ro de h;

0 sinon.

Si de plus la fonction me� romorphe f est q-pe� riodique, on de� finit son
diviseur comme la somme formelle

:
: # K� *�qZ

m:, f (:).

En fait, soient m: , : # K� *�q Z, une famille d 'entiers relatifs, tous nuls
excepte� un nombre fini d 'entre eux. Les deux proprie� te� s suivantes sont alors
e� quivalentes:

:
: # K� *�qZ

m:=0, `
: # K� *�qZ

:m:#1(mod qZ); (1.2)

et

{
il existe une fonction me� roporphe q&pe� riodique f,

(1.3)unique a� constante multiplicative pre� s,

de diviseur :
: # K� *�qZ

m:(:).

Il s'agit la� tout simplement du the� ore� me d'Abel-Jacobi et de sa
re� ciproque sur une courbe de Tate K� *�qZ.
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De� finition 1.4. Soit f une fonction me� romorphe q-pe� riodique sur K� *,
non nulle, on appelle valence de f et on note valqZ( f ) l'entier

valqZ( f )= :
: # K� *�qZ

m:, f , ou� : parcourt les ze� ros de f dans K� *�q Z.

Il est clair que, pour une fonction f me� romorphe sur K� * et dont le groupe
des pe� riodiques contient qZ;Z, ou� ; est un point d'ordre l, la valence de
f relativement a� qZ;Z est donne� e par la relation

valqZ( f )=l valqZ;Z( f ).

On de� duit de (1.2) et (1.3) que, comme dans le cas des fonctions d'une
variable complexe doublement pe� riodiques, toute fonction q-pe� riodique
non constante est de valence supe� rieure ou e� gale a� 2.

De� finition 1.5. Pour tout entier n nous notons E[n] le groupe des
points de K� *�q Z tels que : xn#1(mod qZ).

Proposition 1.6. Soit n un entier, n�1. Alors, lorsque n n'est pas
divisible par car(K ), la caracte� ristique de K, on a

E[n]&Z�nZ_Z�nZ.

Si q1�n (resp. !n) de� signe une racine primitive nie� me de q (resp. 1), l 'ensemble
[qa�n!b

n , 0�a�n&1, 0�b�n&1] est un syste� me de repre� sentants dans
K� * des e� le� ments de E[n].

La de� monstration est imme� diate.
Mais, que n soit ou non divisible par car(K), pour x et y e� le� ments de

E[n] tels que

xn=qa, yn=qc

avec a et c entiers, on de� finit l'accouplement de Weil

en(x, y)=x&cya. (1.7)

Il est a� noter que l'accouplement en de� finit une forme biline� aire alterne� e de
E[n]_E[n] dans le groupe +n des racines n-ie� mes de K*: celle-ci est non
de� ge� ne� re� e si et seulement si n n'est pas divisible par car(K).

Maintenant, on de� finit la fonction % fondamentale par l'e� galite� :

%q(z)=(1&z) `
n�1

(1&qnz)(1&qnz&1). (1.8)

5VALUATION q-ADIQUE
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On ve� rifie que %q ou plus simplement % est une fonction holomorphe sur
K� * dont les ze� ros d'ordre 1 sont les e� le� ments de qZ.

Proposition 1.9. On a l 'e� galite� :

%q(z&1)=%q(qz)=&
1
z

%q(z)

de sorte que, pour tout e� le� ment m de Z, on a

%q(qmz)=(&1)m q (&m(m&1))�2z&m%q(z).

De� monstration. D'apre� s la de� finition (1.8) de la fonction %q(z), on a

%q(z&1)�%(z)=(1&z&1)�(1&z)=%q(qz)�%(z)

d'ou� l'on de� duit la premie� re formule; la seconde en re� sulte par re� currence.

Proposition 1.10. Si � # K� * ve� rifie � p=q, on a l 'e� galite�

%�(z)= `
p&1

i=0

%q(z�i).

De� monstration. Re� ordonner le produit infini.

2. FONCTIONS DE SIEGEL RIGIDES

Pour n entier naturel non nul, on de� finit une fonction de Siegel fondamentale
associe� e au sous-groupe discret qZ de K* par

G(n)(a ; q)=q12n2B2(a1)%q(a)24n2
(2.1)

pour tout a dans E[n], ou� a1=vq(a) et B2(X )=X 2&X+ 1
6. Pour le sous-

groupe discret qZ de K*, on de� finit la fonction discriminant fondamentale
par le produit infini convergent

2(q)=q `
n�1

(1&qn)24. (2.2)

Le polynôme de Bernoulli B2(X )=X2&X+ 1
6 ve� rifie:

Lemme 2.3. On a

(i) B2(X+1)&B2(X )=2X=B2(&X )&B2(X);
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(ii) pour tout entier N�1 et tout re� el x

:
N&1

k=0

B2 \x+
k
N+=

1
N

B2(Nx);

(iii) pour tout entier N�1 et tout re� el x

:
N&1

k=0

B2 \{x+
k
N=+=

1
N

B2([Nx]),

ou� comme de coutume [ y] de� signe la partie fractionnaire du re� el y.

De� monstration. Le point (i) est trivial; de plus (ii) O (iii); quant a� (ii)
c'est la proprie� te� bien connue de distribution des polynômes Bk(X ) de
Bernoulli; cf., e.g. [L, Chap. XIII, p. 230, B6], pour k=2.

En particulier la fonction de Siegel G(n)( } ; q) satisfait les proprie� te� s
suivantes:

Proposition 2.4. Soit n un entier �1. Pour \ # QZ et a # E[n], on a

G(n)(a&1 ; q)=G(n)(a ; q)=G(n)(a\ ; q).

En outre, pour tout entier m�1, on a: G(nm)(a ; q)=G(n)(a, q)m2
.

De� monstration. D'apre� s la proposition 1.9, et le lemme 2.3(i), on a

G(n)(aq ; q)=G(n)(a&1; q)=q12n2B2(&a1)%q(a&1)24n2

=q12nB2(a1+1)%q(aq)24n2

=q24n2a1a&24n2q12n2B2(a1)%q(a)24n2

ou encore

G(n)(aq ; q)=G(n)(a&1; q)=q24n2a1a&24n2G(n)(a ; q)

=G(n)(a ; q).

La deuxie� me proprie� te� est une conse� quence imme� diate de la de� finition de
G(nm)( } ; q) et G(n)( } ; q).

Maintenant, nous sommes en mesure de de� finir les fonctions de Siegel et
discriminant rigides pour le sous-groupe discret qZ�Z de K� *, ou� � est un
point de torsion de K� *�qZ d'ordre p�1, et en donner quelques proprie� te� s
fondamentales.

7VALUATION q-ADIQUE



File: 641J 214308 . By:CV . Date:19:06:97 . Time:10:23 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2591 Signs: 1452 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm

De� finition 2.5. Pour le sous-groupe discret qZ�Z de K� * et pour tout
entier N=np, n # N*, on associe la fonction de Siegel de� finie par

G(n)(a ; q, �)= `
p&1

i=0

G(N)(a�i, q)

pour tout a # E[np].

Remarques 2.6. On peut ve� rifier aise� ment que

(1) En ge� ne� ral, on a: G(n)(a ; q, �&1)=G(n)(a&1; q } �).

(2) Pour p=1, on a: G(n)(a ; q, 1)=G(n)(a ; q).

(3) Pour p�2, et lorsque � p=q de sorte que � engendre qZ�Z

alors, vu le lemme 2.3(ii) ci-dessus et la proposition 1.10, pour tout point
a dans E[np] on a

G(n)(a ; q, �)=q12(np)2 � i=0
p&1 B2(a1+(i�p)) `

p&1

i=0

%q(aq1�p)24(np)2

=(� p)24(np)1 (1�p) B2( pa1)%�(a)24(np)2

ce qui donne finalement

G(n)(a ; q, �)=G(np)(a ; q1�p), avec q1�p=�.

On de� finit la fonction puissante 2p2 du discriminant rigide associe� e a� qZ�Z

par

2( p)(q, �)=2(q)2p2
`

p&1

i=1

G( p)(�i ; q) (2.7)

ou� p est l'ordre de � dans K� *�qZ.

Remarque 2.8. Cette de� finition est un analogue rigide du the� ore� me 2.4
dans [K], concernant la fonction eta de Dedekind.

Dans la suite de ce travail ce sont les fonctions 2( p)(q, �) et G(n)( } ; q, �),
n entier �1 qui nous inte� ressent.

L'e� tude de leur racine 12p-ie� me (resp. 12np-ie� me) pourrait être faite; mais
je n'ai pas re� ussi a� de� finir sans ambigu@� te� leur racine 24p2-ie� me (resp.
24(np)2-ie� me). La de� finition la plus naturelle fait apparaître une ambigu@� te�
tenant a� une racine de l'unite� e� le� ment de +2p (resp. +2np).

Les fonctions de Siegel, ainsi de� finies, associe� es au sous-groupe discret
qZ�Z de K� * satisfont les proprie� te� s suivantes:

8 ABDELMEJID BAYAD
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Proposition 2.9. Pour tout \ # qZ�Z, pour tout entier naturel N�1
divisible par p et posant n=N�p on a

G(n)(a\ ; q, �)=G(n)(a; q, �) pour tout a # E[N].

En outre, pour tout entier m�1, on a:

G(nm)(a ; q, �)=G(n)(a ; q, �)m 2 pour tout a # E[N].

De� monstration. Pour \ # qZ, on sait grâce a� la proposition 2.4 que
l'on a

G(n)(a\ ; q, �)= `
p&1

i=0

G(np)(a\�i ; q)

= `
p&1

i=0

G(np)(a�i ; q)

=G(n)(a; q, �)

et pour \=�, on a

G(n)(a� ; q, �)= `
p&1

i=0

G(np)(a�i+1; q)

=G(np)(a� p ; q) `
p&1

i=1

G(np)(a�i ; q)

comme � p # q Z, alors on a

G(n)(a� ; q, �)=G(np)(a ; q) `
p&1

i=1

G(np)(a�i ; q)

=G(n)(a ; q, �);

et la dernie� re proprie� te� est imme� diate, d'apre� s la de� finition 2.5 et la
proposition 2.4. K

Nous nous inte� ressons, maintenant, aux valuations q-adiques de ces
fonctions. Il vient alors

Proposition 2.10. Posons N=np, n entier �1.

(1) Pour tout z # E[N] point de torsion de K� *�qZ, on a

1
12N2 vq(G(n)(z ; q, �))=

1
p

d 2
(�) B2 \{ p

d(�)
} z1=+ .

9VALUATION q-ADIQUE



File: 641J 214310 . By:CV . Date:19:06:97 . Time:10:23 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2342 Signs: 1003 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm

(2) On a aussi

1
2p2 vq(2( p)(q, �))=

1
p

d 2
(�)

avec �1=vq(�), z1=vq(z), p=l 'ordre de � et l 'entier positif

d(�) =p.g.c.d.( p�1 , p).

De� monstration. En effet, grâce a� la de� finition de la fonction G (n)( } ; q, �)
on a

G(n)(z ; q, �)= `
p&1

i=0

G(np)(z�i, q)

et donc

G(n)(z ; q, �)=_ `
p&1

i=0

q(1�2) B2(z1+i�1)%q(z�i)&
24(np)2

d'ou�

1
24N2 vq(G(n)(z ; q, �))= :

p&i

i=0

vq(q(1�2) B2(z1+i�1)%q(z�i)).

Or, on a |%q(z)|=1 si |z|<|q|<1; et plus ge� ne� ralement les valuations
q-adiques ci-dessus ont e� te� calcule� es dans [K-L, Chap. 2, Sect. 1, p. 31]; on
obtient

1
12N2 vq(G(n)(z ; q, �))= :

p&1

i=0

B2([z1+i�1]).

Pour conclure, soit k entier compris entre 0 et p&1 tel que: i } p�1 #
k mod p, donc: [z1+(k�p)]=[z1+i�1], comme d(�)=p.g.c.d.( p�1 , p),
alors k prend d(k) fois toutes les valeurs comprises entre 0 et ( p�d(�))&1
quand i parcourt [0; 1, . . . ; p&1]; on peut e� crire alors

:
p&1

i=0

B2([z1+i�1])=d(�) :

( p�d(�) )&1

k=0

B2 \{z1+
k
p=+

qui est encore e� gale, grâce au lemme 2.3(iii), a�

:
p&1

i=0

B2([z1+i�1])=d(�)
d(�)

p
B2 \{ p

d(�)
z1 =+=

1
p

d 2
(�) B2 \{ p

d(�)
z1=+

on obtient (1).
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La de� monstration du point (2) se de� duit facilement de la de� finition de
2(q) et de celle de G(n)(�i ; q) respectivement en (2.2) et (2.1). Faisons-le,

1
2p2 vq(2( p)(q, �))=1+

1
2p2 :

p&1

i=1

vq(G( p)(�i ; q))

=1+6 :
p&1

i=1

B2([i�1])

ou encore

1
2p2 vq(2( p)(q, �))=6 :

p&1

i=0

B2([i�]), comme dans (1)

=6d(�) :

( p�d(�))&1

i=0

B2([i�])

et grâce au Lemme 2.3(iii), on obtient

1
2p2 vq(2( p)(q, �))=

6
p

d 2
(�) B2(0)=

1
p

d 2
(�) . K

Remarque 2.11. L'entier d(�) ne de� pend que du sous-groupe cyclique
(�) et non pas du choix du ge� ne� rateur � de (�) dans K� *�qZ, ni du
repre� sent de celui-ci dans K� *.

3. LES FONCTIONS DqZ DE POIDS p (RESP. pl)

Les notations de ce paragraphe sont celles de l'introduction et des para-
graphes pre� ce� dents. Pour p entier �1, on note (�)/E[ p] un sous-groupe
cyclique d'ordre p du groupe E[ p] des points de p-torsion de K� *�qZ, de
ge� ne� rateur fixe� �. On de� signe par . un autre point de p-torsion de K� *�q Z,
ve� rifiant . � (�). On note encore � et . des repre� sentants dans K� * de ces
points.

D'apre� s (1.2), (1.3), et [Roq] la the� orie des fonctions q-pe� riodiques
prouve alors l'existence d'une fonction non triviale Dqz (z ; ., (�) ), z # K� ,
me� romorphe sur K� et admettant qZ pour groupe des pe� riodes et de diviseur

:
\ # (�)

(.\)&(\); (3.1)

11VALUATION q-ADIQUE
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on normalise DqZ en exigeant que

lim
z � 1

(z&1) DqZ(z ; ., (�) )=1 (3.2)

ou bien sûr z � 1 au sens de la topologie rigide de K� .
Pour l entier �1 tel que (l, p)=1, on note (:) /E[l] un sous-groupe

cyclique d'ordre l du groupe E[l], de ge� ne� rateur :. On de� signe par # un
autre point de l-torsion de K� *�qz. On note encore : et # des repre� sentants
dans K� * de ces points.

De� finissons les entiers s et & par . p=qs et #l=q& ; soit N0=l[1�l]p s&
p[1�p]l &, ou� [1�l]p (resp. [1�p]l) est un e� le� ment de Z tel que l[1�l]p#
1 mod p (resp. p[1�p]l #1 mod l). Posons

z0=.[1�l]p #&[1�p]l ; (3.3)

on a donc zl
0 #. (mod qZ) et z p

0 ##&1 (mod qZ) et zlp
0 =qN0. Or comme

. � (�) , on a zl
0 � (�) et donc

z0 � (�) E[l] (3.4)

et a fortiori z0 � (:)(�): de ce fait, si l'on de� finit . et # a� partir de la
donne� e de z0 # E[lp] par les formules

zl
0=., z p

0 =#&1,

ceci rend possible la construction ci-apre� s de DqZ( } ; z0 , (:)(�) ) avec
la seule contrainte . � (�) , le choix de # dans E[l] e� tant libre. En
particulier, le choix de ##1 (mod qZ) de l'introduction est acceptable.

Revenons au cas ge� ne� ral: comme le groupe (:)(�) est cyclique, et
comme z0 � (:)(�) , la construction faite au de� but du paragraphe (apre� s
remplacement de . par z0 et de p par lp) prouve aussi l'existence d'une
fonction non triviale

DqZ(z ; z0 , (:)(�) ), z # K� ,

me� romorphe sur K� et admettant qZ pour groupe des pe� riodes; son diviseur
est

:
\ # (:)(�)

(z0\)&(\) (3.5)

relativement a� qZ; la condition de normalisation (3.2) devient alors

lim
z � 1

(z&1) DqZ(z ; z0 , (:)(�) )=1. (3.6)

12 ABDELMEJID BAYAD
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Par ailleurs, introduisons les deux fonctions fs( } ; ., (�) ) et fN0
( } ;

z0(:)(�) ) de� finies par

fs(z ; ., (�) )=zs `
p&1

i=0

%q(z�i)
%q(z.&1.i)

,

et (3.7)

fN0
(z ; z0 , (:)(�) )=zN0 `

p&1

i=0

`
l&1

j=0

%q(z�i: j)
%q(zz&1

0 �i: j)
.

Ces deux fonctions ont les proprie� te� s inte� ressantes suivantes:

Proposition 3.8. Les fonctions fs( } ; ., (�) ) et fN0
( } ; z0 , (:)(�) ) sont

q-pe� riodiques. En outre, le diviseur de fs( } ; ., (�) ), (resp. fN( } ; z0 , (:)(�) ))
est

:
\ # (�)

(\)&(.\) \resp. :
\ # (:)(�)

(\)&(z0\)+ .

De� monstration. On s'appuie sur la proposition 1.9; d'une part, comme
. p=qs (resp. zlp

0 =qN0) le re� sultat concernant la q-pe� riodicite� de fs

(resp. fN0
) est e� vident.

D'autre part, concernant le diviseur de fs( } ; ., (�) ) on a l'e� galite�

%(z.&p)=%(zq&s)=(&1)s q&s(s+1)�2zs%(z)

de sorte que

fs(z ; ., (�) )=(&1)s qs(s+1)�2 %q(z.&p)
%q(z.&1)

`
p&1

i=1

%q(z�i)
%q(z.&1�i)

donc les fonctions q-pe� riodiques z [ fs(z ; ., (�) ) et

z [
%q(z.&p)
%q(z.&1)

`
p&1

i=1

%q(z�i)
%q(z.&1�i)

sont proportionnelles, leur diviseur commun est donc �\ # (�) (\)&(.\).
On raisonne de même pour z [ fN0

(z ; z0 , (:)(�) ).

Comme la fonction z [ DqZ(z ; ., (�) ) (resp. z [ DqZ(z ; z0 , (:)(�) ))
est normalise� e, de diviseur oppose� a� celui de fs (resp. fN0

) on obtient en
conclusion:

13VALUATION q-ADIQUE
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Proposition 3.9. La fonction DqZ( } ; ., (�) ) (resp. DqZ( } ; z0 ,
(:)(�) )) s'exprime comme suit

DqZ(z ; ., (�) )&1=
fs(z ; ., (�) )
f $s(1; ., (�) )

et en particulier

DqZ(z ; ., (�) )= &z&s `
n�1

(1&qn)2 `
p&1

i=0

%q(�i) %q(z.&1�i)
%q(.&1�i) %q(z�i)

ou� par convention dans le produit, on compte pour 1 le terme %q(�0). De
même

DqZ(z ; z0 , (:)(�) )&1=
fN0

(z ; z0 , (:)(�) )

f $N0
(1 ; z0 , (:)(�) )

et en particulier

DqZ(z ; z0 , (:)(�) )=&z&N0 `
n=1

(1&qn)2 `
p&1

i=0

`
l&1

j=0

%q(�i: j) %q(zz&1
0 �i:i)

%q(z&1
0 �i: j) %q(z�i: j)

ou� par convention dans le produit double on compte pour 1 le terme %q(�0:0).

En outre, ces fonctions DqZ posse� dent la proprie� te� suivante:

Proposition 3.10. Pour \ # qZ�Z (resp. \ # qZ:Z�Z) on a

DqZ(z\ ; ., (�) )=ep(\, .) DqZ(z ; ., (�) ).

(resp. DqZ(z\ ; z0 , (:)(�) )=elp(\, z0) DqZ(z ; z0 , (:)(�) )).

De� monstration. Les deux fonctions DqZ( } ; ., (�) ) et DqZ( } ; z0 ,
(:)(�) ) sont q-pe� riodiques et en plus, appliquant la proposition 1.9 aux
produits de la proposition 3.9, on trouve

DqZ(z� ; ., (�) )=�&s.tDqZ(z ; ., (�) )

et

DqZ(z� ; z0 , (:)(�) )=�&N0ztl
0 DqZ(z ; z0 , (:)(�) )

DqZ(z: ; z0 , (:)(�) )=:&N0zmp
0 DqZ(z ; z0 , (:)(�) )

ou� � p=qt, . p=qs, :l=qm et #l=q&. Or on a �&s.t=ep(�, .) ainsi que
�&N0ztl

0 =elp(�, z0) et :&N0zmp
0 =elp(:, z0) par de� finition. La proposition

en re� sulte.

14 ABDELMEJID BAYAD
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Remarque 3.11. On a

elp(�, z0)=ep(�, .) et elp(:, z0)=el(:, #&1).

De� monstration. Ces e� galite� s re� sultent des formules de comparaison, a�
savoir

elp(�, z0)=ep(�, zl
0) et elp(:, z0)=el(:, z p

0 )

et des congruences de� ja� prouve� es zl
0 #. (mod qZ) et z p

0 ##&1 (mod qZ).

The� ore� me 3.12. Pour tout entier N�1 divisible par p, avec n=N�p,
on a

DqZ(z ; ., (�) )24N2
=

G(n)(z.&1; q, �) 2( p)(q, �)n2

G(n)(z ; q, �) G(n)(.&1; q, �)

et tout z # E[N] tel que, ni z ni z.&1, n'appartiennent a� (�) .

Ce the� ore� me est une conse� quence imme� diate de la proposition 3.9 et des
de� finitions des fonctions de Siegel et du discriminant rigides par rapport au
sous-groupe discret q Z�Z de K� *, cf. section 2.

The� ore� me 3.13. Soit z un point de torsion de K� *�q Z tel que, ni z ni
z.&1, n'appartiennent a� (�) . Alors la valuation q-adique de DqZ(z ; ., (�) )
est e� gale a�

vq(DqZ(z ; ., (�) ))=
d2

(�)

2p _B2 \{ p
d(�)

(z1&.1)=+&B2 \{ p
d(�)

z1=+
&B2 \{&

p
d(�)

.1 =++B2(0)&
ou� z1=vq(z), .1=vq(.), p=l 'ordre de �, d(�)=p.g.c.d.( p�1 , p) avec
�1=vq(�).

Ce re� sultat fondamental re� sulte d'un calcul imme� diat a� partir du
the� ore� me 3.12 et de la proposition 2.10.

4. RELATION DE DISTRIBUTION SATISFAITE
PAR LES FONCTIONS DqZ

Ce paragraphe contient l'e� nonce� de l'autre re� sultat principal de ce
travail, ainsi que sa de� monstration.

15VALUATION q-ADIQUE
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The� ore� me 4.1. Soit p un entier �1. On note (�)/E[ p] un sous-groupe
cyclique d 'ordre p de K� *�q Z, et . # E[ p] un point de p-torsion de K� *�qZ tel
que: . � (�). Soit aussi l un entier �1, premier a� p. On note (:) /E[l]
un sous-groupe cyclique d 'ordre l de K� *�qZ. Alors, pour tout point # # E[l]
de l-torsion de K� *�q Z, on a

:
u # (:)

DqZ(zu ; ., (�) ) el(#, u)&1=DqZ(z; z0 , (:)(�) )

ou� z0=.[1�l]p #&[1�p]l et el : E[l]_E[l] � +l de� signe l 'accouplement de
Weil (cf. section 1, formule (1.7)).

Pour de� montrer ce the� ore� me, nous avons besoin de montrer le lemme
suivant:

Lemme 4.2. Soit f une fonction me� romorphe sur K� *. On suppose que le
groupe des pe� riodes de f contient qZ;Z ou� ; de� finit un point d 'ordre s de
K� *�qZ et qu'en outre f, comme fonction de K� *�qZ; Z, est de valence infe� rieure
ou e� gale a� 1. Alors, f est constante.

La de� monstration de ce lemme se fait en deux e� tapes:

E� tape 1. On se rame� ne au cas ou� ; est racine de l'unite� . Puisque ; est
d'ordre s, il existe alors un entier k tel que

;s=qk. (4.3)

Soit d le p.g.c.d. de k et s. On a donc

s=ds1 , k=dk1 , (s1 , k1)=1.

On de� duit de (4.3) l'existence d'une racine d-ie� me de l'unite� !d telle que:

;s1=qk1!d .

Soient a, b e� le� ments de Z tels que: 1=ak1+bs1 on pose q$=qb;a. On
ve� rifie facilement l'e� galite� de groupes:

zZ;Z=q$Z!d
Z.

E� tape 2. Soit maintenant ;=!s , ou� !s est une racine primitive
s-ie� me de 1. On de� signe par _ le K� -automorphisme du corps des fonctions
q-pe� riodiques de� fini par:

(g : z [ g(z)) [ (g_ : z [ g(!sz)).

Son ordre est s.
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Soit 8 l'application de K� * [ K� * de� finie par 8(z)=zs. Alors 8 induit par
passage au quotient un morphisme d'espace analytique rigide

K� *�qZ [ K� *�qsZ.

On de� duit que 8 induit une injection du corps des fonctions qs-pe� riodiques
dans le corps des fonctions q-pe� riodiques de� fini par:

g [ g~ = g b 8

l'image de cette injection est l'ensemble des fonctions q-pe� riodiques
invariantes par _.

Nous pouvons maintenant conclure. Soit f une fonction me� romorphe, de
pe� riodes qZ!s

Z, de valence �1 (i.e. de valence �s relativement a� qZ).
Puisque f est invariante par _, il existe donc g fonction qs-pe� riodique telle
que:

f (z)= g~ (z)= g(zs), \z.

Si de plus f est de valence �1 relativement a� qZ!s
Z , il est imme� diat que

g est une fonction qs-pe� riodique de valence �1. On en de� duit que g, et
donc f, sont des constantes.

De� monstration du The� ore� me 4.1. La proposition 3.10 jointe a� la
remarque 3.11 assure les identite� s

DqZ(z� ; z0 , (:)(�) )=ep(�, .) DqZ(z ; z0 , (:)(�) )

DqZ(z: ; z0 , (:)(�) )=el(#, :) DqZ(z ; z0 , (:)(�) ) (4.4)

DqZ(z� ; ., (�) )=ep(�, .) DqZ(z ; .(�) ).

Il s'ensuit que la fonction z [ �u # (:) DqZ(zu ; ., (�) ) el(#, u)&1�
DqZ(z ; z0 , (:)(�) ) est une fonction pe� riodique dont le groupe des
pe� riodes contient qZ:Z�Z. D'autre part, les deux fonctions z [ DqZ(z ; z0 ,
(:)(�) ) et z [ �u # (:) DqZ(zu ; ., (�) ) el(#, u)&1 ont le même diviseur
polaire qui est:

:
\ # (:)(�)

(\).

Donc, leur quotient est une fonction pe� riodique dont le groupe des
pe� riodes contient qZ:Z�Z, et de valence �1 par rapport a� ce sous-groupe
discret de K� *. Ceci n'est possible que si elle est constante, cf. lemme 4.2.
Or les deux membres de l'identite� a� prouver satisfont la normalisation des
fonctions DqZ donne� e par (3.2) et (3.6). On en de� duit alors que les deux
membres co@� ncident, et le the� ore� me 4.1 est de� montre� .
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APPENDICE: APPLICATION AU CALCUL DE LA VALUATION DE
PRODUITS DE FONCTIONS DqZ DE POIDS lp

Nous pre� sentons la� un moyen extrêmement rapide par rapport a� certains
calculs de [BA-B-CN], il nous permet de donner en même temps des
formules plus ge� ne� rales que dans loc. cit. Les notations sont celles de
paragraphes pre� ce� dents. Pour tous entiers l et p premiers entre eux et �1
et pour tout entier N�1 divisible par pl, nous formons les quantite� s
suivantes:

G(n)(z ; q ; �, :) =
DFN

`
u # (:)(�)

G(N)(zu ; q), z # E[N], ou� n=
N
lp

,

2 ( pl)(q, �, :) =
DFN 2(q)2p2l2

`

u{1
u # (:)(�)

G ( pl)(u ; q),

et

Ap(z ; # ; (:) ) =
DFN 1

p
`

(�)/E[ p]

`
. # E[ p]�(�)

DqZ(z ; z0 , (:)(�) ),

ou� . parcourt les points non triviaux de E[ p]�(�) tandis que (�) de� crit
les sous-groupes cycliques d'ordre p de E[ p] et ou� z0 est de� fini a� partir de
# et de . par la formule (3.3). On pose aussi

Ap(#, (:) ) =
DFN Ap(# ; #, (:) );

cf. [BA-RO, Section 5], ou� ceci correspond au produit de re� solvantes
elliptiques de la De� finition 3 de loc. cit.

Il vient alors, directement des de� finitions ci-dessus et de la proposition 3.9
(cf. preuve du the� ore� me 3.12), le re� sultat suivant:

Proposition 5.1. Pour tout entier N�1, divisible par pl, et pour tout
z # E[N], z � (:)(�) , on a

DqZ(z ; z0 , (:)(�) )24N2
=

G(n)(zz&1
0 ; q, �, :) 2 ( pl)(q ; �, :)n2

G(n)(z ; q, �, :) G(n)(z&1
0 ; q, �, :)

,

ou� n=
N
pl

.

Le but de cet appendice est d'expliciter, d 'une fac� on simple, les valuations
de DqZ(z ; z0 , (:)(�) ) et Ap(z ; #, (:) ), lorsque z est un point de torsion
convenable. E� nonc� ons les re� sultats principaux de cet appendice:
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The� ore� me 5.2. Pour tout z # E[N] et tout z0 # E[lp], z0 � (:)(�) ,
posons z1=vq(z), (z0)1=vq(z0), ainsi que �1=vq(�), :1=vq(:); supposant
alors que ni z, ni zz&1

0 n'appartiennent a� (:)(�) , on a

vq(DqZ(z ; z0 , (:)(�) )

=
1

2lp
d 2

(:)d 2
(�) _B2 \{ lp

d(:) d(�)
(z1&(z0)1)=+

&B2 \{ lp
d(:) d(�)

z1=+&B2 \{ &lp
d(:) d(�)

(z0)1=++B2(0)&
avec d(�)=p.g.c.d.( p�1 , p) et d(:)=p.g.c.d.(l:1 , l).

Remarque 5.3. Comme de� ja� note� dans la remarque 2.11 les entiers d(:)

et d(�) ne de� pendent que des sous-groupes cycliques (:) et (�) d'ordre
respectif l et p.

The� ore� me 5.4. Soit p premier, non divisible par car(K). Pour tout
z # E[N] et tout # # E[l], posons z1=vq(z), #1=vq(#); supposant alors que
ni z p, ni z p# n'appartiennent a� (:) , on a:

vq(Ap(z ; #, (:) ))

=
p

2l
d 2

(:) _B2 \{ l

d(:)
( pz1+#1)=+&B2 \{ l

d(:)
#1=+

&B2 \{ l

d(:) \z1+_1
p&l

#1+=++B2 \{ l

d(:) _
1
p& l

#1=+&
+

p&1
2l

d 2
(:) _( p+1) B2(0)&B2 \{ lp

d(:)
z1=+& pB2 \{ l

d(:)
z1=+& .

De� monstration des the� ore� mes 5.2 et 5.4. La preuve du the� ore� me 5.2 est
similaire a� celle du the� ore� me 3.12. En effet, grâce a� la proposition 5.1,
pour e� tablir le the� ore� me 5.2 il suffit de connaître les valuations des divers
termes figurant dans le membre de droite dans l'e� galite� de la proposition 5.1.
En appliquant directement le lemme 2.3(iii), plusieurs fois, aux de� finitions
de 2 ( pl)(q, �, :) et G(n)(z ; q, �, :), on obtient:

vq(2 ( pl)(q, �, :))=2pl } d 2
(:) d 2

(�) . (5.5)
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D'autre part, remarquons que G(n)(z ; q, �, :)=>l&1
j=0 G (nl)(z: j ; q, �) donc

d'apre� s la proposition 2.10, on a:

1
12N2 vq(G(n)(z ; q, �, :))=

d 2
(:) d 2

(�)

pl
B2 \{ pl

d(:)d(�)

z1=+ . (5.6)

Les e� galite� s (5.5) et (5.6) permettent aise� ment d'en de� duire le the� ore� me 5.2.

De� montrons le the� ore� me 5.4. En effet, d'apre� s la de� finition de Ap(z ; #, (:) )
on a

vp(Ap(z ; #, (:) ))= :

cyclique d'ordrep

(�)/E[ p]

:
. # E[ p]�(�)

vp(DqZ(z ; z0 , (:)(�) )).

Il y a un seul sous-groupe cyclique d'ordre p dans E[ p] de la forme (�)
avec � unite� , car dans ce the� ore� me p est suppose� premier, non divisible par
car(K), c'est le groupe des racines p-ie� mes de 1, et il y en a p possible
lorsque � n'est pas une unite� . Donc

vp(Ap(z ; #, (:) ))= :
p&1

s=1

vq(DqZ(z, z0 , (:)(�) ))

+ p :
p&1

s=1

vq(DqZ(z ; z0 , (:)(�) ))

ou� pour de� terminer z0 a� l'aide de la formule (3.3) on choisit dans la
dernie� re somme (lorsque � n'est pas une unite� )

.=!s
p , 1�s�p&1,

et dans la premie� re somme (lorsque � est une unite� )

.=qs�p, 1�s�p&1.

Alors, a� partir du the� ore� me 5.2 et du lemme 2.3(iii), on de� duit le
the� ore� me 5.4.

Une application est la suivante: supposons l'entier l impair, non divisible
par car(K). Soit m un entier compris entre 1 et l&1, premier avec l. Alors,
si (:, #) forme une base de E[l] et si (l, pm+1)=1, la quantite�

Z(m)
p = `

t premier a� l
1�t�l&1

Ap(#mt ; #t, (:) ) (5.7)

est bien de� finie.
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Introduisons quelques notations.

De� finition 5.8. Pour : et # points de E[l], on pose :1=vq(:), #1=vq(#)
et d(:) =p.g.c.d.(l:1 , l), d(#)=p.g.c.d.(l#1 , l). Alors le de� nominateur note�
d du produit

1
d(:)

vq(#l)=
l

d(:)
#1 #

1
d(:)

Z

s'e� crit

d=
d(:)

p.g.c.d.(d(:) , d(�))
.

Pour prouver le corollaire 5.10 ci-dessous, on utilise le re� sultat suivant
avec N=d.

Lemme 5.9. On a

:
k # (Z�NZ)_

B2 \{k
N=+=

1
N

B2(0) `

li | N
li premier

(1&li).

On de� duit alors du the� ore� me 5.4, pour z=#m:

Corollaire 5.10. Soit l entier et p premier, non divisibles par car(K),
tels que (l, p)=1. On suppose que (:, #) est une base de E[l]; les entiers
d(:) et d sont ceux de la de� finition 5.8 ci-dessus. Alors la valuation q-adique
de Z (m)

p est inde� pendante de l 'entier m premier a� l, tel que (l, pm+1)=1,
et est donne� e par la formule suivante:

( p&1)( p+1)
12

d 2
(:) _1&(&1)card J 1

d 2 `
li # J

li& } `
i # I \1&

1
li+

ou� I (resp. J) de� signe l 'ensemble des diviseurs premiers de l (resp. d ).

En particulier, soient l et p premiers, non divisibles par car(K), tels que
(l, p( p+1))=1 et l�3. Alors, dans la situation re� gulie� re ou� : est une
unite� de sorte que

d(#)=1, d=d(:) =l,

21VALUATION q-ADIQUE
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et compte tenu de la syme� trie B2(x)=B2(1&x), la formule du corollaire 5.10
donne

vq \ `
(l&1)�2

t=1

Ap(#t, (:) )+=
( p&1)( p+1)(l+1)(l&1)

24
. (5.11)

On retrouve la� , pour l � [2, 3], l'exposant du ``discriminant re� gulier''
DE�F, reg , cf. [BA-RO, Section 5, Th. 8].
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