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AMELIORATION D'UNE CONGRUENCE POUR
CERTAINS ELEMENTS DE STICKELBERGER
QUADRATIQUES
PAR

ABDELMEJID BAYAD et GiLLES ROBERT (*)

RESUME. — Nous prouvons une relation de distribution additive, & coefficients
racines de 'unité, entre fonctions elliptiques de seconde espece (cf. §4, th. 1). Cette
relation, déja notée par F.G. Frobenius [7], est de nature algébrique et nous permet
d’améliorer (cf. §5) les congruences pour les éléments de Stickelberger quadratiques
de [3].

ABSTRACT. — We improve (cf. § 5) on certain congruences for quadratic Stickel-
berger elements, as proved in [3]. For this we observe (cf. § 4, th. 1) the existence of a
distribution relation — additive with coefficients roots of unity — between simple quo-
tients, introduced in §§ 2-3, of the Klein function of [12] for distinct complex lattices.
This distribution relation, first noted by F.G. Frobenius [7], has an algebraic nature.

Introduction

Les fonctions elliptiques de seconde espece D, de diviseur (¢) — (0)
relativement & un réseau A pour (¢ modulo A) un point de torsion
non trivial dans C/A, ont fait de nombreuses apparitions en théorie des
nombres. L’ordre de (¢ modulo A) sera noté p, et on observera que le
réseau complexe 2 de périodes de la fonction D ci-dessus est alors 'unique
sous-réseau de A tel que :

i) le point ¢ reste d’ordre p modulo ;
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250 A.BAYAD ET G. ROBERT

ii) le quotient A/Q est cyclique d’ordre p.
On désigne alors par E la courbe elliptique isomorphe & C/Q par le
plongement de Weierstrass.

Quoique nous les regardions ici du seul point de vue complexe,
les fonctions D sont algébriques en nature; par exemple, pour définir
I’accouplement de Weil, qui associe algébriquement a deux points de p-
torsion de E une racine p-iéeme de l'unité, on fait appel & une fonction D
du type ci-dessus, ¢f. e.g. D. Huseméller [9, chap. 12, p. 229].

Bien auparavant, elles ont été étudiées par Ch. Hermite [8] et G.F. Fro-
benius [7]; ce dernier la note ¢. Dans les temps récents leur réapparition
est liée a trois themes :

i) structure galoisienne et construction de bases d’entiers [5], [18];

ii) I’étude de résolvantes elliptiques, analogues aux sommes de Gauss :
cette étude, pour certaines courbes elliptiques, a fourni des décompositions
de leur discriminant a l’aide d’éléments de Stickelberger «quadratiques
of (3], [1] et [4];

iii) d’autres questions de nature plus variée cf. [10], [6], [11], et
en particulier 1'étude [2] par 'un des auteurs de la loi de réciprocité
quadratique au-dessus d’un corps quadratique imaginaire.

Cette bibliographie ne prétend pas a l'exhaustivité; pour p > 3, c’est
S.P. Chan qui semble la premiere personne a les avoir reconsidéré et a en
avoir étudié certaines valeurs particulieres, cf. [5] déja cité.

Un probléme posé par leur usage récent est que faute de normalisation
convenable, beaucoup de ces auteurs ont utilisé les quotients en deux va-
leurs particulieres pour obtenir des quantités algébriques. Mais, lorsque le
corps de base peut étre plongé dans C, une normalisation des fonctions D
parfaitement canonique et algébrique existe : il suffit de demander au
coeflicient principal de son développement en série de Laurent, au voisi-
nage du point z = 0, d’étre égal a 1; cf. e.g. les commentaires que 1’on
trouve dans le §1 de D. Kubert [11].

De notre point de wvue, nous avons rencontré la nécessité de cette
normalisation en tentant de comprendre le lien algébrique caché derriere
les constructions analytiques des §§3 et 4 du texte déja cité [3] de
A.Bayad, W.Bley et Ph. Cassou-Nogues. Rappelons que celui-ci fait
suite aux travaux [4] et [1] ot d’abord Ph. Cassou-Nogues et M.J. Taylor
explorent le cas p = 2 et ou ensuite I'un des auteurs du présent travail,
dans sa these, explore en partie le cas p premier quelconque.

Ceci nous a conduit a la preuve d’une relation de distribution additive,
a coefficients racines de 'unité, satisfaite par ces fonctions D. Celle-ci
est, a notre avis, trés belle. Elle n’avait pas échappé a la sagacité de
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STICKELBERGER QUADRATIQUE ET FONCTIONS ELLIPTIQUES 251

F.G. Frobenius c¢f. loc. cit. [7, p.91]. Grace & elle on peut en particulier
écrire les résolvantes elliptiques, telles qu’elles apparaissent dans [3], [1]
ou [4], comme une valeur particuliére d’une seule fonction elliptique D
(de seconde espece).

Le texte ci-dessous a donc un double objectif :

a) A partir des relations bien connues satisfaites par la fonction de
Klein, ¢f. D. Kubert et S. Lang [12, chap. 2], donner une écriture explicite
de la fonction D normalisée; contrairement & ses expressions [5] et [1]
a laide des fonctions P et P’ de Weierstrass, celle-ci est extrémement
simple, cf. ci-dessous § 2.

Puis prouver, dans la foulée, la relation de distribution que nous avons,
apres F.G. Frobenius, redécouverte. Les raisonnements restent élémen-
taires, cf. th. 1, §4.

b) Utiliser cette relation de distribution dans le texte cité [3], qui nous
avait servi de point de départ, cf. §5; plusieurs résultats de loc. cit. s’y
trouvent nettement simplifiés, cf. th. 7 et 8. Dans ce paragraphe 5, nous
renvoyons & [3] pour certaines notations un peu compliquées. En passant,
on y améliore aussi un résultat de [4].

Pour cela des le début, tant pour la fonction D que pour le point zg,
nos notations sont adaptées a celles utilisées dans [3].

Contenu.

Le paragraphe 1 contient quelques rappels; le paragraphe 2 la définition
et I’écriture explicite de la fonction D a ’aide de la fonction de Klein; le
paragraphe 3 est préparatoire; la relation de distribution est prouvée dans
le paragraphe 4; le paragraphe 5 simplifie certains résultats de [3].

Remerciements.

Nous remercions nos rapporteurs pour leurs commentaires et leurs
critiques qui nous ont aidé a rendre plus pertinent ce travail.

1. Rappels

a) Soit C muni d’un réseau L; si (wy,ws) désigne une base de L telle
que Im(wq /wz) > 0, on définit l'aire de L par
o(L) = - _ W12 — Wl
21 21
c’est un réel > 0 indépendant du choix de la base orientée (wy,ws) de L.

wy W
wg W

On définit alors la forme herngitienne
Hy(u,v) = (u,v) € C x C,

a(L)’
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252 A.BAYAD ET G. ROBERT

et 'on pose E;, = Im Hp, de sorte que

1 uv — vu

Brlew) =5y

v (u,v) e CxC.

Notons que Ep, est une forme R-linéaire alternée; ses valeurs sur L x L
sont entieres, et elle vaut —1 sur toutes les bases (wq,ws) de L telles que
Im(w; /we) > 0.

On pose : _
e(r) = e*™* gz cC.

1 1
Soit m un entier. Composant la restriction de F;, & —L x —L avec la
n n

fonction exponentielle
e(—nx) = e(x)™",

on en déduit une application bilinéaire alternée
., (1 1
ek . (-L/L) X (—L/L) o,
n n

Il s’agit de la version analytique de I’accouplement de Weil, pour le tore
complexe

E(C)=C/L,
cf. e.g. [13, chap. 18], [14, §20] ou [9, chap. 12]. On a donc :
1
Dg&FINITION 1. — Pour deux points A et © de —L/L, on note encore A
n

et u des relevements de ceux-ci dans —L, et on pose :
n

eE O ) = e~ nBL () = e - Br(nh, —np):

il s’agit d’une racine n-iéme de 'unité, qui dépend de maniere bilinéaire
alternée du couple (A, p).

REMARQUE 2. — Pour M C N deux réseaux complexes, on a :
a(N) =[N : M) 'a(M)

et donc
EN = [N : M]EM

ou [N : M] désigne le nombre d’éléments de N/M.
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b) On note ici £y, 1a fonction de Klein, étudiée par de nombreux auteurs
au cours de ces dernieres années notamment D. Kubert et S. Lang, ¢f. [12],
[11] et [17].

Si P(q), pour |g| < 1, désigne la valeur du produit infini convergent

[Ta—-am,

la fonction K, (u) peut étre définie cf. e.g. [16, § 1, p. 7-8], [20, chap.IV,
formule (26)] et [12, chap. 2, § 1], par la série

W (s [P((R)] K

~ () Selsl+a) e+ (e +2) (-2l

pour u € C et (wy,wsz) une base de L telle que Im(w; /wz) > 0; elle est
plus communément décrite par le produit infini

ou, écrivant u = ajwy + asws avec a1, as € R, on note
*
ut = ain + an2

pour 71 et 1y les périodes de « deuxieme espece » associées aux périodes de
« premiere especey» wy et wq. L’application u — uu* et donc d’apres (2)
la fonction u +— Kr(u) ne dépend pas du choix de la base (wy,ws) de L,
telle que Im(wy /ws) > 0.

En fait, d’apres (1), la fonction

1
(3) 0r, :ur—d;e(EHL(u,u)>KL(u)
est une fonction théta associée au réseau L et est donc holomorphe; son
diviseur est (0 mod L) : seuls les points de L sont des zéros de cette
fonction ; ceux-ci sont simples, ¢f. par exemple I’écriture (2).
Une autre écriture de 01, peut étre donnée, que nous citons pour future
référence :

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



254 A.BAYAD ET G. ROBERT

REMARQUE 3. — Posons 7 = wi /wa, ¢ = e(1) et 21/2 = e(u/2ws).
Alors, on a :

000 = =3 g (= () Y
avec cf. [1, chap.III, § 2],

O4(z) = (1—2) [T —aq"2)(1 = q"=7").

n>1

De plus, on a :

ProposiTION 4. — Pour tout p € L, on a :

Kr(u+ p) = xr(p)e(§ Er(p,u)Kr(u)

ot l'on a posé
1 sipe?2l,

xe(p) :{1 sipeL\2L.
REMARQUE 5. — Pour tous p et o éléments de L, on a :
xe(p+ ) = xe(p)xe(o)e(L EL(p, o)),

de sorte que 6r, c¢f. (3) ci-dessus, est une fonction théta réduite de type
(Hr,xr) au sens de A.Weil [19, chap. VI].

Enfin, la fonction K, (u) admet « pour partie principale quand « tend
vers 0 :

LEMME 6. — On a hr%ICL(u)/u =1

2. Les fonctions Dy, de poids p

On note © C C le réseau des périodes complexes d’une courbe
elliptique F et on fixe un isomorphisme

E(C) = /9

par lequel nous identifions les deux membres.

Soit p un entier > 1. On note

() C Elp]

un sous-groupe cyclique d’ordre p du groupe E[p] des points de p-torsion
de E, de générateur fixé 1.
On désigne par ¢ un autre point de p-torsion de E, vérifiant ¢ ¢ ().
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STICKELBERGER QUADRATIQUE ET FONCTIONS ELLIPTIQUES 255

REMARQUE 1. — La condition ci-dessus ¢ ¢ (¢) suffit; elle est moins
stricte que celle implicite dans 'introduction, qui s’énoncerait «le couple
(p, 1) est une base de E[p]»; lorsque p est premier, ces deux conditions
sont équivalentes (c’est le cas du § 5, & partir de la remarque 4).

De ce fait, si 'ordre de ¢ est un diviseur strict de p, le réseau €2
ne coincide pas avec le réseau de toutes les périodes de la fonction
Dq(z; ¢, (1)) définie ci-dessous; cf. e.g. §4, cor. 2.

Le théoreme d’Abel-Jacobi de la théorie des fonctions elliptiques, cf.
e.g. [13], prouve alors l'existence d’une fonction non triviale

Da(z;9,(1)), z€C,

méromorphe sur C, admettant 2 pour réseau de périodes et de diviseur

(1) > (e+p) - (p)

PE(Y)

On normalise Dg en exigeant que

(2) lim 2Dg(2; ¢, () = 1.
11 vient :
ProrosiTiON 2. — On a
® Dosien (1) = e(h Eale—p)) oL

ou ICp désigne la fonction de Klein associée au réseau A = Q + Za).

Démonstration. — Soit Dg, le m.d.d. de Pégalité (3) de la proposition.
Il résulte des rappels sur la fonction de Klein (¢f. § 1, formule (3)) et de

I’égalité Ex = Im Hy, que I)VQ est proportionnel a la fonction méromorphe
1
2 o5 Hal0.2) ) 0a (= = ©)/0a (2);
de plus, d’apres le § 1, prop. 4, on a :
(4) Da(z + p) = e(Ea(p, —¢)) Dal(z)
pour tout p € A.
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Or on a Ey = pEq (cf. §1, rem. 2), de sorte que
(5) e(Er(p, —¢)) = e(=pEa(p,¥)) = €, (p, )

ou ezgf est I’accouplement de Weil
L Q/Q x L Q/Q
- - — .
p P He

En particulier, si p appartient & §2, I'identité (4) prouve que la fonction Do
est invariante par translation par p : ainsi z — Dq(z) est une fonction
elliptique de réseau de périodes €.

De plus, son diviseur modulo €2 est bien le diviseur (1) demandé pour
la fonction

z+—— Daq(z; ¢, (¥)).

Enfin, comme lir% Ka(z)/z=1, ¢f §1, lemme 6, on a
lir% zb\g;(z) =1

ce qui complete la preuve de I'identité (3), et donc de la proposition 2.

COROLLAIRE 3. — On a :
i) Da(— 21—, (1) + Da(zi¢, (1)) = 0;
ii) Da(z:0+ v, () = Dalzi ¢, (¥)).

Les relations (4) et (5) assurent également :

PRrROPOSITION 4. — Pour tout p € (1), on a :

Dq (2 + p; o, (¥))
Da(z1¢, (1))

=el(p, 9).

Par ailleurs, vu la formule explicite en termes de K donnée dans [12,
chap. 2, § 6, p. 51-52] pour la différence

Pa(z) = Paly),

ou Py désigne la fonction P de Weierstrass du réseau A = Q + Z), on a
aussi :
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COROLLAIRE 5. — Si A =Q + Zy, on a :
Dq(z;9, (V) Da(z; —¢, (¥) = Pa(z) — Palyp).

Autrement dit, la fonction Dg(z; ¢, <w>) est une sorte de racine car-
rée — tordue par un groupe cyclique () = A/Q d’ordre multiple de celui
de ¢, mais tel que ¢ ¢ () — de la fonction

Pa(z) = Pale);
une premiere apparition de cette propriété a déja été notée dans [4, §IV,
haut des p. 330 et 332], c¢f. aussi [1, chap.II, cor. 2.27].

En forgant un peu le trait, on pourrait aussi dire que le corollaire 5
ci-dessus dit qu’il existe entre les fonctions Dgq et Pj une relation analogue
a celle existant entre une somme de Gauss et le nombre entier produit de
celle-ci et de sa conjuguée.

3. Les fonctions Dy, de poids £p

Considérons maintenant un entier £ > 1, premier a p. Soit
() C E[{]

un sous-groupe cyclique d’ordre ¢ du groupe E[¢] des points de ¢-torsion
de E, de générateur fixé a. Le groupe

() ® (¥) C Elfp]

est donc cyclique, d’ordre p.
Par ailleurs, soit
v € E[(]
un autre point de f-torsion de FE, arbitraire. On note aussi « et v des
relevements de ces points dans C.

Posons

20(p,7) = [%Lw— [%L'y

1 1
ol {ﬂ (resp. {—L) désigne l'inverse de ¢ dans Z/pZ (resp. de p dans
p p

Z/¢7). Clairement zo(p, ) est un point de E[¢p], mais il n’appartient pas
a (a) @ () puisque ¢ n’appartient pas a ().
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La construction précédente peut donc étre appliquée au groupe cyclique
(o) ® () C E[¢p] d’ordre £p, et au point zo(p,7) de €p-torsion de E. Soit

Daq(z;20(,7), (@) @ (1))

la fonction obtenue : d’apres le § 2, prop. 2, on a la formule explicite
(1) Da(zi20(0,7), () ® (1))

Ks(z = 20(#:,7))
1 3 (AR )
=e(=sFEx(z,—20(p,

(3 (e =200 ) B (R (=200, 7)

ou apparait cette fois-ci la fonction de Klein Ky relative au réseau
X=Q+Za+Zy. Or,on a:

LEMME. — Il vient :
i) el (1, 20(,7)) = €Y, 0) ;
ii) e?p(a,zo(go,w)) = e (v, a).

Démonstration. — Simple calcul a partir des formules définissant les
divers termes.

Par conséquent le paragraphe 2, prop. 5, assure les identités
Da (2 + 15 20(,7), (@) ® (¥))
= e, (1, 9)Da (2 20(,7), () @ (¥));
Da (2 + a; 20(,7), (@) @ (1))
= ¢/ (v, @) Da (2 20(,7): (@) @ ().

(2)

4. La relation de distribution satisfaite par les fonctions Dy,

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal (dit &
G.F. Frobenius [7, p. 91]) :

THEOREME 1. — Soit p un entier > 1. On note () C E[p] un sous-

groupe cyclique d’ordre p de E, et p € E[p| un point de p-torsion de E tel

que @ & (V).

Soit aussi £ un entier > 1, premier ¢ p. On note (o) C E[f] un sous-
groupe cyclique d’ordre ¢ de E.

Alors, pour tout point v € E[l] de £-torsion de E, on a :

> Da(z+tip, ()l (y,t) " = Dq (Z; [%Lsﬂ - [%L% (a) & <¢>)
te(a)

ot el : E[f] x E[f] — p, désigne 'accouplement de Weil.
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Démonstration. — D’apres le § 2, prop. 4 et le lemme du § 3, le membre
de droite comme le membre de gauche admettent les multiplicateurs
eg(w,gp) quand z devient z + ¢ et e$}(7y,a) quand z devient z + «; or
le dénominateur des poles de chacune de ces deux fonctions est

> (p

PE{a)® ()
relativement au réseau ().
Il s’ensuit que leur quotient est une fonction périodique pour le réseau

de périodes
X =Q+ Za+ 7,

et que relativement & ce réseau X son ordre est au plus 1. Ceci n’est

possible que si elle est constante.

Or, abrégeant en m.d.g.(z) (resp. m.d.d.(z)) le membre de gauche (resp.
droite) de I'identité & prouver, la normalisation de Dgq cf. § 2, identité (2)
impose

1imoz m.d.g.(z)=1= lin%Jz m.d.d.(z).

Donc les deux membres coincident, et le théoréme est démontré.
Prenant pour v l'origine 0 de E(C) ~ C/f, on en déduit :
COROLLAIRE 2. — On a la relation de distribution

1
> Dalz+te. () = Da(=: 7] el) @ @),
te(a)

1
ou le second membre pourrail encore étre écrit D (z; [—} ®, <w>> avec
P

L=Q+Za, cf. §2, prop. 2. ¢
Vu la relation d’antisymétrie

20(¢,7) + 20(7, @) = 0,

on déduit également du théoreme 1 la relation suivante liant les valeurs
des fonctions Dgq (z; ©, (@b)) et Dq(z;7, (), obtenue en tenant compte du
cor. 3,1) du §2.

COROLLAIRE 3. — Supposons que vy n'est pas dans (@) et @ n'est pas
dans (). Alors, on a :

> Da(z+te () (v, 6)"

te(a) _
+ Y Da(—z+g¢7,(a)e(w.q) " =0.
q€()

On a aussi :
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LEMME 4. — On suppose que le groupe {v) C E[{] engendré par ~ est
d’ordre £, et que l'on a :

() N {7) ={0};

autrement dit, on demande que le couple (a,7v) soit une base de E[{]
sur ZJVZ.

Alors, lorsque s décrit le groupe (7y), le C-espace vectoriel engendré par
les fonctions

Da(z; 20(0, 8), () @ (4)),

1 1
ot zo(p, 8) = [—} Y — [—} s, est de dimension £.
V4 P pie
Démonstration. — Cela résulte directement de 1’étude des fonctions

théta sur C/Q, cf. e.g. [19, chap. VI, n°® 7] ou [15, chap.II, prop. 1.3], ou
bien peut-étre vu de la manieére suivante.

Vu le lemme du § 3 et la prop. 5 du § 2, les podles de

Da(z;20(,5), (@) @ (1))

en les points ¢ de (o) forment, pour chaque s dans (), un vecteur de
valeur

(e?(s,t),t € (m) € c;

or, lorsque s décrit (7y) ces £ vecteurs — et & plus forte raison les fonctions
dont ils sont les poles — sont C-linéairement indépendants (puisque la
matrice de Vandermonde qu’ils composent est inversible).

Le lemme 4 ci-dessus permet alors d’inverser formellement les formules
du théoréme 1, on a donc :

COROLLAIRE 5. — On suppose que (o, ) est une base de E[l] sur Z/{Z.

Alors, pour tout t € (&), on a:

Z Dq (Z; {%L)QD - {%}gs, () @ <’(/J>)€?(S,t) = {Dgq (Z T4, <w>)
5€(7)
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5. Simplification de I’élément de Stickelberger
quadratique de [3]

Dans ce paragraphe, grace au théoreme 1 du §4, nous débarassons
Pélément de Stickelberger 2(p) introduit dans [3] de son facteur inutile
(p® — p?), lui rendant sa forme naturelle. Ceci nous permet de réviser les
principaux résultats obtenus dans [3].

REMARQUE 1.— La forme exacte de 02(p) est donnée dans [3, § 1], nous
ne souhaitons pas la reproduire ici; I’élément simplifié

b2(p) = ﬂez(m € Q[I]

vérifie la congruence

) P21 (e—1)/2
Oa2(p) = — > o' (mod Z[I)
t=1

ot les notations sont précisées ci-dessous, cf. substitutions 1, 2 et 3.
Nous ne précisons pas non plus la définition exacte de la résolvante
elliptique a laquelle se réfere le lemme 5, ni la définition précise du
facteur Dg/preg de Dgyp, pour lesquelles mous prions le lecteur de se
reporter a [3].
1l s’agit pour nous de donner ici dans ce paragraphe le mouvement
général de la simplification, et non ces détails plus secondaires.

On fixe donc un modele de Weierstrass

dx
@ (=)

y? =42® — g2(Q)z — g3(),

gk(Q) = dk Z P_%» ke {233}7

PERY, p#0
de la courbe elliptique E, avec dy = 60 et d3 = 140, de facon a ce que le
réseau ) C C soit formé des périodes complexes de (E, % dx).

On note

F=Q(g2(9),93(2))

le corps de définition de ce modele (E, % d:z) et pour tout automorphisme
o € Aut(C/F) de C fixant F notons

pr— p[a]
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Papplication qui & un point p € C/ fait correspondre son image dans C/
via l'action de o sur les coordonnées (P (p), P, (p)) de son image dans le
modele de Weierstrass ci-dessus.

Soit p un entier > 1, et soient (¢) un sous-groupe cyclique de E[p]
d’ordre p, et ¢ € E[p] un point de p-torsion de E tel que ¢ ¢ (), cf. §2.
On note A le réseau 2 + Za.

Alors vu lalgébricité et l'unicité de la définition de la fonction elliptique
z +— Dq (z;cp, (@b)) sur C/Q prouvée dans le paragraphe 2, & partir de
seulement 1) le sous-groupe cyclique () = A/Q d’ordre p et ii) le point
non trivial (o modulo A) de p-torsion, on obtient le résultat ci-dessous;
on peut aussi faire appel a [1, chap. 4, § 3].

ProrosiTioNn 2. — On a :

i) La fonction z — Dgq (z; ©, <w>) est définie sur le corps F(E[p]),
extension du corps F par adjonction des coordonnées des points de p-
torsion de E.

i) Pour tout o € Aut(C/F), on a :

Da (20, ()7 = Da (21 ], (glly).

iii) En particulier, la fonction z — Dg(z;cp, <w>) est définie sur
F(pmod A, (¢)) plus petite sous-extension de F(E[p])/F sur laquelle
sont a la fois définis le point (¢ modulo A) et le sous-groupe () = A/Q.

Nota BeEnE. — Le corps F(cp mod A, <1/)>) ne contient pas nécessai-
rement de racine primitive p-ieme de I'unité.

D’autre part, comme dans le §3, pour ¢ un entier > 1 sans facteur
commun avec p, soient () un sous-groupe cyclique de E[¢] d’ordre ¢,
et v € E[¢] un point de ¢-torsion de E. On suppose ici que v n’est pas
dans (). On note L le réseau Q2 + Za.

Plutét que le produit de résolvantes de [3, §2, p. 149-150], introdui-
sons :

DEFINITION 3. — On forme le produit bien défini

@ Apa(r() 22 T [ 2e(x[7] o= [5] v @ew).

PyCElpl pmod(w) p

N

ol ¢ parcourt un systéme de représentants modulo (¢) des points de
Ep]\ (), tandis que (¢) décrit les sous-groupes cycliques d’ordre p
de E[p].
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Il résulte de la proposition 2 ci-dessus qu’il s’agit d’un élément de
F(ymod L, (o)) C F(E[()).
REMARQUE 4. — Vu le théoreme 1 du § 4, chacun des termes

Da(7; 20(,7), () (4))
1

de (2), avec zo(p,7y) = [Z} pgp - {%L% y a valeur d’une résolvante.
Supposons maintenant, comme dans [3] (¢f aussi [1] et [4]), que les
hypotheses suivantes sont satisfaites :
(Hy) Le point de paramétre complexe o est rationnel sur F.
(Hz) On a FNQ(¢) = Q, ou (¢ désigne une racine primitive £-iéme
de l'unité.
Alors si 'ordre de y est £, on a :
Py mod £, (o)) = F(E[L)
et les degrés respectifs sont les suivants
[F(¢) : F] = card(Z/¢Z)*, [F(E[{]): F(()] | L
Enfin, comme dans [3], faisons ’hypothese :
(H3) Les nombres £ et p sont premiers, et de plus ({,p(p+1)) =1 et
£>5; on suppose aussi [F : Q] fini.
Soit A(Q) = g2(Q)? — 27g3(Q)? le discriminant du modele de Weiers-
trass (1), réseau de périodes €2, de E et posons
n,= 50— 1) (p+1), fi,= - D+
Le calcul clef est alors le suivant :
LEMME 5. — Soient P et Q les points de E[{] de paramétres complexes
a et vy, et notons T,(P,Q) la résolvante elliptique de [3, déf. 2.3]; on a

p*(p—1) np
(3) Apa (7, (@) = A(Q)" T, (P, Q).
Ainsi Ap (7, (@) est une racine (p3 —p?)-ieme du produit de la résolvante
T, (P, Q) de [3] par une puissance convenable de A(Q).

Démonstration. — Calcul sans difficulté, a partir de 'expression du
dénominateur donnée dans [3] loc. cit.; on utilise les formules de multipli-
cativité des fonctions de Klein, cf. e.g. [11].

Or, pour 4, o(7, (@), on a alors un énoncé analogue & la proposition 2.4
de [3]. Compte tenu de la proposition 2 ci-dessus, pour obtenir le point ii)
(resp. iii)), on applique les formules de transformation de Cp, avec
A = Q + Z4, soit la prop. 4 du § 1 précisée par le lemme du § 3 (resp. le
cor. 31) du §2); on trouve :
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PROPOSITION 6.— Soient p et £ premiers, avec (£,p(p+1)) =1 et £ > 5.
Posons N = F((+ ¢ ") Alors, on a:

1) Apa(y, () € F(E[(]);
ii) si o € Gal (F(E[(])/F) est défini par
'Y[U] = as7Y + baaa a[a] =«
avec (ay,bo) € (ZJUZ)?, ay # 0, il vient :

Apa(1, (@) = € (y,a) PVt A g (a5, (a));

iii) on a Ay a(—y,{a)) = e(p)Ap.a(v, (@) avec e(p) = +1 (resp. —1)
sip >3 (resp. p=2), et donc il vient :

¢ _ [F(C) pourp=2,
A , €
sl ta)) e {1 T

iv) Uidéal (Apa(7,(a))) est un idéal ambige pour F(E[(])/N.
Dans les théoremes 1.1 et 1.2 de [3], remplacons alors :

SUBSTITUTION 1. — La résolvante elliptique T, (P, Q) par Apa(7, ().

SUBSTITUTION 2. — Le discriminant minimal Dg/p de la courbe E/F
(dont (1) est un modéle) par le quotient
Dg/r/(AQ)).

L'idéal Dg/p/(A(S2)), contrairement & Dg/p, dépend de Q, d.e. du
modele choisi; de plus c’est la puissance 12-iéme d’un idéal de F puisque
par définition, en une place finie p de F', la valuation p-adique de Dg,p
est U'entier vp(Dg/p) compris entre 0 et 11 tel que

vp (Deyr) = vp(A(Q))  (mod12).

C’est ce fait, pour p € {2,3}, qui assure que le membre de droite de
l'identité (8) ci-dessous est bien un idéal de F.

Pour ¢ premier a ¢, notons o; 'automorphisme de N sur F qui
applique (¢ sur ¢}, de sorte que I' = Gal(N/F) est donné par

P={o, 1<t< 2(C-1)},

et soit Q[I'] 'algebre associée au groupe I'.

Dans [3, th. 1.1 et 1.2], changeons aussi :
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SUBSTITUTION 3. — Les exposants 02(p) et n, par
_ 1 (p—Dp+1) 1
(4) np:p37p2 ny = 15 € EZ,
~ 1
(5) 02(p) = P 02(p) € Q[I.

Le facteur (p® —p?) n’intervient pas dans le passage concerné de [3, § 1],
d’ou la congruence

~ 127, “ 2
(6) bop) = =+ Y tPo;" (mod Z[T)),
t=1

de sorte que 1’élément de Stickelberger 0, (p) peut encore étre dit quadra-
tique, et que

(7) (9>(p) € Z[T).
Si a et b sont des idéaux fractionnaires de F(E[{]), écrivons
a=b (mod ¢)

lorsque les diviseurs de ab—! divisent £. Alors on déduit de la proposition 6
et du lemme 5 ci-dessus, les exposants 127, et ¢02(p) restant entiers
d’apres (4) et (7), que le théoréme 1.1 de [3] implique :

THEOREME 7. _

1) Pour p > 3, Uidentité (factorisation dans N de Uidéal (T,(P, Q))Z a
laide de £05(p), aux diviseurs de £ prés) du th. 1.1 de [3] est encore vraie
apreés que les substitutions 1 a 3 aient été faites.

2) Pour p = 2, d’une part le carré des deuxr membres de lidentité —
apres substitutions 1 a 3 — coincident bien.

De plus, la nouvelle identité est vraie (aux diviseurs de £ pres), a
condition de regarder son membre de droite comme un idéal de F((p) (et
non plus de N).

Alors le passage & la norme, qui dans [3] lie le théoréme 1.2 au théo-
reme 1.1, permet ici de déduire du théoréme 7 ci-dessus le résultat suivant :

THEOREME 8. — Sous les hypothéses (Hy) a (Hg) précédentes, on a :

(e—1)/2
) ( I]Ane(r. (@)
t=1 (+1)(E=1) -

"Dp/rie P (mod ¢).

-1~
5 n
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Le facteur D/ preg de D est défini dans [3, § 1, rem. p. 148]; en fait
ces deux idéaux coincident souvent; or, le théoreme 1.2 de [3] est énoncé
sous I'hypothese

Dg/preg = Pp/p (modf),

et I'identité du théoréme 8 est alors une racine (p3—p?)-ieme de l'identité
de ce théoreme la.
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