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Abstract

In this paper we deal with the problem of the alignment of three
points in the variety of Kummer-Wirtinger. More precisely, our main
result is to supply a simple criterion allowing to decide if three points
are aligned or not in the Kummer-Wirtinger variety associated to any
polarized, projective, smooth and irreducible variety.
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1 Introduction et résultats

Soit A une variété abélienne principalement polarisée complexe de dimension
g � 2. C’est équivalent à la donnée d’un couple (L, HΩ) tels que : L est un
réseau complexe dans Cg avec L = ( Ω Ig ) Z2g, où Ig est la matrice identité
g × g et Ω matrice élément de l’espace de Siegel Hg := {Z ∈ Mg,g(C) : tZ =
Z, ImZ > 0} et HΩ est la forme hermitienne définie sur Cg × Cg par

HΩ(u, v) := tū(Ω − Ω)−1v

Elle définit la polarisation principale de A.

Pour préciser la question centrale, qui fait l’objet de cet article, nous rap-
pelons quelques définitions. On note par θ(z, Ω) la fonction thêta de Riemann
classique , définie par la série

(1.1) θ(z; Ω) =
∑
n∈�g

e(1/2tnΩn + tnz),
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où l’on a posé

e(x) = e2πix, x ∈ C.

Cette fonction vérifie les propriétés suivantes

(1.2)

{
θ(z + Ign + mΩ;Ω) = e( − 1/2tmΩm − tmz)θ(z; Ω),
θ(−z; Ω) = θ(z; Ω), pour tout (n, m) ∈ Zg × Zg.

On note par ΘΩ le diviseur thêta associé à la fonction θ(.; Ω), c’est l’ensemble
des zéros de cette fonction dans Cg. Le fait que la variété abélienne A, associée
à (L, HΩ), soit principalement polarisée assure que ΘΩ est ample et que le
système linéaire |ΘΩ| est de dimension 0 . Pour μ ∈ 1

2
Zg/Zg, on peut définir

une fonction thêta du second ordre de caractéristique(μ, 0) comme suit

(1.3) θ2[μ](z; Ω) =
∑
n∈�g

e(1/2t(n + μ)Ω(n + μ) + t(n + μ)z)

Elle satisfait les propriétés suivantes

(1.4)

⎧⎨
⎩

θ2[μ](z + Ign + mΩ;Ω) = e(1/2tμn − 1/2tmΩm − tmz)θ2[μ](z; Ω)

θ(z − ϕ; Ω)θ(z + ϕ; Ω) =
∑

μ∈ 1
2
�g/�g

θ2[μ](z; Ω)θ2[μ](ϕ; Ω)

[1] §4 (2) et [8] Chap VI.

Cette dernière égalité est connue sous le nom ”Identité fondamentale de
Riemann” . En utilisant le théorème de Riemann-Roch et par un simple calcul,
on peut montrer que les 2g fonctions

θ2[μ](z; Ω); μ ∈ 1

2
Z

g/Z
g

forment une base pour l’espace des fonctions thêta de second-ordre [1], [2].
Ceci permet, par le système linéaire |2ΘΩ|, de définir le morphisme

(1.5)

{
P(0) : A → P2t+1(C), t = 2g−1 − 1,

z �→
[
..., θ2[μ](z, Ω), ....

]
μ∈ 1

2
�g/�g

l’image de A par P(0) est ce qu’on appelle la variété de Kummer-Wirtinger
K(0) qui est isomorphe à A/{+1,−1}, où {+1,−1} est le groupe des automor-
phismes de la variété principalement polarisée A.

Maintenant, nous sommes en mesure de préciser notre question, sous deux
formes différentes mais équivalentes
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1.1 Forme géomètrique

Soit α ∈ A[2]\{0} un point de 2-torsion dans A. Pour quelles valeurs de ϕ
point de A\A[2], les images par P(0) des trois points

ϕ + α/2, −ϕ + α/2 et α/2

dans la variété de Kummer-Wirtinger K(0) sont-elles alignés?

Remarque 1.1.1 Sous les mêmes hypothèses précédentes, ces trois images
sont des points deux à deux distincts de K(0). En fait

P(0)(ϕ + α/2) = P(0)(−ϕ + α/2)

si et seulement si ϕ ∈ A[2].

1.2 Forme analytique

Soit KL une section du fibré en droites définie par le facteur d’automorphie

χL(ρ)e(EL(ρ, u)/2), pour tout ρ ∈ L,

où χL : L → {+1,−1} satisfait

χL(ρ + σ) = χL(ρ)χL(σ)e(EL(ρ, σ)/2).

pour tous ρ et σ éléments de L. On fixe α point de 2-division de A, non nul.
Pour quelles valeurs de ϕ point de A, on a

K(z + ϕ + α/2)K(z − (ϕ + α/2)) + e(E(α, ϕ))K(z − ϕ + α/2)K(z + ϕ − α/2)

= λ(ϕ)K(z + α/2)K(z − α/2),

où λ(ϕ) ne dépend que de ϕ et eventuellement de α.

Remarque 1.2.1 En dimension g = 1, il est clair que la question est triv-
ialement satisfaite pour tout ϕ point de A.
L’objectif de ce travail est de traiter le cas de dimension � 2.

Plus précisément, le résultat principal de cet article est le suivant

Théorème 1.2.2 (Théorème principal). Soit (A, Θ) = (Jac(C), Θ) la ja-
cobienne d’une courbe projective et lisse C, de genre � 2, munie de sa polari-
sation principale.

On suppose que (A, Θ) est indécomposable. On choisit α ∈ A\A[2]. Alors
les trois propriétés suivantes du point ϕ de A sont équivalentes :

(i) ϕ �∈ A[2],
(ii) les images par P(0) des trois points ϕ+α/2, −ϕ+α/2 et α/2 sont deux

à deux distinctes;
(iii) dans la variété de Kummer-Wirtinger, les images par P(0) des trois

points ϕ + α/2, −ϕ + α/2 et α/2 ne sont pas alignés .
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Remarque 1.2.3 Le lien entre ΘΩ et Θ est explicitement fourni par le théorème
VI.2.4 de [8]. En tout cas, ils diffèrent seulement d’un vecteur constant ne
dépendant que de la base d’homologie de A et du point base de l’application
d’Abel ϕ : C �→ Jac(C).

2 Trisécantes et Jacobiennes

Nos références pour ce paragraphe sont [2], [5], [11],[13] et [14]. On travaille sur
la variété (A, Θ) = (Jac(C), Θ) prise simple, où C est une courbe projective
et lisse. D’après, [5] (0.1), on sait que le fait d’avoir trois points a, b et c dont
les images sont distinctes et alignées dans la variété de Kummer-Wirtinger est
équivalent à l’inclusion

(2.1) Θa.Θb ⊂ Θc ∪ Θ−c

où Θa.Θb est le schéma de support Θa ∩ Θb et Θx désigne Θ + x ( le translaté
de Θ par x élément de A ). Ceci nous permet d’avoir les inclusions suivantes

Proposition 2.0.4 Soit ϕ un point de A, tel que 2ϕ �= 0. Si les images des
trois points

ϕ + α/2, −ϕ + α/2 et α/2, pour α ∈ A[2]\{0}
sont alignées sur la variété de Kummer-Wirtinger, alors

(2.2.1)

{
Θ ∩ Θα ⊂ Θϕ+α ∪ Θϕ

Θ ∩ Θ−α ⊂ Θ−ϕ+α ∪ Θ−ϕ

(2.2.2)

{
Θ ∩ Θϕ ⊂ Θ−ϕ ∪ Θϕ+α

Θ ∩ Θϕ ⊂ Θ2ϕ ∪ Θα

(2.2.3)

{
Θ ∩ Θϕ+α ⊂ Θ−ϕ−α ∪ Θϕ

Θ ∩ Θϕ+α ⊂ Θ2ϕ ∪ Θα

(2.2.4) Θ ∩ Θ2ϕ ⊂ Θϕ ∪ Θϕ+α

Démonstration : Dans cette démonstration nous utilisons plusieurs fois le
résultat (0.1) [5].

Démontrons (2.2.4).

En posant a = ϕ + α/2, b = −ϕ + α/2 et c = α/2, on obtient

Θϕ+ α
2
∩ Θ−ϕ+ α

2
⊂ Θα

2
∪ Θ−α

2
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et en translatant cette inclusion par ϕ − α
2
, on conclut que

Θ ∩ Θ2ϕ ⊂ Θϕ ∪ Θϕ+α.

Montrons, à présent, le (2.2.1).

On pose a = −(ϕ + α/2), b = −(ϕ − α/2) et c = α/2 (resp. a = ϕ + α/2,
b = ϕ − α/2 et c = α/2) on obtient

Θ−(ϕ+α
2
) ∩ Θ−(ϕ−α

2
) ⊂ Θα

2
∪ Θ−α

2

(resp.Θϕ+ α
2
∩Θϕ−α

2
⊂ Θα

2
∪Θ−α

2
) . Puis, on translate cette inclusion par ϕ− α

2

(resp. −ϕ + α
2
) on conclut que

Θ ∩ Θα ⊂ Θϕ+α ∪ Θϕ et Θ ∩ Θα ⊂ Θ−ϕ+α ∪ Θ−ϕ. D’où (2.2.1).

Brièvement, pour montrer les inclusions (2.2.2), on pose a = α/2, b = ϕ+α/2
et c = α/2 − ϕ (resp. a = −α/2, b = −(ϕ + α/2) et c = α/2 − ϕ), puis
on translate les inclusions obtenues par −(ϕ + α/2) (resp.ϕ + α/2). Enfin,
pour démontrer le (2.2.3), on pose a = α/2, b = ϕ − α/2 et c = α/2 + ϕ
(resp. a = −α/2, b = ϕ − α/2 et c = α/2 + ϕ) et on translate par −ϕ + α/2
(resp.ϕ − α/2.)

Lemme 2.0.5 Sous les mêmes hypothèses que la proposition 2.0.4, on a l’inclusion

Θ ∩ Θ2ϕ ⊂
(
Θϕ ∩ Θ−ϕ

)
∪

(
Θϕ+α ∩ Θ−ϕ−α

)
.

Démonstration : Soit Z une sous-variété irréductible de A telle que : Z soit
une composante de Θ ∩ Θ2ϕ.

1er cas: Supposons Z �⊂ Θϕ+α. Alors, d’après (2.2.4), on a forcément Z ⊂
Θϕ, et donc Z est une composante irréductible de Θ ∩ Θϕ. Mais, comme
Z �⊂ Θϕ+α, on a d’après (2.2.2) l’inclusion Z ⊂ Θ−ϕ et donc Z ⊂ Θ−ϕ ∩ Θϕ.
On conclut que Z est une composante irréductible de Θ−ϕ ∩ Θϕ.

2ème cas: Supposons Z �⊂ Θϕ. Alors, d’après (2.2.4) Z ⊂ Θϕ+α, et donc Z
est une composante irréductible de Θ∩Θϕ+α. En utilisant (2.2.3) on en déduit
l’inclusion Z ⊂ Θ−ϕ−α et donc l’inclusion Z ⊂ Θ−ϕ−α. Donc, on obtient

Z ⊂ Θϕ+α ∩ Θ−ϕ−α.

D’où la démonstration du lemme 2.0.5.

Proposition 2.0.6 On pose D =
(
Θϕ∩Θ−ϕ

)
∪

(
Θϕ+α∩Θ−ϕ−α

)
, avec 2ϕ �= 0

et 2α = 0, α �= 0. Alors, on a les inclusions

t∗ϕ(D) ⊂ D et t∗−ϕ(D) ⊂ D; où t∗ϕ(D) := le translaté de D par ϕ
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Démonstration : Le membre de droite du lemme 2.0.5 possède un groupe
d’automorphisme d’ordre 4, engendré par

i) La multiplication par -1 i.e ϕ → −ϕ
ii) La translation par α, qui échange Θϕ ∩ Θ−ϕ et Θϕ+α ∩ Θ−ϕ−α . On

conclut que

(Θ ∩ Θ2ϕ) ∪ (Θα ∩ Θ2ϕ+α) et (Θ ∩ Θ−2ϕ) ∪ (Θα ∩ Θ−2ϕ+α)

sont contenus dans le membre de droite de l’inclusion du lemme 2.0.5, Ceci est
équivalent au résultat qu’on veut démontrer.

Remarque 2.0.7 On a aussi D = E ∪ t∗αE où E = Θϕ ∩ Θ−ϕ

3 Démonstration du théorème principal

On travaille sur une variété abélienne principalement polarisée A. Commençons
par la démonstration de deux lemmes préparatoires.

Lemme 3.0.8 On suppose que (A, Θ) est simple et jacobienne d’une courbe
projective lisse C, de genre � 2, munie de sa polarisation canonique. On
choisit α ∈ A\A[2].

S’il existe ϕ ∈ A\A[2] tels que : les images des points

ϕ + α/2, −ϕ + α/2 et α/2, α ∈ A[2]\{0}
dans la variété de Kummer-Wirtinger sont alignées , alors la courbe C est
hyperelliptique.

Démonstration :
Le cas g = 2 se traite aisément. Lorsque g � 3, d’après [12] p.76 et [7] , on a
l’équivalence
(3.2)

⎛
⎜⎜⎝

Θ ∩ Θa ⊂ Θb ∪ Θc

pour 0, a, b et c
quatre points distincts de Jac(C)

tels que {0; a} ∩ {b, c} = ∅

⎞
⎟⎟⎠ ⇐⇒

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

après échange éventuel de b et c
il existe s, t, u et v ∈ C tel que

a = φ(u) − φ(v),
b = φ(s) − φ(v),
c = φ(u) − φ(t),

où φ est l’application canonique
d’Abel-Jacobi φ : C → Jac(C).

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

On en déduit, de (3.2) et des inclusions (2.2.1) qu’ils existent deux points
P0 et P1 de C tels que

α = φ(P1) − φ(P0)
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et donc, 2P1 ∼ 2P0, autrement dit 2P1 − 2PO est le diviseur d’une fonction
méromorphe sur A. D’après [10], ceci impose à C d’être un recouvrement de
P1 de degré 2, d’où : C est hyperelliptique.

Donc, dans toute la suite, on se ramène au cas où C est hyperelliptique.
On note par I l’involution hyperelliptique. Donc, d’après (3.2) et (2.2.2), il
existe P2 tel que : ϕ = φ(P2) − φ(P0), ce qui implique

2ϕ = 2φ(P2) − 2φ(P0) = φ(P2) + (φ(P2) + φ(I(P2)) − 2φ(P0)) − φ(I(P2))

Comme P2 + I(P2) ∼ 2P0, on otient alors

2ϕ = φ(P2) − φ(I(P2))

D’où le lemme suivant

Lemme 3.0.9 Sous les mêmes hypothèses que le lemme 3.0.8, on trouve que
le point 2ϕ est de la forme φ(P ) − φ(Q) avec Q = I(P ), P point de C.

Démonstration : Démontrons le théorème principal. D’après les lemmes 3.0.8
et 3.0.9, on se ramène au cas où C est hyperelliptique et 2ϕ est de la forme
P − Q avec Q = I(P ), P point de C. En fait, d’après [11] Chap 11 Prop.9.1
b), le lemme 3.0.9 implique que

E = Θϕ ∩ Θ−ϕ = t∗ϕ
(
Θ ∩ Θ2ϕ

)
est irréductible.

D’autres part, d’après [15] Hilfsatz 1, on a précisément

Θ ∩ Θ2ϕ = Wφ(P ) ∪ W ∗
−φ(P ),

où Wφ(P ) = est le translaté de φ(g−2)(C) par φ(P ) et W ∗
−φ(P ) = est l’image de

W−φ(P ) par l’application u �→ −u + φ(Z) où Z est un diviseur canonique sur
C. D’après le Hilfsatz 3 [15], Wφ(P ) et W ∗

−φ(P ) cöıncident. Or ce même Hilfsatz

3 [15], assure que Wφ(P ) n’est invariant par aucune translation, si ce n’est par
l’identité.

Il vient donc vu la prop.2.4

t∗ϕ(E ∪ t∗αE) = E ∪ t∗αE

alors que

i) E est irréductible et
ii) E n’est invariant par aucune translation,
On en conclut donc t∗ϕ = Id ou t∗ϕ = t∗α, c’est -à-dire ϕ = 0 ou ϕ = α.

Finalement on aboutit à la conclusion suivante: en dehors des points ϕ d’ordre
2 l’alignement des trois points

ϕ + α/2, −ϕ + α/2 et α/2

sur la variété de Kummer-Wirtinger K(0), conduit à une contradiction. D’où
le théorème principal.
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4 Généralisation

On pose
Jrig ={

(A, Θ) indécomposable tel que sa variété de Kummer-Wirtinger possède au moins une trisécante
}

Soit alors Tune partie de Ag = l’ensemble des variétés abéliennes principale-
ment polarisées de dimension g, en bijection avec le quotient de l’espace de
Siegel Hg sous l’action de Sp(g, Z) par la construction

Ω �→ ΘΩ

qui vérifie les axiomes suivants

(4.1)

{
(α) Jg ⊂ T ⊂ Ag

(β) T ∩ Jrig = Jg

où Jg = { Jacobiennes des courbes algébriques lisses de genre g}
On a le corollaire:

Corollaire 4.0.10 Soient T ⊂ Ag vérifiant (4.1), et (A, Θ) ∈ Ag. On suppose
(A, Θ) indécomposable. On choisit α ∈ A[2]\{0}. Alors les trois propriétés
suivantes du point ϕ de A sont équivalentes:
(i) ϕ �∈ A[2];

(ii) les images dans la variété de Kummer-Wirtinger par P(0), associé au
système linéaire |2Θ|, des trois points ϕ + α/2, −ϕ + α/2 et α/2 sont deux à
deux distinctes;

(iii) Ces trois images forment la base d’un plan projectif.

Démonstration :
On a clairement (i) =⇒ (ii), puisque α ∈ A[2] − {0}, et de plus (iii) =⇒ (ii).

Montrons que (ii) =⇒ (iii): pour cela il suffit de revenir au théorème
principal, à l’aide de la propriété (4.1) satisfaite par T. En effet, comme par
hypothèse (A, Θ) est indécomposable, si les trois points distincts étaient sur
une même droite alors, par définition, on aurait

(A, Θ) ∈ Jrig;

l’hypothèse (4.1) implique donc que (A, Θ) est la jacobienne d’une courbe lisse.
En particulier, d’après [6], les hypothèses (4.1) sont vérifiées pour

T = Pg

où Pg désigne le lieu des variétés de Prym généralisées, au sens de [3] dont la
dimension est 3g pour g � 5, et qui vérifient Pg = Ag si g � 5; ainsi le théorème
principal peut-être énoné avec (A, Θ) variété de Prym indécomposable au lieu
de (A, Θ) variété jacobienne.



Un problème d’alignement dans la variété de Kummer-Wirtinger 381

Corollaire 4.0.11 Si 2 � g � 5, le théorème principal est donc valable pour
toutes les variétés abéliennes (A, Θ), indécomposables et principalement po-
larisées par Θ, de dimension g.

Démonstration : Si g � 5, on a Pg = Ag.

Remarque 4.0.12 Soit (A, Θ) ∈ Ag une variété abélienne indécomposable de
dimension g, tel que

(A, Θ) �∈ Jg.

Alors l’existence d’un point ϕ de A, tel que 2ϕ �= 0, pour lequel les images par
P(o) des trois points

ϕ + α/2,−ϕ + α/2 et α/2

sont alignées sur la variété de Kummer-Wirtinger contredirait la conjecture
avancée par Welters [14] d’après laquelle

Jrig = Jg.

Autrement dit, si cette conjecture est vraie, alors

T = Ag

vérifie (4.1).
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thêta d’ordre deux et les singularités du diviseur thêta, C.R.A.S—t.307
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