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In this paper we state the problem of Galois module structure of rings of integers
of extensions attached to the elliptic curves without complex multiplication and
admitting a rational point of finite order. Our main aim is to give the first results
related to this problem. These results are an analogous to the results of others,
concerning ray class fields in the complex multiplication case.  © 1995 Academic

Press, Inc.

1. INTRODUCTION ET RESULTATS

Plusieurs auteurs, ces derniéres années, ont étudié le probléme de la
structure galoisienne des anneaux d’entiers, en tant que modules, de cer-
taines extensions attachées aux courbes elliptiques. Les résultats connus
dans cette direction ne le sont que sous les hypothéses suivantes:

On se donne une courbe elliptique E définie sur un corps X telle que:

(1-1) E a bonne réduction partout sur K
(1-2) E a multiplication complexe.

[117], [12], [31], [38], [39], [40] et d’autres.

Pour toute extension N de K, on notera par O, I'anneau des entiers
de N. Maintenant, on s’intéresse au probléme de la structure galoisienne
d’anneaux d’entiers des extensions obtenues par adjonction des points de
division d’une courbe elliptique E définie sur un corps de nombres K et
verifiant la situation générale suivante:

(1-3) E n’a pas bonne réduction partout sur K.
(1-4) F n’a pas nécessairement multiplication complexe.

Hypothéses de notre contribution. On se donne un nombre premier
[, 1=7. Soient £, une racine primitive /-iéme de l'unité et K un corps de
nombres supposé linéairement disjoint de Q(¢&,).
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On désigne par (E, P) le couple formé d’une courbe elliptique £ définie
sur K qui est munie d’un point P d’ordre / et rationnel sur K, nous sup-
posons en outre que P définit un point régulier modulo tout premier ou la
courbe E a mauvaise réduction.

Par raison de simplicité, dans ce travail on ne considére que des couples
(E, P) tels que:

E soit de bonne réduction au-dessus de / et / non ramifié dans K ou
bien soit de mauvaise réduction de type multiplicatif en tout premier p
au-dessus de /et (v,(J(E)), [)=1.

Nous associons a tout couple (E, P) une somme de Gauss “elliptique”
G,(P, @) ou Q est un point d’ordre /, n’appartenant pas au sous-groupe
engendré par P, p est un nombre premier différent de /. On note par E[/]
le groupe des points d’ordre /. On sait, d’aprés [1], [3] et [4], que
G, (P, Q)e K(E[I]) et G,(P, 0) € K(¢)). On pose F=K(&)).

Soit G le groupe de Galois de I'extension K(E[/]) sur F, obtenue par
adjonction des coordonnées des points de /-division de la courbe elliptique
E sur K. D’aprés le théoréme de la base normale, toute extension N sur F,
de degré finie, est un module libre sur 'algébre de groupe F[I'], ou
I'=Gal(N/F), de rang 1. Donc O, est un Og[ I']-module et nous savons
que: pour que Oy soit localement libre sur O[], il faut et il suffit que
Iextension (N/F) soit modérément ramifiée [27].

Lorsque I'extension n’est pas modérément ramifiée, on introduit
I’ensemble:

Uy p={xeF[I']| x0Oye Oy}

C’est I'ordre associé a I'extension N dans F[I"]. Dans notre situation nous
savons que Uy g, est le seul ensemble sur lequel Oy gy, puisse étre
localement libre, c’est pour cette raison qu’on s’intéresse a la structure de
Oxierm Sur Wyprigye

Avant d’énoncer notre résultat, on considére une classe 4 des couples
(E, P), définit ci-dessous.

Soit 4 ¢ le discriminant minimal de la courbe elliptique E définie sur K.

Classe A. Formée de tout couple (E, P) ou &, possede une décom-
position dans Oy de la forme suivante

pglp'i) Vs p:v
tel qu’il existe un élément a € K(E[/]} et a ¢ F vérifiant
a0,= [] B, 0<i<s
pi | ZEK

(ri, =1

ou les B, sont les relévements premiers des p; dans Op.
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Remarques (1-5). (1) Les classes d’isomorphismes des couples (E, P)
sont classifiées par la courbe modulaire X,(/), [13].
(2) La classe A contient les couples (E, P) ou E posséde un modéle
minimal global sur K(E[/]). en tant que courbe elliptique sur K(E[/]), et
& g.xoe, €5t sans facteur carré.

Le résultat principal qu’on a en vue peut alors s’énoncer de la maniére
suivante:

THEOREME (1-6).  Soit (E, P) un élément de la classe A. On a alors

Oxerny) est un Wy gy p-module libre de rang 1 et engendré
par 0, ou 6=Y'"} a"

Le plan de ce travail est le suivant:

Le paragraphe 2 contient une étude détaillée de I'extension (K(E[/])/F),
dans une situation générale, puis au paragraphe 3 on explicite, a I'aide de
certaines fonctions elliptiques et modulaires, un générateur de K(E[/]) sur
I'algébre de groupe F[G]. Au paragraphe 4, on étudie la structure de
Ox g7y en tant que module sur g ./, €t on donne la démonstration de
notre résultat au paragraphe 5.

2. ETUDE DE L’EXTENSION (K(E[1])/F)

Pour tout entier n naturel non nul, on note par E[n] I'ensemble des
points de n-division de la courbe elliptique E sur K et on désigne par

Sg={p premier de K: v,(j(E)) <0}
et
Sg 1= Sgu {tout premier de K au dessus de /}

et par j(£) l'invariant modulaire de E sur K.

Dans ce paragraphe nos hypothéses sont assez générales. Soit £ une
courbe elliptique sur X, munie dun point P d’ordre / et rationnel sur X et
K supposé linéairement disjoint de @Q(¢&,), vérifiant : (1-3), (1-4) et (2-1)
avec

(2-1) (v, (J(E)), 1)=1 pour tout p|/ lorsque E a mauvaise réduction
en p

On se propose de montrer le résultat suivant
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THEOREME 2-2.  On a les propriétés suivantes:

(a) Lextension (K(E[I])/F) est cyclique de degré | et son groupe de
Gualois G est représentable matriciellement par

1 b5
<0 1>, avec bel,

(b) Lextension (K(E[I])/F) est non ramifiée en dehors de Sy ,.
(c) Soit peSg ,, non au-dessus de I. Alors on a:

p se ramifie totalement dans (K(E[I])/F) si et seulement si
(v, (J(E)), D=1

(d) Sous la condition (2-1), 'extension (K(E[I1)/F) est totalement
ramifiée en |.
LEMME 2-4. La courbe E a mauvaise réduction de type multiplicatif en
tout premier p € Sy ;, non au-dessus de |.

On sait, [37] VII, Théoréme 6-1, que si la réduction n’est pas de type
multiplicatif décomposé, le sous-groupe E,(K), des points de E(K) dont la
réduction est un point non singulier, posséde un point d’ordre /. Puisque p
n’est pas au-dessus de /, ce point définit par réduction un ¢lément d’ordre
! du groupe des points non singuliers de la courbe réduite. On en déduit,
griace a [36] VII, (2-1), (3-1) et (5-1), que la réduction ne peut étre que
multiplicative.

LEMME 2-5.
Fc K(E[I]).

En effet, pour chaque Te E[/] il existe T' e E[/?], f et g deux fonctions
Q-elliptiques tels que:

T=IT', (f)=KT)-K0) et (&)= ) (T"+R)~(R)

Re E[1]

Q est le réseau associé a E en tant que variété complexe. On a alors:
(g"Y={(f)), ou f;: z— f(Iz). Donc, on peut choisir g telle que:

g'=r
et soit Se E[/], on a:

glz+ S =fUz+1S) = fllz) =g(z)"
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Ainsi, cela nous permet de définir Paccouplement de Weil e, par:

e, E[I1xE[N—yu,
(S, T)—e,lS, T).

et e,(S, T)=g(z +S)/g(z).

On déduit le lemme (2-4), grdce a [37] III (8-1) et du fait que
2(z+ S)/g(=) e K(E[1]).

Démonstration du théoréme (2-2):

Soit { P, Q} une base de E[/] sur [, et we Gal(K(E[/])/F). On a alors:

Po=p
0“=a,Q0+b,P, a,cf} et b,el,

On a donc
e (P, Q) =e,(P”, Q7)=¢,(P, Q)"

et comme ¢,{P, Q)€ F alors a,,=1. D'ou le (a) du théoréme (2-2).

Comme pour chaque p¢ S, ,, la courbe £ a bonne réduction, alors
d’aprés le critére de Néron-Ogg-Shafarevich, [20] Chap. 15 (3.3), et [36]
§2 cor 2.(b) l'extension (K(E[/])/K) est non ramifiée en dehors de S, ,.
Dol (b) de (2-2)

Montrons (¢) de (2-2).

Soit pe Sy ,, p n'est pas au-dessus de /. Nous posons r=uv ( f(E)), r>0,

Soit K, le complété de K en p, dont la valuation discréte associ€e est v,
qu’on suppose normalisée.

Nous associons a j{ £) Punique élément de g de K}, dont la valuation est

r, tel que:
. 1
HE,) =~+744 +196884q + ...
q

Nous posons:

n3q 1 7n5 + 57’23) q"
h7=5 > =T M.
: Z (1—g" hy = 12, Z (1—q")

Nous considérons la courbe de Tate
E Y’ +XY=X"—h,X—h,

d’origine le point O, [30] §3 et [37] Appendix C, §14.
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Soit K, une cloture algébrique de K,. Nous notons ¢, I'isomorphisme de
modules galoisiens

b, K} lg'— ESK,) (2-5)
w— (X{w), Y(w)), si. weg”
Wi O, si. weg”.

avec:

qll‘1’| nq"
Y = . N ]
X(W) Z (1 _qnw)z ngl (1 _qn)
2a,,,2
q-"'w ng
Y(w)= —— .
M= L T R =

neZ
4

ou K¥ et E(K,) sont munis de leur structure naturelle de Gal(K,/K,)-
module.

Il existe une plus petite extension L de K, non ramifi¢e, sur laquelle Eet E,
deviennent isomorphes, et Fon a [ L: K] <2. Nous déduisons, via (2-5), un
isomorphisme de module galoisien entre E(K,) et K}, que nous fixons.

Si SeE(K,), nous appelons paramétre de S et notons A(S), tout
représentant dans K¥ de son image dans K*/g*. Ainsi, un point S, d’ordre
n, de E est de parameétre:

MS)=<E4q",  0<u, v<n, (uv,n)=1

ou ¢'/" (resp. &,) est une racine n-iéme de I'unité de ¢ (resp. 1) dans K,

Alors Textension (K, (E[/])/K,) est ramifiée si et seulement si
(L(E[1])/L) est ramifiée. Or nous savons que L(E[/]) = L(&,, ¢''").

Ainsi, on déduit de nos hypothéses la démonstration de (c¢) (2-2).

Maintenant, soit p au-dessus de /:

Si la courbe a bonne réduction en p, elle est partout au-dessus de /, alors
on sait, [14] II prop (1.9) (1)] que l'extension (K(E[/])/K) est ramifiée en
tout p au-dessus de /.

Si la réduction de la courbe est mauvaise en p, elle est partout au-dessus
de /. En outre, la réduction est multiplicative. Donc, on applique & nouveau
la théorie des courbes de Tate ci-dessus. Or, on sait que (v, (JIE)), ) =1,
cela achéve la démonstration du théoréme (2-2).

3. CONSTRUCTION DE GENERATEURS GALOISIENS DE (K(E[[])/F)
Ce paragraphe regroupe les principales définitions et propriétés de cer-

taines fonctions que nous utilisons pour construire nos générateurs. On fixe
un couple de nombres premiers distincts (/, p), /= 7. A tout couple (E, P)
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qui satisfait les hypothéses de notre “contribution”, on associe une somme de
Gauss. Cette somme est la somme introduite et étudiée dans [3], [4] et [10].

Les notations sont standards.

Si T est un point primitif de p>-division et S un point de p-division de
E tels que {S, pT} constitue une base de E[ p] sur F,, on définit une fonc-
tion sur E, a constante multiplicative prés, par la donnée de son diviseur:

r—1
(D)= Y (S+kR)—(kR), ou R=pT (3-1)
k=0

DEFmNITION 3-2. Si Q est un point d’ordre / de E n’appartenant pas a
ZP, on pose:

D(Q +uP; S, R)

-1
DIT.S. R c(@uP)

AP, Q8 T)=Y,

uel;

ou ¢, est accouplement de Weil sur les points de /-division.

Pour se débarrasser de la dépendance du choix de S et 7, on associé a
un tel couple (E, P) la somme suivante:

p# P 1 Il #P.0QS.T),

TeE[p'] SeE"[p]
si £ a bonne réduction en /

G,P, Q)= (3-3)
(Ip)=*' =7 T] 1 %P Qs 1),

TeE[p’] SeE"(p]
si E a mauvaise réduction en /.

ou E' [p*] désigne I'ensemble des points d’ordre p* de (E/K) et E"[ p]
désigne un systéme de représentants des points non nuls de E[ p1/{pT>.
C’est cet élément qui donne des générateurs de Galois de (K(E[/])/F). On
sait, [1], [3] et [4], que nos sommes ont les propriétés suivantes:

ProrosiTiON 3-4.

(1) G,(P,Q)eK(E[!I]) et G,(P, Q) eF
(2) Soit we Gal(K(E[I1)/K) tel que:

Q“=a,Q+b,P avec a,eFf et b, el
alors on a.

G,(P, Q)" =e,(P, Q)p21p~1)2(p+nambu,Gp(P’ a,Q)
et G,(P, Q) est un entier algébrique de K(E[!]).
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(3) G,(P, Q) est une unité en dehors de S ;.

(4) Lidéal engendré par G,(P, Q) dans K(E[!]) est ambigu pour
lextension (K(E[11)/F).

Pour tout ¢lément x de @, on note {x} sa partie fractionnaire.

DEFNITION 3-5. Si I'=Gal(F/K), on définit un élément de Stickel-
berger 85(p)e Q[ '] par:

-1

Op)=(p*—p>) Y wtye, !

r=1
ol
p—1

W) =(p>—p) )+ Y a(t,s)

s=1

et ou a(t, s) et f(t) sont définis par:

R e Pt

aft, s) = tp{pl}+lpmf<l,{l}>,
_£ tpt ) o fpt

ﬁ(t)—p<l{l}+mf<0’l / {1}»

avec a = Isx + pty ou x, y € Z sont choisis tels que Ix —py=1.

LEMME 3-6. Si P définit un point régulier de la courbe réduite modulo
tout premier p ou la courbe a mauvaise réduction. On a alors:

63 p)
I < I ‘B"’) , si E a bonne réduction en |
pESE

G,(P, Q) Op= 105p)
I < I %’”> . i E a mauvaise réduction en I.

peSe
et ou I est un idéal entier de F.

Ce lemme, modulo /, est déja connu dans [1] et [4]. 1 reste le cas
au-dessus de 7

Lorsqu’il y a bonne réduction en /, d’aprés la proposition (3-4) (3), on
a: G,(P, Q) est une unité en /.

Dans le cas de mauvaise réduction en /, on sait que la réduction est de
type multiplicatif. On utilise donc, la théorie des courbes de Tate pour
déterminer la valuation de G,(P, Q) aux places au-dessus de /. Les techni-
ques sont les mémes que dans [ 1] Chap. IV et Appendice I, et les formules
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qu’on obtient sont les mémes que celles du cas au-dessus de p. C’est pour
cette raison qu’'on les adopte et on en déduit le lemme (3-6).

COROLLAIRE 3-7. Soit (I, p) un couple de nombres premiers distincts et
vérifiant (p*—1,1)=1. On a alors:

K(E[11)=F(G,(P, Q))

En effet, daprés (3-4), on sait que: G,(P, Q)€ K(E[1]),G,(P, Q) e F et
pour tout we Gal(K(E[!])/F), on a

Gy(P. Q)" =e (P, Q)7"7~ 1V r+ 1. G (P, Q).

Comme P définit un point régulier dans la courbe réduite, modulo tout
premier p ou la courbe a mauvaise réduction et (p?—1,/)=1, on a alors:
G, (P, Q)¢ F. Dou le corollaire (3-7).

Remarque 3-8. La définition, dans (3-5), des a(¢, s) et f(¢) ne dépend
pas du choix de x et y.

4. STRUCTURE GALOISIENNE D’ANNEAUX D’ENTIERS

Dans ce paragraphe, on décrit I'ordre associée Uy gy, €t on €tudie la
structure galoisienne de Og g, en tant que module sur U g g /q)6. On rap-
pelle que nos hypothéses sont précisement ceux citées a I'introduction.

Soit B un idéal premier de O,. Si ‘B n’est pas au-dessus de /, soit a un
relévement premier de B dans K(E[/]), alors I'extension (K(E[/])./Fy) est
modérément ramifiée et par le théoréme de Noether, on a

Wgipryure = Org[ G- (4-1)
Maintenant, on considére B|/ Soit a l'unique premier de K(E[/])
au-dessus de B. L'extension (K(E[!]),/Fg) est sauvagement ramifiée, de

Kummer cyclique de degré premier /.
On a le résultat suivant

PROPOSITION 4-2.  Soit B un premier de F, on a

U (M, lordre maximal, si B!
KEUDF2 ™0 0, [G], sinon.

et Oy, est localement libre sur Wy gy,

641:522-8
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Soit ae K(E[/]) et a¢ F tel que:

a0,= H B (4-3)
P | Ygx
(epEN. N =1
L’élément a est associé a un couple (E, P) de la classe A. Donc, on a un
¢lément de F tel que:

vw(a’) =1 pour tout premier B ou la courbe a mauvaise réduction et o’
est une unité en dehors de S ,. Lorsqu’il y a bonne réduction en /, grace
au critere de Hecke [18] Th. 119, on sait que rg(a’)=0 et a’'=1
(mod(1 —¢&))) car I est totalement ramifiée dans (K(E[/])/K) et non
ramifiée dans K, en outre on peut supposer que @' # 1 (mod(1 — &,)?) sinon
K(E[1]),=Fg, VB|L

Alors, le polynéme X’'—a’ est un polynéme d’Eisenstein, on sait [17]
Th. 24, que cela implique que:

Oxcerm.= Oralal, pour tout premier B de F (4-4)

En outre, soit o un générateur du groupe G = Gal{K(E[!/])/F) tel que:
o(a) =¢&,a. Soit B/, on obtient

Tr kst myarel Oxcerm,) = TP ke rel Orgl @l =10k, (4-5)
Or on sait, [34] et [8], que I'égalité (4-5) implique que:

leg

(4-6)

ou e, est le nombre de ramification absolu de F en B et ¢ est le nombre
de ramification de (K(E[/])./Fg), [34] Chap. IV.
Or, on sait que /—1]e, car &, € F, alors la double inégalité (4-6) devient:

z:l-lé“—l—l et t=(/-1) (mod/) ou r=llf°l=o (mod /).
(4-7)

Ceci montre, [ 15] Chap. 11, Th. 3, que:
uK(E[’])a/F95=‘/I{B' (4-8)

Dong, [15] Chap. II, Og gy, est localement libre sur Uy g9
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5. DEMONSTRATION DE NOTRE RESULTAT

On pose
0="Y d. (5-1)
On a alors le résultat suivant:

PrROPOSITION §-2.

Oxierny, =0 Ugernyyre-

En effet, soit B premier de F. Si B n'est pas au-dessus de /, on sait que
Pextension (K(E[/])/F) est modérément ramifiée en B.

Soit y (resp. o) le générateur de G (resp. G), défini par: y(o)=¢&;',
(resp. a(a) =¢,a)

D’une part nous avons vérifié que

I—1
H (Hl;{,i)zzlﬂalll——l)
b
i=0
ou

-1
(B1x) =3 () o/ (8)=1d"
Jj=0
Drautre part, les seuls idéaux qui se ramifient dans (K(E[/])/F) sont les
diviseurs premiers de a’O . et les idéaux au-dessus de /, donc le discriminant
de cette extension s’écrit comme suit:

(ep( (ED, D=1 -1
dK(E[’]]n/F!i = < H %> :

pl Pk

Ce qui montre que {67}, est une base normale de Ok gy, sur Op[G1,
d’ou la proposition en dehors de /.
Soit, maintenant B |l D’apres (4-4) et (4-5), il suffit de montrer que:

e (a’)e Op,[al. (5-3)

avec

| AR
=7 > x (e

=1



278 ABDELMEJID BAYAD

Or el,(a’) =a' (resp. 0) si i=j (sinon). Donc, d’aprés (4-7) et [ 7], on sait
que:
I—1
My = Z Oxiene €y (5-4)

j=0

D’ou (5-3).
On en déduit de (4-1), (4-2), (4-3), (4-4), (4-8), {5-2) (5-3) et (5-4) notre
théoréme (1-6).

Remarque 5-5. 11 est trés intéressant de savoir I'ensemble de tous les
éléments (E, P) ou le théoréme (1-6) reste vrai.
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