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Chapitre 1

Notions générales de probabilités

Dans ce chapitre introductif nous rassemblons les notions basiques de théorie des probabilités qui
seront utilisées dans la suite du cours. Nous renvoyons aux ouvrages [7] [9] ou encore [24] pour les
démonstrations non écrites ici, et aussi pour de plus amples informations. Ici comme dans les chapitres
suivants, la plupart des exercices (dont les plus difficiles sont marqués d’un *) sont corrigés dans [8] ou
dans [22].

1.1 Espace probabilisé

On considere un ensemble abstrait quelconque €2, qui modélise le caractere aléatoire d’un certain
phénomene et portera dans la suite le nom d’ensemble fondamental, ou d’espace des chances. On note
Z(Q) 'ensemble des parties de Q. Rappelons que si Card Q = n, alors Card £(2) = 2". Par exemple

si Q ={1,2,3}, alors
2(Q) = {0, {1},{2}, {3}, {1,2}, {1, 3},{2,3}, Q}.

Remarquons que Z2(2) contient toujours et f. Quand Q est fini ou dénombrable, ’ensemble 22(Q)
décrit les événements aléatoires associés a ’expérience considérée. Quand 2 est infini non-dénombrable
(ce sera le cas la plupart du temps), ’ensemble Z2(Q) est parfois trop gros pour pouvoir étudier
mathématiquement la probabilité de ces événements. On a alors recours a la notion de tribu :

Définition 1.1 Une tribu ou o-algébre F sur ) est un sous-ensemble de P () contenant 2 et vérifiant
les propriétés suivantes :

e Ac.F = A° € .F (stabilité par passage au complémentaire).

e Ay,...,Ay,...e F = (A1N...NA,N...) €.F (stabilité par intersection dénombrable).

Il faut comprendre une tribu comme la quantité d’information associée a une certaine expérience
aléatoire. Remarquons qu’une tribu contient forcément () et reste stable par intersection dénombrable,
du fait de la premiere loi de Morgan :

+00 ¢ +oo
(U Ai> = ) 4.
i=1 1=1

Les exemples les plus simples de tribus sur Q sont {0, 2} (tribu triviale), £2(£2) (tribu maximale), ou
{0, A, A°,Q} pour un certain A C Q (tribu engendrée par A). Quand % est une tribu sur €, on dit
que (Q,.F) est un espace mesurable. Une sous-tribu de F est une tribu ¢ incluse dans .%, au sens ou
Ae€e¥ = Ac.Z. On montre tres facilement la

Proposition 1.2 Toute intersection de tribus sur €0 est une tribu sur €.

Remarquons que cette propriété est fausse pour la réunion : une réunion de tribus n’est pas forcément
une tribu. Par exemple si Ay, Ay C Q, alors Z1 = {0, Ay, A7, Q} et Fo = {0, Ay, A5, Q} sont des tribus,
mais pas %1 U.%5 en général, par exemple si A NAy € F1U.%,. La définition suivante est fondamentale :

Définition 1.3 Soit o/ une partie quelconque de Z(2). On appelle tribu engendrée par o7 et on note
o(&) Vintersection de toutes les tribus contenant < .
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Si 1 et o sont deux tribus, on note F; V %5 la tribu engendrée par %1 U F5. C'est la plus petite
tribu contenant les deux tribus % U %#. Remarquons que (/) est toujours bien défini comme tribu :
P(Q) est une tribu contenant 7 et l'intersection d’une famille quelconque de tribus est une tribu.
Cependant, il est en général difficile (voire impossible) de décrire (o) plus précisement, sauf quand
&/ est un ensemble fini. Un exemple important est le suivant :

Définition 1.4 On appelle tribu des Boréliens de R et on note B(R) (ou B quand aucune ambiguité
n’est possible) la tribu engendrée par les intervalles ouverts |a,b[, a > b € R.

Dans la définition on aurait évidemment pu remplacer ”ouvert” par ”fermé” ou ”ouvert a droite fermé a
gauche”...etc, vues les propriétés de stabilité des tribus. Soulignons qu'il est possible (mais difficile, voir
[14]) de construire des sous ensembles de R qui ne sont pas des Boréliens, autrement dit Z(R) C Z(R).

Définition 1.5 Soit (Q,.F) et (E,&) deuzx espaces mesurables. Une application f : Q — E est dite
(F,&) mesurable (ou mesurable lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité) si f~1(A) € F pour tout A € &, ou
l’on a noté

F7HA) = {weQlf(w) e A}

Une fonction f : R — R est dite borélienne si elle est (B(R), B(R))-mesurable, autrement dit si
f71(A) € B(R) pour tout A € #(R). Par construction des Boréliens, il suffit que cette propriété soit
vérifiée pour les intervalles ouverts A. En particulier, les fonctions continues sont boréliennes, puisque
I'image réciproque d’un intervalle ouvert par une fonction continue est une réunion d’intervalles ouverts,
donc un Borélien.

Définition 1.6 Soit (2,.#) un espace mesurable. Une variable aléatoire réelle (v.a.r.) X est une ap-
plication mesurable de (,.%) dans (R, B(R)).

L’exemple fondamental de variable aléatoire est la fonction indicatrice d'un ensemble A € .% :

La:w o 1 siwe A
AW 0 sinon.

Remarquons que les variables aléatoires réelles sont stables par composition avec les fonctions boréliennes :
si X est une v.a.r. ¥-mesurable et f une fonction borélienne, alors f(X) est une v.a.r. 4-mesurable. Les
v.a.r. peuvent étre approchées en limite croissante simple par des v.a.r. ”en escalier” qui sont du type

n
E a;ll 4,
i=1

avec A; € 4. L’espace (R, #) est 'exemple plus simple d’espace d’état associé a une variable aléatoire.
On peut cependant définir des v.a. sur des espaces plus gros, comme % (R, R), l'espace des fonctions
continues de R dans R, muni de sa tribu des Boréliens #(%(R,R)). Cette derniére est la tribu engendrée
par les polyndmes. Une v.a. & valeurs dans € (R, R) portera le nom de processus.

Définition 1.7 La tribu engendrée par une variable aléatoire X définie sur (2, F) est l'ensemble

o(X) = {X~1(4), Ac BR)}.

On vérifie que o(X) est une tribu contenue dans % : c’est la plus petite tribu sur Q rendant X mesurable.
Si & est une sous-tribu de .#, alors une v.a.r. X est 4-mesurable si 0(X) C 4. On a la

Proposition 1.8 Soit X une v.a.r. et Y une v.a.r. o(X)-mesurable. Alors il existe une fonction
borélienne f: R — R telle que Y = f(X).

Nous introduisons maintenant la définition centrale de ce chapitre :

Définition 1.9 Soit (Q,.%) un espace mesurable. Une probabilité sur (2, %) est une application P de
F dans [0,1] telle que

e PO =1

e Si Ay... A, ... sont des parties de F deux a deux disjointes, alors

= Y P[A,].

oo

A

n=0

P




1.1. ESPACE PROBABILISE 7

La deuxiéme propriété porte le nom de o-additivité. On utilise souvent ’écriture avec les fonctions

indicatrices :
P[A] = /d]P’ = /IlAdIP’.
A Q

Un espace mesurable (2, #) muni d’une probabilité P s’écrit (2, #,P) et on parle alors d’espace de
probabilité ou d’espace probabilisé. On démontre aisément les propriétés suivantes :

(a) P[A] + P[A¢] = 1 pour tout A € .Z.

(b) AC B = P[A] < P[B]

(c) P[AU B] + P[AN B] = P[A] 4+ P[B] pour tout A, B € .%.

(d) Siles A, forment une suite croissante (resp. décroissante) d’éléments de %, c’est-a-dire si A,, C Apy1
(resp. Ay, D Any1), et si A =U,A, (resp. A =nN,A4,) alors P[A4,] — P[A] quand n T +oc0.

Exercice 1.10 (a) Montrer la généralisation suivante (connue sous le nom de Formule de Poincaré) de
la propriété (c) : pour tout A; ... A, € F

n

U

i=1

n

= > (DR YT P, N AL

k=1 1<i1<...<ix<n

P

Sur une table reposent n lettres distinctes correspondant a n enveloppes. Un postier est chargé de
cacheter les lettres. Calculer la probabilité qu’aucune lettre ne soit dans la bonne enveloppe.! Quelle
est la limite de cette probabilité quand n T 400 ?

(b)* Montrer le principe d’inclusion-exclusion : pour tout A; ... A, € .Z et pour tout p € [1,...,n],
n P
PP Al = [ Do YT PlAL N A > 0.
i=1 k=1 1<i1<...<ip<n

(¢)* Montrer [’inégalité de Kounias : pour tout A; ... A, € F

(i:[?[Aﬂ) — nax ZIP ;N A

J#k

n

Ja

i=1

P

En quoi cette inégalité est-elle plus forte que le principe d’inclusion-exclusion pour p =27

Le théoreme suivant est souvent utile pour identifier deux mesures de probabilité :

Théoréme 1.11 [Théoréme de classe monotone] Soient P et Q deux probabilités sur ’espace me-
surable (Q, F). Soit € C F une famille stable par intersection finie et engendrant % . Si P[A] = Q[A4]
pour tout A € €, alors P = Q.

On prendra soin, pour appliquer ce théoreme, de vérifier la stabilité par intersection de %, c’est-a-dire
de montrer que si C; € €,Cy € €, alors C1 N Cy € €. Les intervalles ouverts ou fermés forment un
exemple de famille € sur la tribu des Boréliens. Le théoréeme de classe monotone permet de montrer
Punicité de la mesure de Lebesque sur [0, 1], qui est définie comme 'unique mesure de probabilité A
sur A([0,1]) telle que A(Ja,b]) = b — a pour tout a < b. L’existence de la mesure de Lebesgue est un
probléme délicat pour lequel nous renvoyons a [14].

Définition 1.12 Soit (2, #,P) un espace de probabilité. Un ensemble A € F est dit négligeable pour
P si P[A] = 0.

Par exemple les singletons {z} sont négligeables dans [0, 1] pour la mesure de Lebesgue (on dit alors
que cette derniére ne charge pas les points). Par o-additivité, une réunion dénombrable d’ensembles
négligeables est négligeable, mais pas forcément une réunion non dénombrable. On dit qu’une propriété
est vraie presque sirement (p.s.) si elle est vraie en dehors d’un ensemble négligeable. Un espace (2, %, P)
est dit complet si .Z contient tous les ensembles G (dits négligeables au sens large) tels que inf{P[F] :
F e #,G C F} =0. Partant d’un espace de probabilité donné (2, #,P), il est toujours possible de le
compléter en considérant &' = o(F, . 4") ot A est Pensemble des négligeables au sens large pour P.

1Ce probleme est également connu sous le nom de probléme des échangistes.
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Définition 1.13 Soit X une v.a.r. définie sur (2, .%,P). La loi de X est la probabilité Px sur (R, B(R))
définie comme mesure-image de P par X : pour tout A € B(R),

Px(A) = PIX €Al = P{we/X(w) e A}].

En particulier, comme Z(R) = o {] — 00, z] / © € R}, on voit par classe monotone que la loi de X est
caractérisée par les quantités Fx(x) = P[X < z]. On appelle Fx la fonction de répartition de X. On
utilisera souvent la remarque élémentaire suivante : si X et Y sont deux v.a.r. telles que P[X < a] =
P[Y < a] pour tout a € R, alors X et Y ont méme loi, ce que ’on notera

x Ly

Attention : I’égalité en loi n’est pas I’égalité presque siire. Par exemple, si X est une variable symétrique
(par exemple une Gaussienne centrée), on a X 2 _ X mais ces deux variables ne sont pas égales presque
stirement. La fonction Fx est continue & droite et limitée & gauche (cadlag), croissante, tend vers 0 en
—oo et vers 1 en +00. On a Fx(z) = P[X < z] si P[X = z] = 0, autrement dit si Px ne charge pas z.
En particulier, F'x est une fonction continue sur R si et seulement si Px ne charge aucun point (on dit
alors que X n’est pas atomique).

Exemple 1.14 La fonction de répartition d’une variable gaussienne centrée réduite X (on notera alors

X ~ A4(0,1)) est donnée par

Fx(x) e’ /2 dy.

1 T
N V4 27T [oo
Ici on a P[X < z] = P[X < z] par propriété de l'intégrale d’une fonction mesurable bornée.

Dans cet exemple, F'x est l'intégrale d’une fonction positive fx qu’on appelle la densité de X.
Si X a une densité, alors la fonction Fx est continue, mais on prendra garde que la réciproque est
fausse : il existe des variables aléatoires non atomiques et sans densité. La densité fx d’une variable
aléatoire X est la dérivée de la fonction de répartition Fx quand cette dérivée existe. On peut alors
écrire P[X € A] = fA fx(x)dz. En particulier P[X € [a, b]] f fx (x)dz. On utilise parfois la notation
dlfferentlelle ]P’[X € dx] pour désigner f(z)dx.

1.2 Indépendance, espérance conditionnelle

Définition 1.15 Soit X une v.a.r. telle que

dif
/Q|X(w)|dIP = /R|9C|dPX($) < +o0.

On définit alors lespérance de X par
= /X(w)dIP’ = /xd]P’X(:c).
Q R

Il existe des variables aléatoires qui n’ont pas d’espérance, c’est-a-dire pour lesquelles I'intégrale
Jo X(w)dP n’a pas de sens. Par exemple la variable ayant pour densité fx(z) = 0 si [z] < 1 et
Ix(z) =1/222 si |z| > 1 vérifie

dx T dg
z|dPx(z) = / | — = / — = 4o
/]Rl |dPx(2) Rﬂ[—1,1]°| |25ﬂ2 1 €z

et donc E[X] n’a pas de sens. On dit que X est intégrable quand on peut définir son espérance, autrement
dit si | X | a une espérance finie. On note L (£2,.#,P) (ou L'(Q) quand il n’y a pas d’ambiguité) 'ensemble
des v.a. intégrables. De la méme fagon, on définit

LP(Q, #,P) = {Xv.a.r.//R|x|deP’X(x) < —|—oo}

pour tout p > 1 et L®(Q, #,P) = {Xv.ar.dK/X(w) < K < +4oop.s.}. Comme P est une mesure
finie, on montre aisément la chaine d’inclusions : L>=(Q) C ... C LP(Q) C ... C LY(Q). L’espace
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L2(Q2,.7) des v.a. de carré intégrable joue un role essentiel : ¢’est un espace de Hilbert, muni du produit
scalaire < XY >= E(XY).

Si @ : R — R est une fonction borélienne telle que ®(X) soit intégrable (ce qui a lieu par exemple si @
est bornée, puisque L>(Q2) C L'(f)), on note

E[®(X)] = /Q<I>(X)dIP> - /be(x)dlpx(x).

Dans cette formule, on a vu la loi de ®(X) comme I'image par ® de la loi de Px. On peut aussi utiliser
la formule directe

E[8(X)] = / 2P (2),

mais alors il faut calculer la mesure Pg(x), ce qui est parfois difficile. La fonction caractéristique ou
transformée de Fourier d’une v.a.r. X, est la fonction

¥x(t) = E[e™] = /R Py (d).

Elle est toujours définie puisque e** € L, et caractérise la loi de X au sens suivant :

Théoreme 1.16 Soient X et Y deuzx v.a.r. On a l’équivalence

XLy — Yx (t) = Yy (t) pour tout t € R.

Si la transformée de Fourier ¢ x(t) appartient & L!(dt), c’est-a-dire si son module est intégrable par
rapport a la mesure de Lebesgue dt, alors X a une densité fx donnée par la formule d’inversion de
Fourier :

Fr(z) = = / T ety ()t

Quand X est positive, on peut définir sa transformée de Laplace :
px(\) = Ele]
pour tout A > 0, qui caractérise aussi la loi de X :

Théoréme 1.17 Soient X et Y deuzx v.a.r. positives. On a l’équivalence

XLy wx(A) = ¢y (X) pour tout A > 0.

Cependant, il n’y a pas de formule d’inversion simple pour les transformées de Laplace comme pour les
transformées de Fourier. Dans certains cas, on peut définir les transformées de Laplace de variables non
nécessairement positives :

Exemple 1.18 Transformée de Laplace d’une v.a. gaussienne : Soit X une variable gaussienne
de loi N'(m,o?), i.e. une v.a.r. de densité donnée par

1
2ro

ef(zfm)2/2a'2 )

fx(x) =

On a alors E[e*] = e(m+3?0/2) pour tout A € R. Réciproquement, si X une v.a.r. ayant cette
transformée de Laplace, alors X ~ A (m, 0?).

uand @x(A) est définie sur un voisinage ouvert contenant 0, le principe du prolongement analytique
12
permet d’écrire ¥x (t) = @x (it). Ainsi, pour X ~ A (m,02), on a thx(t) = elitm=t"c*/2)

Propriétés de ’espérance. (a) Linéarité : si X, Y sont des v.a.r. intégrables, alors pour tout a,b € R
aX + bY est intégrable et E[aX + bY| = aE[X] + bE[Y].

(b) Positivité : si X <Y p.s. alors E[X] < E[Y]. En particulier, si X > 0 p.s. alors E[X] > 0. De plus,
si X >0 p.s. et si E[X] =0, alors X =0 p.s.
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(c) Inégalité de Jensen : si ® est une fonction convexe et X une v.a.r. telle que ®(X) est intégrable,
alors
E[®(X)] > ®(E[X]).

En particulier, z — 2P,p > 1 et © — e® sont des fonctions convexes et on a E[X?] > (E[X])?,p > 1
et E[eX] > eEX]. En revanche, x +— 2P,p € [0,1] et & +— logz sont des fonctions concaves (soit I’op-
posé d’une fonction convexe), et on a les inégalités en sens inverse : E[X?] < (E[X])?,p € [0,1] et
Eflog X] < log(E[X]).

Soit X € L'; considérons X, = X1|x|>, — 0 p.s. quand n T +o0. Comme |X,| < |X| € L', le
théoréeme de convergence dominée de Lebesgue assure que

E[|Xa]] — 0

quand n T 4o00. Ceci motive la définition suivante :

Définition 1.19 Une famille {X;, i € I} de v.a.r. dans L' () est dite uniformément intégrable (U.L.)
81

sup E[|[ X[ 1 x,j5n] — 0

iel

quand n T +00.

On vient de voir que E[|X;|1|x,|>,] — 0 quand n T 400 pour chaque i € I. La subtilité de I'uniforme
intégrabilité vient de ce que l'on demande a cette convergence d’étre uniforme sur I. Remarquons
cependant que s'il existe Y € L1(Q) telle que | X;| <Y pour tout i € I, alors la famille {X;, i € I} est
U.L. La notion d’uniforme intégrabilité joue un role primordial en théorie des martingales. Venons-en
maintenant a une définition bien connue :

Définition 1.20 Soit (2, .#,P) un espace de probabilité. On dit que deux sous-tribus F1 et Fo sont
indépendantes si P[AN B] = P[A]P[B] pour tout A € €, et B € F5. On notera alors F, L Fs.

Par classe monotone, remarquons que pour que %, et %5 soient indépendantes, il faut et il suffit que
P[A N B] = P[A]P[B] pour tout A € €, et B € 6, ou 6; est une famille stable par intersection finie et
telle que o(€;) = F;,i=1,2.

Définition 1.21 Une variable aléatoire X est indépendante d’une sous-tribu & si les tribus o(X) et
4 sont indépendantes. En particulier, deuz variables X et Y sont indépendantes si les tribus o(X) et
o(Y) sont indépendantes.

Par théoreme de classe monotone, on voit qu'une v.a. X est indépendante de la sous-tribu ¢ si et
seulement si PIAN{X < a}] = P[A]P[X < z] pour tout x € R et A € 4. Ainsi, deux v.a.r. X et Y sont
indépendantes si et seulement si P[X < z, ¥ < y] = P[X < z]P[Y < y] pour tout z,y € R. Un autre
critere utile est le suivant :

X 1Y <= E[e"¥*eY] = E[e"¥] E[*Y] pour tout s, € R.

Si X et Y sont a valeurs positives, on peut considérer les transformées de Laplace au lieu des transformées
de Fourier. Enfin, si X et Y sont des variables indépendantes ayant une densité sur R, alors le couple
(X,Y) a une densité sur R? donnée par la formule du produit :

Ixy(z,y) = fx(@)fy(y)

Définition 1.22 Une famille de sous-tribus {F;, i € I} est indépendante si toutes les sous-familles

finies le sont, c’est-a-dire si
n

PlA;, N...NA4;,] = []PlA;]
k=1

pour tout n > 2 et pour tout A;, € F;, avec iy, 7 ik, i k1 # ka.

La définition est identique pour une famille de variables aléatoires. L’exercice suivant (lemme de Borel-
Cantelli) est classique :
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Exercice 1.23 Soit {4,,, n > 1} une famille d’événements de (€2, .#,P). On pose

p-N{Ua

n>1 \k>n

(a) Montrer que si la série de terme général P[A,,] est convergente, alors P[E] = 0.

(b) Montrer que si la série de terme général P[A,,] est divergente et que si les A, sont mutuellements
indépendants, alors P[E] = 1.

La notion suivante jouera un role fondamental dans la suite :

Théoreme 1.24 Soit (Q,.7,P) un espace de probabilité, 4 une sous-tribu de F et X une v.a.r.
intégrable. Il existe une unique v.a.r. Z 4-mesurable telle que

E[X14] = E[Z14]

pour tout A € 4. On appelle Z ’espérance conditionnelle de X sachant 4 et on note Z = E[X | 94|
Elle est caractérisée par

E(XG) =E(ZG), VG, v.a. bornée¥-mesurable.

Quand X € L?(Q), il existe une importante interprétation hilbertienne de I'espérance conditionnelle :
E[X|¥] est la projection de X sur l’espace des v.a. ¥-mesurables de carré intégrable, ¢’est-a-dire 'unique
v.a. 4 mesurable qui minimise F[(X —Y)?] parmi les v.a. Y qui sont ¢- mesurables. Quand ¢ = o(Y)
pour une certaine v.a. Y, on note parfois E[X |¥4] = E[X |Y] (espérance conditionnelle sachant Y).
Le point important est qu'’il s’agit d’une variable mesurable par rapport a o(Y) et donc une fonction
déterministe de Y : il existe ¢ : R — R borélienne telle que E[X | Y] = ¢(Y"). En général il est cependant
difficile de calculer ¢ explicitement. La caractérisation de E[X | Y] est la suivante : ¢’est I'unique v.a.
de la forme 1(Y") ou1 ¢ est une fonction borélienne (définie Py p.s.) telle que

E[Xo(Y)] = E[p(Y)p(Y)]

pour toute fonction ¢ borélienne bornée. En plus de la linéarité et de la positivité (analogues & celles
de lespérance classique), l'espérance conditionnelle posseéde les propriétés suivantes (les égalités entre
v.a. sont p.s.) :

(a) E[E[X|#]] = E[X].
(b) Si X est ¥-mesurable, E[X 4] =

(c) Si X est indépendante de ¢4, E[X | g] E[X].
(d) Si ¢ est la tribu triviale, E[X|¥] = E[X].

(

e) Si ¥ et S sont deux tribus telles que 7 C 4, alors E[X | ] = E[E[X |¥] | ¢ = E[E[X | 57] | 4]
(propriété d’emboitement).

SiY est 4-mesurable et XY inégrable, E[XY |4] = YE[X |¥]

(g) Si X LY etsig:R* — Rest une fonction borélienne bornée, alors E[p(X,Y) | Y] = E[p(X, y)] =y :
pour calculer E[¢(X,Y) | Y], on explicite la fonction ¥ telle que ¥(y) = E[¢(X,y)], puis on rem-
place y par Y pour obtenir la v.a. U(Y).

Exercice 1.25 Soit X une variable positive sur (2, #,P) et ¢4 une sous-tribu de .%. Montrer que p.s.
(a) {E[X|9] =0} c {X =0}.
(b) {X =400} C{E[X]|¥] = +00} .

Exercice 1.26 * Soit Z € L'(Q, Z,P).
(a) Montrer que pour tout € > 0 il existe ¢ > 0 tel que P[A] < 6 = E[|X|1L4] <e.

(b) Soit G = {¥ C .#} une famille de sous-tribus de .%. Déduire du (a) que la famille {E[X|¥4], ¥ € G}
est U.L
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Densité conditionnelle : soit (X,Y) un couple de v.a.r. ayant une densité f(x,y). Les densités
marginales de X et Y sont données par

Ix(z) = /Rf(x,y)dy et fy(y) :/Rf(x,y)d:c.

Quand X 1L Y on a la formule du produit : f(z,y) = fx(x)fy(y). Quand X et Y ne sont plus
indépendantes, la formule du produit est remplacée par une formule de désintégration : on pose

f(z,y)

Txpy=@) =305

sify(y) #0et fx/y—y(x) = 0si fy(y) # 0, et on remarque que nécessairement f(x,y) = fx/v—y(x)fy (y)
p.s.en (z,y). En effet, si fy (y) = 0, alors f(z,y) = 0 p.s. en x vu que f(z,y) > 0. La fonction fx/y—,(z)
peut étre vue comme la densité conditionnelle de X sachant Y = y. En effet pour toute fonction 1 me-
surable bornée on a

[ v vy fa) dedy = BH(XY)

EE[y(X,Y)[ Y]]

/R Fr WER(X,9) | Yly—y dy

d’ou 'on déduit
/R B 9) frxyy—y(@) dy = EB(X,y)| Y]y,

par identification, ce qui signifie bien que fx/y—,(x) est la densité conditionnelle de X sachant Y = y.
On peut définir fy,x—,(y), densité conditionnelle de Y sachant X = x, de maniere analogue.

1.3 Théoreme de Radon-Nikodym

Définition 1.27 Soient P et Q deux probabilités définies sur le méme espace (2,.7).

(a) On dit que P est absolument continue par rapport a Q et on écrit P < Q si pour tout A € F,
P[A] = 0 = Q[A] = 0 (les négligeables pour P sont aussi négligeables pour Q).

(b) On dit que P et Q sont équivalentes et on écrit P ~ Q si pour tout A € F, P[A] =04 Q[A] =0
(P et Q ont les mémes négligeables. )

(c) On dit que P et Q sont étrangeres et on écrit P L Q sl existe A € F tel que P[A] =0 et Q[A] = 1.
(A est négligeable pour P et certain pour Q.)

Le théoreme suivant, di a Radon-Nikodym, sera tres utile pour comprendre le théoreme de Girsanov :

Théoreme 1.28 Soient P et Q deux probabilités définies sur le méme espace (2, F). Alors P < Q si
et seulement si il existe une variable Z > 0 % -mesurable et d’espérance 1 sous Q telle que pour tout
Ae 7,

P[A] = Eg[Z14].

On appelle Z la densité de Radon-Nikodym de P par rapport a Q et on écrit formellement dP = ZdQ

ou encore P
Z = —.
dQ

Ceci est motivé par I’écriture suivante, pour tout A € .F,
dP
PlA] = [ dP(w) = | —5(w)dQ(w) = Eq[Z14].
A A4 dQ
De plus, dans le cas oil P ~ Q, on voit facilement que Z > 0 p.s. et que dQ = Z~1dP.

Exercice 1.29 (a) Soit U une variable de Bernoulli sous P définie par P[U = 0] = 1—p et P[U = 1] = p.
Soit Z la variable positive définie par Z = AU + (1 — U). Montrer que E[Z] = 1. Si on pose dQ = ZdP,
montrer que Q[U = 1] = Ap : sous Q, U est une variable de Bernoulli de parameétre Ap.

(b) Soit X une v.a. de loi A4 (m,c?) sous P et soit Z = exp[h(X —m) — h%0?/2]. Si on pose dQ = ZdP,
alors sous Q, X est une v.a. de loi A4 (m + ho?,0?).



1.4. VECTEURS GAUSSIENS 13

1.4 Vecteurs Gaussiens

Les variables gaussiennes .4 (m, 0?) ont été introduites dans I’exemple 1.18 Leur généralisation sur
R™ conduit a la notion de vecteur gaussien :

Définition 1.30 Soit X = (X1, Xo,...,X,,) un vecteur aléatoire de R™. On dit que X est un vecteur
gaussien si pour tout vecteur déterministe u = (uy,...,uy), la variable aléatoire

i=1

est une variable gaussienne a valeurs réelles.

Par exemple, si X1, ..., X, sont n Gaussiennes indépendantes, on sait que toute combinaison linéaire des
X; est une Gaussienne (par exemple si X1 ~ A (m1,0%),i = 1,2, et si X7 L Xy, alors u3 X7 + ug Xo ~
N (urmy + ugma, uio? + udo3)). Donc (X7,...,X,,) est un vecteur gaussien.

Mais attention, cette propriété n’est plus vraie en général sans I'hypothese d’indépendance. Par
exemple si X ~ .A47(0,1), si € est une variable indépendante de X telle que Ple = 1] =Ple = —-1] = 1/2
et si Y = X alors on voit facilement que Y ~ .47(0, 1). Cependant, (X,Y’) n’est pas un vecteur gaussien
puisque X + Y n’est pas une Gaussienne : on voit immédiatement que P[X +Y = 0] = 1/2 et ceci est
impossible pour une loi gaussienne qui est soit concentrée en un seul point, soit absolument continue
(et donc non-atomique).

La loi d’un vecteur gaussien est caractérisée par deux parametres, comme dans le cas unidimension-
nel :

Théoréme 1.31 Soit X = (Xq,...,X,) un vecteur gaussien. Il existe un vecteur I' € R™ et une
matrice (n X n), symétrique positive o tels que la transformée de Fourier de X est donnée par

E [ei(“’X)] = exp [i(u,T) — wou/2].
Ce théoreme généralise I'exemple 1.18 ot 'on avait montré que E [ei“X} = e(“m’t%z/z), soit 'y =m
et oy = 0? dans ce cas. On fera attention que m se généralise en un vecteur et ¢ en une matrice.
L’interprétation de T et o est la suivante : T est le vecteur espérance (E[X1],...,E[X,]) et o la matrice

de covariance :
Ui,j = COV(Xi7Xj) = E[XZXJ] — E[XZ]E[XJ}

Comme pour le cas unidimensionnel, on note X ~ A (I',0). Quand I' = 0 et 0 = Id, on dit que X est
un vecteur gaussien centré réduit. La représentation suivante est tres utile :

Proposition 1.32 Soit X ~ A (T',0). Alors on peut écrire X =T + oY ou Y est un vecteur gaussien
centré réduit.

On déduit de cette proposition que la loi de X admet une densité si et seulement si la matrice o est
inversible. La densité est alors donnée par

1 1
fly,...,2p) = —————exp |—=Hz—T)o Yz -T
ou l'on a écrit © = (x1,...,z,). On voit par cette formule que si o est une matrice diagonale, alors la

densité du vecteur gaussien est donnée par une formule produit, et donc les composantes de X sont
indépendantes. En particulier, pour un couple gaussien (X,Y’), on a

X 1Y < cov(X,Y) =0,

ce qui se traduit par “orthogonalité et indépendance sont des notions équivalentes”. Attention, cette
propriété est entierement propre au cadre gaussien.

Exercice 1.33 Soit (X,Y) est un vecteur gaussien bi-dimensionnel. Montrer qu'il existe « tel que
X — aY est indépendant de X.
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Exercice 1.34 Soit (X,Y) un vecteur gaussien centré bi-dimensionnel avec E[X?] = E[Y?] = 1 et
E[XY]=p.Onpose S=X-YetT=X+Y.
(a) Montrer que (S,T') est un vecteur gaussien et déterminer ses caractéristiques.

(b) On pose W = max(X,Y). Exprimer W en fonction de S et T et en déduire la densité de W, son
espérance et sa variance. Méme question pour Z = min(X,Y).

Exercice 1.35 Soit X un vecteur gaussien centré réduit sur R™. Déterminer la loi (appelée loi du
chi-deuz a n degrés de liberté) de Z, = X? + ... + X2.

1.5 Convergence de variables aléatoires

On consideére, sur un espace de probabilités fixé (§2,.%,P), une suite de variables aléatoires { X,,, n > 0}
et I'on s’intéresse a la convergence de cette suite. Le caractere aléatoire de la suite met en évidence plu-
sieurs types de convergence :

Convergence presque sire. Une suite de variables aléatoires X,, converge p.s. vers X si
Xn(w) = X(w) quand n — oo,

pour P presque tout w. Cette notion de convergence dépend du choix de P mais évidemment, si Q ~ P,
alors X,, — X P p.s. & X;, — X Q p.s. Rappelons trois théoremes fondamentaux :

Théoréme 1.36 [Théoréme de convergence monotone| Soit {X,, n > 0} une suite croissante
(ou décroissante) de variables aléatoires et soit X = lim X,, p.s. Supposons que X soit intégrable. Alors
E[X] =limE[X,].

Théoréme 1.37 [Théoréme de convergence dominée]| Soit {X,, n > 0} une suite de variables
aléatoires convergeant p.s. vers X. Supposons qu’il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que
| Xn| <Y, alors X est intégrable et E[|X,, — X|] — 0 quand n T +o0.

Théoréme 1.38 [Loi des grands nombres] Soit {X,,, n > 0} une suite de variables aléatoires équidis-
tribuées, indépendantes, et intégrables. Alors

1 n
—ZXi — E[X;] p.s.
n

i=1

Convergence en probabilité. Une suite {X,,, n > 0} de variables aléatoires converge en probabilité
vers X si
P|X,—X|>¢] — 0

quand n — 400, pour tout € > 0. Il est immédiat que la convergence presque stire implique la conver-
gence en probabilité. Réciproquement, on peut montrer avec le lemme de Borel-Cantelli que la conver-
gence en probabilité de X,, vers X implique qu'une sous-suite des X,, converge vers X p.s.

Convergence dans les LP. Une suite {X,,, n > 0} de variables aléatoires dans LP converge vers X
dans L? si
1%, = X, = E[X, - XPI? = 0

quand n — oo. Remarquons que si X,, — X dans LP, alors E[X?] — E[XP], mais que la réciproque est
fausse. Si une suite converge dans LP, alors elle converge en probabilité et en particulier il existe une
sous-suite qui converge p.s. Dans le cas p = 1, la réciproque est donnée par le théoreme de convergence
dominée. Remarquons enfin que la convergence dans LP implique la convergence dans L? pour tout
q<p.

Convergence en loi. C’est la notion la plus faible, et aussi la plus délicate. Une suite de variables
aléatoires X,, converge en loi vers X si

E[@(X,)] — E[@(X)]
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quand n — oo, pour toute fonction ® continue bornée. On note cette convergence X, L X, La
convergence en loi est également définie par la convergence simple des fonctions caractéristiques, au
sens ou ¥y (t) — Wx(¢t) pour tout ¢. Enfin, si X est une v.a. de fonction de répartition F' continue,
et si X, est une suite de v.a. de fonctions de répartition F;, telles que F,,(x) converge vers F'(x) pour
tout x, alors X,, converge en loi vers X et réciproquement. La convergence en probabilité (et donc aussi
la convergence p.s. et la convergence dans les LP) implique la convergence en loi. Le théoréme suivant,
qui affine la loi des grands nombres, est I'un des résultats fondamentaux du calcul des probabilités, qui
souligne le role central de la loi gaussienne :

Théoréeme 1.39 [Théoréme Central Limite] Soit {X,,, n > 0} une suite de v.a. équidistribuées,
indépendantes, et de variance finie o%. Alors

Y f\;ﬁ”mxﬂ 40,1,

quand n T +oo.
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Chapitre 2

Martingales et temps d’arrét

2.1 Généralités sur les processus stochastiques

On commence par introduire une notion mathématique qui joue un role central en théorie des
marchés financiers :

Définition 2.1 Soit (Q, .7, P) un espace de probabilité et {F,t > 0} une famille de sous-tribus de F.
On dit que {F,t > 0} est une filtration si c¢’est une famille croissante, au sens ot Fs C Fy si s < t.

Il faut comprendre #; comme "linformation au temps ¢” : plus le temps croit (s < t), plus on a
d’informations (% C #;). Une filtration {¥4;, t > 0} est dite plus grosse que {%;, t > 0} si %, C %
pour tout ¢ > 0. Une filtration est dite normale si elle vérifie deux propriétés supplémentaires :

e Les négligeables au sens large sont dans tous les .%; au sens oul P[4] =0 = A € %.

e La filtration est continue a droite au sens ou

Si {#,t > 0} est une filtration sur un espace de probabilité (2,.%,P), on dit que (2, %, {F;,t >
0},P) est un espace de probabilité filtré.

Définition 2.2 Soit (2, #,{F;,t > 0},P) est un espace de probabilité filtré. Une famille X = {X;, t > 0}
de v.a. sur Q est appelée un processus stochastique. On dit que le processus X est (F;)-adapté si X,
est Fi-mesurable pour tout t > 0.

A un processus stochastique X on peut associer sa filtration naturelle complétée {ﬁtX , > 0}, définie
par #X = o(0(X,, s <t),.#) ot 'on rappelle que .4 désigne la tribu des négligeables pour P. La tribu
Z X représente I'information portée par X, s < t, et les négligeables. Evidemment, X est un processus
(ZX)-adapté. On peut montrer que si X a p.s. des trajectoires continues & droite, pourvues de limites
a gauche (cadlag), en particulier continues, alors la filtration {ﬁtX , t> 0} est continue a droite.

Définition 2.3 On dit que deuz processus X et Y sont égauz ¢ modification prés si P[X; = Y] =1
pour tout t.

Remarquons que si deux processus continus a droite sont égaux a modification pres, alors
PX; =Y, Vi>0]=1.

En effet, comme Q est dénombrable et que l'intersection d’une famille dénombrable d’événements cer-
tains est un événement certain, on voit facilement que

PX, =Y, VteQ =1

si X et Y sont égaux a modification pres. De plus, comme Q est dense dans R et X et Y sont continus
a droite, les trajectoires de X et Y sont uniquement déterminées par leurs valeurs sur Q puisque

Xt = lim th
tn€QLE

pour tout t > 0. On a donc P[X; =Y;, V¢ > 0] = 1.

17
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Définition 2.4 On dit que deux processus X etY sont égauz en loi et on écrit X Ly s pour tout
n € N et pour tout (t1,ta,...,t,) on a

d
{thatha ... 7th} = {}/tl)}/;fz?' .- 7}/tn} .
On dit aussi que X et'Y sont des versions ['un de ’autre.

On remarque immédiatement que si X et Y sont continus & droite et modification 'un de ’autre, alors
ils sont égaux en loi. Attention, la réciproque est fausse : en effet, si X est symétrique au sens ou

X 4 —X, alors X et —X sont des versions I'un de l'autre mais évidemment P[X; = —X;, Vi > 0] =1
si et seulement si X = 0.

Propriétés fonctionnelles. (a) Un processus X est croissant si p.s. ¢ — X est une fonction croissante,
c’est-a-dire si X;(w) < X (w) pour tout ¢ < s, p.s. De méme, on dira qu’un processus est continu &
droite, continu, dérivable, de classe C2... etc si la fonction ¢ — X;(w) vérifie p.s. la propriété considérée.

(b) Un processus X est dit & variation finie (V.F.) sur [0, ¢] si

sup <Z | Xt — th|> < +o0.

0<to<...<tn<t \ ;T

Cette derniere notion, assez délicate, joue un role fondamental en théorie de 'intégration. Elle signifie
que la longueur de la courbe trajectoire de X est localement finie (quand cette longueur est infinie - ce
qui sera le cas pour la courbe brownienne par exemple, on mesure la complexité de la courbe a l’aide des
notions de dimension fractale et de mesure de Hausdorff). En particulier, X est V.F. g’il est dérivable.
Dans le cas réel, on peut montrer que X est V.F. si et seulement si X est la différence de deux processus
croissants.

Processus Gaussiens. Un processus X est appelé un processus gaussien si toute combinaison linéaire
finie de X; est une variable aléatoire gaussienne, autrement dit si pour tout n € N, t1...t,, a1...an,

n
E a,-Xti
i=1

est une variable gaussienne. Un processus gaussien est caractérisé par deux fonctions : sa fonction
espérance t — m(t) = E[X;] et sa fonction de covariance (s,t) — I'(s,t) = E[(X; — m(t))(Xs — m(s))].
La fonction I'(s, t) est de type positif au sens ou pour tout n € N, t1...t,, a1...ay,

Z aiajf(ti,tj) Z 0.

i,j=1

Théoréeme 2.5 [Kolmogorov] Soit m : Rt — R une fonction quelconque et T' : RT x RT — R une
fonction symétrique de type positif. Alors il existe un processus gaussien X de fonction espérance m et
de fonction de covariance I.

L’espace gaussien engendré par un processus gaussien X est le sous espace de L?(£2) engendré par les
v.a.r. centrées {X; — E[Xy],t > 0}, c’est-a-dire le sous-espace formé par les combinaisons linéaires de
ces variables centrées et leurs limites en moyenne quadratique.

Définition 2.6 Un processus est dit stationnaire si {X¢ts, t > 0} < {Xt, t > 0} pour tout s € R*. En
particulier, tous les X; ont méme loi.

On voit immédiatement qu'un processus gaussien stationnaire est tel que sa fonction espérance est
constante et sa fonction de covariance I'(s, t) ne dépend que de (s —t).

Théoreme 2.7 [Bochner] Soit X un processus gaussien stationnaire. Il existe une unique mesure finie
u, appelée mesure spectrale associée a X, telle que

I(s,t) = /Rcos((t—s)z) p(dz).
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Exercice 2.8 Montrer que la fonction (s,t) — inf(s,t) est une fonction de type positif sur R™ x R,
autrement dit que pour tout t; < ... <t, et pour tous réels a; ...an,

n
Z inf(ti,tj)aiaj Z 0.
i,j=1

Le processus gaussien centré ayant pour fonction de covariance (s, t) — inf (s, t) est appelé mouvement
brownien.

2.2 Temps d’arrét

Définition 2.9 Soit (2, %, {F;,t > 0}, P) un espace de probabilité filtré. Un temps d’arrét relativement
a () est une variable aléatoire T a valeur dans RT U {+o0} telle que {1 <t} € Z; pour tout t € RT.

La définition est équivalente & {7 >t} € .%; pour tout ¢t € RT, par stabilité des tribus par passage au
complémentaire. Un temps d’arrét doit étre vu comme un temps aléatoire qui suit ’évolution aléatoire
sous-jacente. La raison pour laquelle I'événement {7 < ¢t} et non I’événement {7 = ¢} intervient dans la
définition du temps d’arrét vient du temps discret : relativement & une filtration {.%,,, n > 0}, un temps
d’arrét est plus simplement défini par {r = n} € %, pour tout n € N - voir [6] [24]. On voit facilement
que ceci est équivalent & {7 < n} € %, pour tout n € N. Typiquement, I’événement {T = t} est de pro-
babilité nulle en temps continu. C’est pourquoi on étend la définition en utilisant les événements {7 < t}.

On voit facilement que si S et T sont des temps d’arrét, alors S AT est un temps d’arrét. L’exemple
le plus simple de temps d’arrét est un temps déterministe ty > 0 : en particulier, si T" est un temps
d’arrét, alors T' A n est un temps d’arrét pour tout n € N, propriété tres utile dans la suite. Un exemple
plus elaboré et extrémement important de temps d’arrét est le suivant :

Exemple 2.10 Soit {X;, t > 0} un processus (#;)-adapté a valeurs réelles, continu a droite et partant
de 0 (Xo = 0). Pour tout a > 0, le temps aléatoire suivant

T, = inf{t>0, Xt>a},

appelé premier temps de passage au seuil a, est un (F#;)-temps d’arrét. En effet, pour tout ¢ > 0, on a
I’identification

{T'>t} = {Xs<a, Vs <t} = Nyegr<t {Xs < a},

la deuxieéme égalité provenant de 'hypothese cruciale de continuité & droite de X (qui est alors entiérement
déterminé par ses évaluations sur les rationnels). Comme X est (.%)-adapté et par stabilité des tri-

bus par intersection dénombrable, on voit que I’événement de droite est dans .%;. Remarquons que si

X est continu, on a de plus 7, = inf{t >0, X; =a} et X7, (,)(w) = a. On montre de méme que

T, =inf {t > 0, X; < a} est un temps d’arrét pour tout a < 0. D’une maniere générale, on peut mon-

trer que si X est un processus cad et adapté a valeurs dans R% et si A est un Borélien de R?, alors

Ty =inf{t >0, X, € A} (premier temps d’atteinte de A) est un temps d’arrét. Cette démonstration

repose cependant sur des outils mathématiques de haute distinction - voir par exemple la bibliographie

de [1]. On prendra garde qu’en général, le dernier temps de passage en A : Lo = sup{t >0, X; € A}

n’est pas un temps d’arrét, méme dans les situations les plus simples.

Définition 2.11 Soit (Q,.7,{%,t > 0},P) un espace de probabilité filtré et T un temps d’arrét relati-
vement a (). On appelle filtration arrétée en 7 la o-algébre

Fr ={AceF|An{r <t} € # VteR"}.
Pour bien comprendre l'intérét de cette notion, remarquons que 7 est toujours .%.-mesurable : les
Boréliens de RT étant engendrés par les intervalles du type | — oo, u], il suffit de montrer que {7 < u} €

Fr. Mais c’est évident car {7 < u}N{r <t} =nN{r <t Au} € Firy, C %. De méme, on montre la

Proposition 2.12 S5i S et T sont des temps d’arrét tels que p.s. S <T, alors Fg C Fr.
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Preuve : Soit A € F#g. Montrons que A € Zp. Pour tout ¢t > 0ona AN{T <t} = An{S <t}n{T <t}
puisque S < T. D’une part {T' < t} € #; puisque T est un temps d’arrét, d’autre part AN{S <t} € %
puisque A € Fg. Donc AN{S <t} N{T <t} € .% pour tout t > 0, ce qui est la propriété recherchée.

O

Une propriété importante, mais plus difficile & démontrer - voir [17] ou [24], est la suivante : soit
X : RT x Q — R un processus et T un temps d’arrét. Rappelons que la v.a. Xp est définie par
Xr(w) = X(T(w),w). On a la

Proposition 2.13 Si le processus X est cad et adapté, alors la v.a. X7lliro o0y est Fr-mesurable.

2.3 Martingales

Pour de plus amples informations sur ce sujet important, la lecture du livre de Williams [24] est
vivement conseillée.

Définition 2.14 Soit (Q,.7,{F,t > 0}, P) un espace de probabilité filtré et X = {X;, t >0} un
processus (Fi)-adapté. On dit que X est une (F)-martingale si

o E[|X;|] < +oco (autrement dit X; € L*(Q)) pour tout t > 0.

o E[X; | %] = X pour tout s < t.

On peut en fait définir X sur (Q2,.%,P) sans filtration préalable, en disant que c’est une martingale si
E[|X¢|] < +oo pour tout t > 0 et E[X; |F#X] = X, pour tout s < ¢, o1 I'on rappelle que {ﬁtx, t> O}
est la filtration naturelle de X. Si X est une (.%;)-martingale, alors c’est nécessairement une (Z;*)-
martingale. En effet, on a d’abord .#} = o{X;1(A),A€ B(R),s<u} C ., puisque X est
(Z)-adapté et donc X;1(A) € F5 C ., pour tout s < u. D’olt

E[X, | Z)] = EE[X, |%]|.F)] = E[X,|Z]] = X,

ou I'on a successivement utilisé la propriété d’emboitement de I’espérance conditionnelle, que X est une
(#;)-martingale, et la mesurabilité de X, par rapport & .%:X.

La propriété fondamentale (et constamment utilisée en finance) d’une martingale est que pour tout
horizon T > 0, 'ensemble du processus {X;, t < T} est completement déterminé par la valeur terminale
Xr ausens ou X; = E[Xp | %] pour tout ¢t <T.

Définition 2.15 Soit {X;, t > 0} une (%;)-martingale. On dit que c’est une martingale fermée si il
existe Z € L'(Q) tel que

Xy = E[Z] 7]
pour tout t > 0. Autrement dit, l’ensemble du processus est déterminé par une valeur terminale a
I’horizon infini.

On verra plus tard que Z est en fait la limite de X; quand ¢ | +o00. Le théoréme suivant caractérise les
martingales fermées par leur uniforme intégrabilité :

Théoréme 2.16 Soit {X;, t > 0} une F-martingale. C’est une martingale fermée si et seulement si
la famille de v.a. {X;, t > 0} est U.L

On remarque que dans ce théoréme, linclusion ({X;, t > 0} fermée = {X;, t >0} UL) est une
conséquence immédiate de 'exercice 1.26 (b). L’inclusion réciproque est plus délicate, voir [24].

Définition 2.17 Soit (Q, F,{F,t > 0},P) un espace de probabilité filtré et X = {X;, t >0} un
processus (F)-adapté tel que E[| X¢|] < 400 pour tout t > 0. On dit que X est une (%;)-sousmartingale
(resp. (F¢)-surmartingale) si E[X, | %] > X, (resp. E[ X, | %] < X;) pour tout s < t.

Par analogie, on dira qu'une (.%;)-sousmartingale (resp. une (.%;)-surmartingale) est fermée s’il existe
une v.a. Z %-mesurable telle que E[Z | %] > X; (resp. E[Z | %] < X;) pour tout ¢ > 0. Il découle
facilement des définitions qu'une martingale est un processus & espérance constante : E[X;] = E[X;] ne
dépend pas de t. Une martingale modélise ainsi un jeu équitable. Une sous-martingale est un processus
a espérance croissante (jeu favorable), une surmartingale un processus & espérance décroissante (jeu
défavorable). La maniere la plus simple de construire une sous-martingale et d’ajouter & une martingale
donnée une fonction croissante déterministe. Le théoreme suivant, tres célebre, dit que la réciproque est
presque vraie (la fonction croissante est remplacée par un processus aléatoire croissant) :
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Théoréme 2.18 [Décomposition de Doob-Meyer| Soit X une sous-martingale relativement a %,
telle que la famille {Xp, T (%:)-temps d’arrét borné} est UL Il existe une (F)-martingale M et un
processus croissant (Fy)-adapté A tel que

Xy = My + A
pour tout t > 0. De plus, M et A sont uniques a constante additive pres.

Par l'inégalité de Jenssen, on voit immédiatement que si X est une (F;)-martingale, alors le processus
t — X7 est une (%;)-sous-martingale. Sous réserve d’UI, la décomposition de Doob-Meyer assure
I'existence d’un unique processus croissant A tel que t — X? — A; soit une (.%#;)-martingale (on peut en
fait se passer de la condition d’UI). On appelle A le crochet de la martingale X et on utilise la notation

At:<X>t

pour tout ¢ > 0. Nous reviendrons sur le crochet des martingales au chapitre 4, ou il jouera un role tres
important en calcul stochastique.

Si T est un temps d’arrét et M une (%;)-martingale, le processus Z défini par Z; = My est une
(Z:) martingale et E[M 1] = E[Mp)].

On énonce maintenant, sans les démontrer, une série de résultats fondamentaux de la théorie des
martingales, essentiellement diis a J. L. Doob dans les années cinquante.

Théoréme 2.19 [Inégalité maximale] Soit X une surmartingale réelle continue. Alors pour tout
t,A>0,

3
Plsup | Xs| > A] < —sup E[| X]].
s<t A s<t

V

L’intérét de cette inégalité est de donner une vitesse de convergence (en 1/A) de la quantité P[sup <, | Xs| >
A] vers 0 quand A T 4o0. En fait, cette vitesse peut étre améliorée quand X est une martingale ayant
des moments d’ordre supérieur grace au

Théoréme 2.20 [Inégalités dans LP] Soit p > 1 et X une martingale réelle continue telle que
X; € LP pour tout t > 0. Alors pour tout t > 0

Efsup [X,["] < ¢" E[|X]"]
s<t

ot q est le nombre conjugué dep : 1/p+1/q=1.

Par I'inégalité de Markov, on déduit de ce théoreme que si X; € LP pour tout ¢ > 0, alors

P
Plsup|X,| > A] = Plsup|X,[F > 3] < TE[X,[].
s<t s<t )\P

D’olt une meilleure vitesse de convergence, en 1/\P.

Remarque 2.21 Pour appliquer ce théoréme il ne suffit pas que X; € LP pour un seul t > 0, et la
condition X; € LP pour tout ¢t > 0 est nécessaire. En effet, il existe des martingales telles que X; € LP
et Xo ¢ LP pour un p > 1 : prenons par exemple X une v.a. qui soit dans L' mais pas dans L?, et
considérons une filtration {.%;, t > 0} qui soit triviale pour 0 < ¢ < 1 et égale & o(X) pour ¢t > 2. La
martingale t — X; = E[X | %] est telle que X; = cste € L? et Xy & L2.

Théoréme 2.22 [Théoréme de convergence des martingales| Soit X une martingale continue.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) X est une martingale fermée par X .
(b) X converge p.s. et dans L' vers X .

(c) X est uniformément intégrable.

On prendra garde, dans ce théoreme, que la limite de X; est une wvariable aléatoire X,. De plus, il
existe des martingales qui ne sont pas uniformément intégrables, autrement dit qui ne convergent pas.
Un exemple typique de martingale non convergente est le mouvement brownien, que nous verrons au
chapitre suivant. Le théoreme suivant est le plus important de cette série pour la finance :
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Théoreme 2.23 [Théoréme d’arrét] Soit M une (F#;)-martingale continue et S, T deuz temps d’arrét
tels que S < T p.s. Supposons que M soit uniformément intégrable ou que les temps d’arrét soient bornés
par une constante finie déterministe K. Alors My est une v. a. intégrable et

E[Mr|Zs] = Ms.

Quand les deux temps d’arrét ne sont pas bornés, l'uniforme intégrabilité de la martingale est une
condition essentielle, comme nous le verrons au chapitre suivant avec le mouvement brownien. Quand
la martingale n’est pas Ul, une technique standard consiste & utiliser les temps d’arrét SAn et T An
qui sont bornés par n, et faire tendre n vers +o0o. Quand la martingale est UI, nous avons vu qu’elle
était fermée par M. Le théoreme d’arrét reste alors valable avec des valeurs infinies pour 7', au sens
ou

E[Mx|%s] = Ms.

La caractérisation des martingales donnée par la proposition suivante est quelquefois utile :

Proposition 2.24 Soit X un processus (Fi)-adapté et intégrable tel que E[X;] = E[Xo] pour tout
temps d’arrét borné T. Alors le processus X est une martingale.

On prendra garde que la condition E[X;] = E[X,] pour tout ¢ > 0 n’est pas suffisante pour que X soit
une martingale. Un contre-exemple typique est le processus X; = fg M, du, ou M est une martingale
d’espérance nulle : X est un processus d’espérance constante (nulle), mais n’est pas une martingale. La
proposition suivante montre enfin que les trajectoires d’une martingale continue non constante sont tres
irrégulieres :

Proposition 2.25 Si une martingale M continue est un processus a variations finies, alors elle est
constante : My = My p.s. pour tout t > 0.



Chapitre 3

Le mouvement brownien

3.1 Un peu d’histoire

Avant d’étre un objet mathématique rigoureux, le mouvement brownien a été étudié en Botanique,
en Finance, et en Physique. Le botaniste R. Brown observe d’abord vers 1828 le mouvement irrégulier de
particules de pollen en suspension dans ’eau. En 1877, Delsaux explique les changements incessants de
direction de trajectoire par les chocs entre les particules de pollen et les molécules d’eau. Un mouvement
de ce type est alors appelé mouvement au hasard. En 1900, L. Bachelier, en vue d’étudier les cours de
la Bourse de Paris dans sa these, met en évidence le caractére markovien du mouvement brownien : la
position d’une particule a 'instant ¢+ s dépend de sa position en ¢, et ne dépend pas de sa position avant
t. Peu apres, vers 1905, A. Einstein détermine la densité de transition du Brownien par 'intermédiaire
de I’équation de la chaleur. La méme année, Smoluchowski décrit le mouvement brownien comme une
limite de promenades aléatoires. La premieére étude mathématique rigoureuse du Brownien est faite par

N. Wiener (1923), qui construit une mesure de probabilités sur Iespace des fonctions continues sous
laquelle le processus canonique est un mouvement Brownien. Des recherches d’une influence considérable
ont ensuite été menées par P. Lévy (1948), lequel s’est intéressé aux propriétés fines des trajectoires
du Brownien. Ces objets ont été developpés par les potentialistes américains a la suite de J. L. Doob,
puis systématisés par les spécialistes de la “Théorie Générale des Processus” de 1’école de Strasbourg,
autour de P.-A. Meyer.

3.2 Définitions, constructions, et premieres propriétés

Définition 3.1 Soit X = {X;, t > 0} un processus issu de 0 et d valeurs dans R. On dit que X est un
mouvement brownien s’l vérifie l'une des deuz conditions suivantes (équivalentes) :
(a) X est un processus gaussien centré et de fonction de covariance E[X;X;] = s At.

(b) X est un processus & accroissements indépendants et stationnaires tel que Xy ~ A (0,t) pour tout
t > 0.

On montre que le MB est a trajectoires continues. Précisons que la propriéte d’indépendance des
accroissements signifie que pour tout s < ¢, la variable X; — X est indépendante de o {X,,u < s},
tribu du passé avant s. La propriété de stationnarité des accroissements signifie simplement que la loi

de X; — X, ne dépend que de t — s : pour t > s, X; — X 4 X;_s. Les processus a accroissements
indépendants et stationnaires (P.A.I.S) portent aussi le nom de processus de Lévy. Leur structure a été
caractérisée dans les années trente successivement par De Finetti, Khintchine et Lévy. Nous reviendrons
plus loin sur ces processus tres importants qu’utilisent de plus en plus les financiers mathématiciens.
Contentons-nous pour I'instant de renvoyer aux deux monographes de référence [1], [21] ou encore [20]
pour de plus amples informations.

Comme nous le disions plus haut, la preuve rigoureuse de I’existence du mouvement brownien repose
sur la construction d’une mesure de probabilités sur ’espace des trajectoires, la mesure de Wiener. Plus
précisément, on prend comme espace de probabilités sous-jacent I'espace Q = C(RT,R) des fonctions
continues de Rt dans R, on note X;(w) = w(t) pour tout ¢ > 0 le processus canonique (ici, w €
est une fonction), .#X = o {X,, s <t} la filtration canonique et .# = .%,,. La mesure de Wiener est

23
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une probabilité sur (2, F, {#;X}) sous laquelle X est un mouvement brownien au sens de la définition
précédente. Nous renvoyons par exemple & [11] pour la construction de cette mesure. Signalons au
passage que la construction de Wiener a donné naissance a une axiomatique plus générale, 1’ axiomatique
de Kolmogorov (1933), laquelle permet de construire une classe beaucoup plus large de processus. Dans
la suite, le mouvement brownien sera souvent noté B (comme Brownien) ou W (comme Wiener). Quand
il sera nécessaire de considérer la mesure de probabilités sur I'espace des trajectoires, nous utiliserons
plutét la notation X du processus canonique. On peut aussi construire plus simplement le Brownien
comme limite de promenades aléatoires renormalisées :

Cette propriété est notamment exploitée pour les simulations. Soit X une v.a. de Bernoulli, i. e. P[X =
1] =P[X = —1] = 1/2 et soit {X,,, n > 0} une suite de v.a. indépendantes et équidistribuées de méme
loi que X. On considere S,, = X1 + ...+ X, la marche aléatoire symétrique simple. On voit facilement
que E[S,,] = 0 et Var [S,] = n. On procede ensuite & une double renormalisation en temps et en espace
en fixant N et en considérant U,y = Sk/\/ﬁ pour k = 0,..., N. Remarquons que U,y est indexé
par {0,1/N,...,1}, que E[Uy/n] = 0 et que Var[Uy,,y] = k/N. On définit ensuite un processus a temps
continu {UtN, telo, 1]} a partir de U,y en imposant a la fonction ¢ — UYN d’étre affine entre k/N et
k+1/N:

A
Ui
2N71/2

Nfl

Pourt =1on a
N _ Sn - NE[X]

Ul = )
NVar[X,]

de sorte que par le Théoréme Central Limite, U — .47(0,1) en loi. De méme, on voit que UN — 4#7(0,t)
en loi pour tout ¢ € [0, 1]. On peut alors montrer alors que toute la trajectoire du processus U™V converge
en loi vers celle du mouvement brownien B. Cette convergence en loi de processus porte aussi le nom
de principe d’invariance de Donsker, et utilise de facon cruciale la notion de tension d’une famille de
lois de probabilités. Nous renvoyons par exemple & [10] pour plus de détails sur ces deux notions.

Etablissons maintenant ’équivalence entre les points (a) et (b) dans la définition du Brownien :
supposons d’abord que (a) soit vraie et fixons r < s < ¢. On a

E[X,.(X: — X)] =E[X,. X] —E[X, Xs]=rAt—rAs=r—r=0.
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F1G. 3.1 — Trajectoires Browniennes

Donc H = Vect{X,, r < s} est orthogonal & X; — X dans L?. Mais comme X est un processus gaussien
par hypothese, ceci entraine que o(H) = o {X,,r < s} est indépendante de X; — X, et donc que X
est a accroissements indépendants. Enfin, on sait que X; — X est une gaussienne centrée, et qu’il suffit
donc de calculer sa variance pour déterminer sa loi. Or

Var(X, — X,) = E[(X, — X,)?| = E[X?] - 2E[X. X,| + E[X}]| =t — 25+ s=1— 3,

dout Xy — Xy ~ A(0,t — ), ce qui montre (b). Réciproquement, supposons que (b) ait lieu. Soient
a,...,an ERet 0=ty <t; <...<t,. On peut redécomposer

n

doaiXe, =Y (ai+...+an)(Xy, — X))
=1

=1

et on voit que le terme de droite est une somme de gaussiennes indépendantes (par indépendance
des accroissements), donc une gaussienne. Ceci entraine que X est un processus gaussien, et 1'on voit
immédiatement qu’il est centré. Pour calculer sa covariance, on écrit pour tout s <t

E[X,X,] = E[X, (X, + X; — X,)] = E[X2] + E[X,(X; — X,)] =s+0=s=sAL

Exercice 3.2 * Soit W un mouvement brownien et 0 < r < s < t. Calculer les quantités P[W, >
0], P[W, > 0, W > 0] et P[W,. >0, W, > 0,W; > 0].

Exercice 3.3 (a) Soit X un processus a accroissements indépendants. Montrer que si E[|X:|] < 400
(resp. E[|X;|?] < +00), alors le processus X} = X; — E[X;] (resp. X? = X? — E[X?]) est une F;*-
martingale. Montrer aussi que si E[exp 6X;] < 400 pour un certain 6 € R, alors

3 exp 0.X,

b Elexp6Xy]
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est une .#;X-martingale.

(b) Apres avoir vérifié les hypotheses d’intégrabilité, identifier les processus X', X2 et X2 dans le cas
du mouvement brownien B : montrer que X} = By, X? = (B;)? —t et que X} = exp [GBt — 9215/2] .

Le point (b) de Pexercice précédent admet une célebre (et treés utile) réciproque, due a Paul Lévy :

Théoréeme 3.4 [Théoréme de caractérisation de P. Lévy]| Soit {X;, t > 0} un processus continu
issu de 0. Alors X est un mouvement brownien si l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

(a) Les processus X et t— (X;)? —t sont des martingales.

(b) Le processus t — exp [0Xy — 6%t/2] est une martingale pour tout 6 € R.

Remarque 3.5 Si B! et B? sont deux Browniens indépendants, alors le produit B'B? est une mar-
tingale. On peut le voir de deux fagons :

(a) En utilisant le fait que si .%,¥ sont deux tribus et X,Y sont deux v.a. telles que X V .# et ¢ sont
indépendantes ainsi que Y V¥ et .7, alors E[XY|.%# vV ¥4] = E[X|Z]|E[Y|¥].

(b) En remarquant que (B! 4+ B?)/v/2 est un processus gaussien de covariance t A s, donc un Brownien.
Donc (B} + B?)?/2 — t est une martingale, de sorte que B} B? = ((B} + B?)? —t) — ((B})* —t)/2 —
((B?)? — t)/2, différence de trois martingales, est aussi une martingale.

Le théoreme suivant, également célebre, va maintenant permettre de préciser la régularité de la
trajectoire brownienne :

Théoréme 3.6 [Lemme de Kolmogorov] Soit {X;, t > 0} un processus a valeurs dans R? tel qu’il
eziste c,e,p avec
E[|X: — X|P] < cft —s|'*®

pour tous t,s > 0. Alors p.s. les trajectoires de X sont a-Holder pour tout o €]0,¢/p].

Les démonstrations des théoremes de Lévy et de Kolmogorov sont par exemple données dans [11] ou
dans [17]. Rappelons qu'une fonction f : RT — R? est a-Holder si

wp O =10)

& < 400
o<s<t<T |t — 3]

pour tout 7' > 0. En particulier, on voit que pour tout 8 > o > 0, f S-Holder = f «-Holder =
f continue, et que f dérivable = f 1-Holder. En gros, la a-Holderianité de f signifie que localement
au voisinage de xg, la courbe de f est comprise entre celle de z — f(xzg) + |z — 2|* et celle de
x+— f(xg) — | — 20|*. Pour le Brownien, on calcule

E[|X; - X.|P] = |x‘pe—\x\2/2(t—8) dx

V 1 /

2r(t — s) Jr
1 jzl? /2 1+(p—2)/2
—— [ Jx|Pe 1 2 dx ) |t — 5P = ¢ |t — s )
\/27T/R

de sorte que par le lemme de Kolmogorov, le Brownien est a-Holder pour tout « €]0,1/2 — 1/p[. En
faisant tendre p — o0, on voit que le Brownien est a-Holder pour tout a €]0,1/2[. On peut montrer
que la valeur 1/2 n’est pas atteinte :

|X: — X|

sup 2 = +0oo

0<s<t<T |t — g

pour tout T' > 0. En particulier, la courbe brownienne a la propriété remarquable d’étre partout continue
et nulle part dérivable. Signalons qu’il n’est pas évident de construire de telles fonctions sans faire appel
aux probabilités, un exemple célébre étant cependant la fonction de Weierstrass (1889) :

“+o0o
f@) = Zak cos B*t,
k=1

qui est partout continue et nulle part dérivable dés que a5 > 1+ 37/2.
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La filtration naturelle de B est # = 0{Bs,s <t} V.4 ol .4 représente la tribu des négligeables
pour P. Comme B est a trajectoires continues, rappelons que {ﬁtB , t> 0} est automatiquement cad :

FP = (72
s>t

Transformations du Brownien. Si {B;, t > 0} est un mouvement brownien, alors on peut montrer,
en vérifiant leur caractére gaussien et en calculant leur espérance et leur covariance, que les processus
suivants :

(a) t — —B; (processus symétrique),

(b) t — ¢ 1Bz, (processus rééchelonné),

(c)tr1tByysit#0,t— 0sit=0 (processus inversé),

sont aussi des mouvements browniens. Remarquons que le fait que le processus (b) soit un Brownien est
implicite dans la construction par discrétisation en (N~1/2, N~1) vue précédemment. L’invariance du
processus (b) porte aussi le nom d’invariance par Scaling et signifie que le Brownien est un processus
autosimilaire. Une étude exhaustive des processus autosimilaires, assez couramment utilisés en Finance,
est le livre [20]. Venons-en maintenant & d’autres propriétés trajectorielles du Brownien :

Proposition 3.7 Soit {B;, t > 0} un mouvement brownien. Alors p.s.
(a) limsup,_, | o t~Y/2B; = limsup,_,ot~Y/2B; = +o0.

(b) liminf;, 4o t~'/2B; = liminf,_ot~'/2B; = —cc.

(c) limy_ 4o t 1B, = 0.

Preuve : Pour (a), on considére la v.a.

R = limsupt '/?B, = limsupt_l/Q(Bt—Bs)
t—+oo t—+o00
pour tout s > 0. Par indépendance des accroissements de B, R est indépendante de o {B,, u < s}
pour tout s > 0, et donc de o {B,, u > 0} en faisant tendre s — co. Or R est clairement mesurable
par rapport & o {B,, u > 0}, de sorte que R est indépendante d’elle-méme, et ceci n’est évidemment
possible que si R est une constante déterministe (loi du tout ou rien). Supposons que R soit finie. Alors
P[t~'/2B; > R+ 1] — 0 quand t — +oo. Mais par scaling,

P[t/?B, > R+ 1] =P[B; > R+ 1] #0

pour tout ¢ > 0, de sorte que nécessairement R = +o00. De méme, on montre que limsup,_, t=1/2p, =
+00 p.s.
Le point (b) est une conséquence immédiate de la symétrie du Brownien, et le point (c) découle
simplement de la loi des grands nombres.
|

Cette proposition permet de mesurer grossierement deux quantités reliées a la courbe brownienne, d’une
part sa vitesse locale en chaque point ¢y - qui est plus grande que |t — t0|1/ 2. d’autre part le volume
qu’elle occupe dans le demi-espace Rt xR - qui est plus grand a I’infini que celui délimité par les courbes
t — \/t et t — —+/t, mais plus petit que celui délimité par les courbes ¢ — t et t — —t. Une question
naturelle concerne alors la vitesse locale et le taux de croissance exacts du Brownien. La réponse est
donné par le célebre théoreme suivant, di a Khintchine :

Théoréme 3.8 [Loi du logarithme itéré] Soit {B;, t > 0} un mouvement brownien. Alors p.s.
(a) limsup,_, ;o B/v(t) =1 et liminf, o B;/9(t) = —1,

(b) limsup,_,, o B:/¢(t) =1 et liminf, . B:/o(t) = —1,

ot l'on a posé (t) = \/2tloglog(1/t) pour tout t < 1/e, et p(t) = \/2tloglogt pour tout t > e.

Remarquons que les fonctions 1) et ¢ ressemblent beaucoup ¢ — v/t au sens ol 1/)(25)/751/2 — 400, P(t) /t* —
0 pour tout a < 1/2 quand t — 0, et ¢(t)/t"/? — 400, p(t)/t* — 0 pour tout a > 1/2 quand ¢ — +oo0.
Ainsi, une bonne image déterministe de la courbe brownienne, aussi bien localement que globalement,
sont les fonctions t — v/t et t — —+/t. Ceci était d’ailleurs déja suggéré par la propriété de Scaling vue
précédemment. Le théoreéme suivant sera utilisé dans la construction de l'intégrale stochastique. Il met
une nouvelle fois en évidence le caractere “quadratique” de la courbe brownienne :
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Théoréme 3.9 Fizonst > 0 et posons t; = jt/2" pour tout n € N et j =0,...,2". Alors
o
Ztn = ZlBtj _Bt171|2 — t
j=1

quand n — oo, p.s. et dans L.

Preuve : Remarquons déja que E[Z]!] = t. Pour la convergence dans L? il faut montrer que E[|Z] —t|?] —
0, soit Var[Z}'] — 0 ce qui se déduit de

on on

Var[Z]'] = ZVar[Btj — Btj,l]Q — ZQ(t/2n)2 _ gl-ng2
j=1 j=1
ot la deuxieme égalité vient de ce que si X ~ .4(0,02), alors Var X2 = 2¢%. On en déduit d’autre part

que
oo o
Z|Zt”—t|2] =ty 27" < oo,
n=1 n=1

5 N fe'e) n 2 o). 5 4 . .
d'ou Y ", |Z] —t|* < oo p.s. (une v.a. positive d’espérance finie est finie), de sorte que le terme
général de la série |Z* — t|? converge nécessairement p.s. vers 0.

E

O

Le théoreme suivant, d’une portée surtout théorique mais fondamentale pour la théorie actuelle des
équations différentielles stochastiques, montre cependant que le choix d’'une subdivision non réguliere
peut rendre infinie la variation quadratique du Brownien :

Théoréeme 3.10 [Théoréme de la p-variation forte] Pour tout p > 1, soit

‘/tp = sup ( ‘Bti+1 (w) - Btz (w)|p>
1

O=to<tr...<tn=t \ 57

la p-variation forte du Brownien sur [0,t]. Alors pour toutt >0, V¥ = oo p.s. & p < 2.

Il est facile de voir par I'inégalité de Holder que si p > ¢, V¥ < oo = V! < oo pour tout ¢t > 0. En
particulier, le théoréeme précédent entraine que le Brownien n’est pas a un processus a variations finies,
au sens du chapitre 1.

3.3 La propriété de Markov et ses conséquences

La propriété de Markov du Brownien W est ici une conséquence de 'indépendance de ses accrois-
sements : on sait que, pour tout s > 0, le processus {W3: =W, ;s — Wy, u > 0} est un mouvement
brownien indépendant de .#} et ceci entraine le

Théoréme 3.11 [Propriété de Markov simple] Soit W un mouvement brownien. Pour toute fonc-
tion f borélienne bornée et pour tout s < t,

B | 711 = B W.] =~ [ sy g,

Preuve : On utilise les propriétés élémentaires de I’espérance conditionnelle :
E[fWo) | FI'] = E[f(Ws + W, = W) | F] = E[f(z+ W, = W)lomw,

puisque Wy est ZY -mesurable et (W; — W) est indépendant de V. Comme (W, —Wy) ~ A(0,t—s),
on peut calculer

Ef(x+W; =W,)] = m/ﬂkf(y—i—y) e~ W*/20=5) gy
1

_ —(y—a)?/2(t—s)
= e dy.
o) Rf(y) y
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O

Une autre fagon de décrire cette propriété est de dire que pour ¢ > s, conditionnellement & .ZV, la v.a.
Wy est de loi gaussienne d’espérance W et de variance ¢ — s. Le théoreme suivant étend la propriété de
Markov a des temps aléatoires :

Théoréme 3.12 [Propriété de Markov forte] Soit W un mouvement brownien et T un (F)V)-
temps d’arrét a valeurs finies. Pour toute fonction f borélienne bornée et pour tout t > 0,

1 2
Elf(Writ) | Fr] = E[f(Wrie) | Wr] = —/ x) e~ W) /2 gy,
fWri)| Z2] = B W) |Wel = —— [ f@
En particulier, pour tout temps d’arrét fini T, le processus {WtT =Wry —Wrp, t 2> O} est un Brownien

indépendant de FV .

La propriété de Markov forte est sans conteste 'une des propriétés les plus utiles du Brownien. Une
combinaison de cette propriété avec l'invariance par Scaling et le Théoreme d’arrét forme un cocktail
d’une efficacité rarement démentie, et dont nous verrons quelques exemples par la suite.

Théorie des Fluctuations. Cette théorie concerne la loi jointe du processus bivarié {(Wy, S;), t > 0}
ol S est le processus (croissant) du supremum unilatere : S; = sup,«, Ws. On a vu précédemment
que limsup,_, . t71/2W; = +00, ce qui entraine clairement que S; — +oc p.s. quand t — +o0. En
particulier, si T, = inf {¢t > 0, W; = a} désigne le temps d’atteinte du Brownien au seuil a > 0, alors
pour tout M > 0, {T, < M} = {Sy > a} et comme P[Spr > a] T 1 quand M T +o0, on voit que p.s.
T, < +o0, autrement dit 7, est un temps d’arrét fini (attention, 7j, n’est pas un temps d’arrét borné :
en effet E(T,) = c0). Le théoréme suivant, utilisé en Finance pour évaluer les options barriéres, précise
la loi jointe du couple de v.a. (W, Sy) :

Théoréme 3.13 [Théoréme de Désiré André] Pour tout t,x > 0 et pour tout y < x
P[S; >z, W, <y] = P[W; > 2z —y].
Preuve : On écrit d’abord
PS; > a, Wy <yl = P[I <t,Wy <y| = P[To <t, Wer, 41, = Wr, <y—Wr,].

D’une part Wg, = x - par continuité de W, d’autre part W7 = Wi, — Wr, est un Brownien
indépendant de .Zr, (donc de Ty). On en déduit que

P[S; > a2, Wy <y] = P[T, <t, W <y—2z] = P[I <t, W p >x—y]
ou la deuxieme égalité vient de la symétrie du processus W* sachant T,.. Mais
PIT, <t, Wy >xz—y] = P[T, <t,W; —z >z —y|] = P[W; > 2z —y

ou la deuxieéme égalité vient de U'inclusion {W; > 2z — y} C {7, < t}, laquelle découle immédiatement
de ce que 2z —y > .

|

En dérivant par rapport & x puis y, on obtient la densité jointe du couple de v.a. (Sy, Wy) :

22 —y) _ 2z—y)?/2
fsown(@y) = We ey t]l{xzy,xZO}

pour tout ¢ > 0. On peut aussi calculer la loi de Sy, soit en intégrant ’expression précédente par rapport
a y, soit en écrivant pour tout x > 0

]P)[St Z x} = ]P[St Z Z, Wt 2 x] + ]P)[St 2 1’7Wt < l’}

PW; > z] + P[W; > 2z — x]
= 2P[W; > z] = P[|We| > z]
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ou la deuxieme égalité est une conséquence du théoreme de Désiré André et la derniere vient de la
symétrie du Brownien. Par égalité des fonctions de répartition on en déduit alors que

d
Sy = |[Wy|
pour tout ¢t > 0. Ceci permet de calculer simplement la loi de T,, pour a > 0 :
P[T, <t] = P[S; > a] = P[|W;| > a] = P[W? > da?] = P[tW? > a?] = Pla*W; 2 <

de sorte que par égalité des fonctions de répartition,

On calcule alors directement la densité

fr.(t) =

2
e @ /2t]]-{t20} .

V23

On peut également montrer que
Théoreme 3.14 Les processus {Sy — Wy, t > 0} et {|Wy|, t > 0} ont méme los.

La force de ce théoreme vient de ce qu’il s’agit d’une égalité en loi entre processus, qui est bien plus

forte que ’égalité en loi entre v.a. Par exemple on a vu que S; 4 |W¢| pour tout ¢ > 0 mais les processus
S et |W] n’ont pas la méme loi, puisque |[W| n’est pas croissant. En revanche, ce théoréme entraine le
fait curieux que les v.a. S; et S; — W, ont méme loi.

Nous souhaitons maintenant retrouver la densité de T, par une autre méthode, tres instructive, reposant
sur le théoreme d’arrét. Soit a > 0. Comme Ty, A n est un temps d’arrét borné et que t — AWe—N’t/2
est une martingale pour tout A > 0, ce théoréme entraine que

E[e)\WTaAnf)\Q(Ta/\n)/ﬂ _ E[e)\ng)P.O/Q] - 1.

On fait tendre n — +o00 : T, An — T, et comme p.s. T, < +00, Wr, an — Wr, = a. De plus, comme
a, A > 0 et par définition de T,, pour tout n > 0

AWrann =2 (TaAn) /2 < AWroan < gAa

et e’ est constante finie, donc une v.a. intégrable. On peut appliquer le théoréme de convergence

dominée, qui donne
1 = ]E[e)\WTaAn—/\Q(Ta/\n)/Q} R ]E[eka—)\zTa]

quand n — +o00, de sorte que
Elexp —AT,] = emaV2A

pour tout A > 0. Par inversion de la transformée de Laplace, on obtient alors la densité de T, donnée
précédemment.

Remarque 3.15 Pour a < 0, on peut remarquer que T, = inf{¢t > 0; B; = a} = inf{t > 0; W; = —a},
avec W = —B. 1l serait faux de conclure que E(exp —\T,) = exp(—av/2\) pour tout a car, pour a < 0
et A > 0, le membre de gauche est plus petit que 1 et celui de droite serait plus grand que 1. Il convient
donc d’étre vigilant en appliquant le théoreme d’arrét de Doob.

On peut également s’intéresser au premier temps de passage bilatere : T, = inf{t > 0, |B:| = a} pour
a > 0, et au processus supremum bilatére associé S} = sup <, |Ws|. Avec des méthodes analogues, on
montre que

E[e‘kfa] = 1/coshav2X\

pour tout A > 0. L’inversion de cette transformation de Laplace donne cependant une densité plus
compliquée obtenue sous forme de développement en série, voir [11].
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F1G. 3.2 — Mouvement Brownien avec drift

Exercice 3.16 (a) Calculer la transformée de Laplace et la densité de T, pour a < 0.
(b) Montrer que E[T,] = 400 pour tout a # 0.
(c)* Soit a < 0 < b. Montrer que P[T, < Tp] = b/(b — a) et, si on pose T = T, AT}, que

sinh bv/2A ¢ BT cosh(a + b)y/A/2
—— = et Efe =
sinh(b — a)Vv2A cosh(b — a)y/A/2

Ele " ir_r,,] =

Terminons cette section en évoquant le mouvement brownien drifté :
Wt ={W}l =W, + ut, t >0}

pour tout p € R. Le processus W est une sous-martingale si ;1 > 0 et une surmartingale si 4 < 0. La
variable W}* est une Gaussienne d’espérance ut et de variance ¢. Un certain nombre de propriétés du
Brownien se transmettent au Brownien drifté : propriété de Markov, théoremes d’arrét... mais attention
pas toutes : par exemple, W# n’est invariant par scaling que pour u = 0. Nous reviendrons sur le
Brownien drifté vers la fin de ce cours, dans le cadre du théoreme de Girsanov.

Exercice 3.17 Soit W un mouvement brownien. On considere les processus t — |[Wy|, t — et et
t— fg W, ds.
(a) Calculer leur espérance et leur variance.

(b) Lesquels sont des processus gaussiens ? Des processus de Markov ?

3.4 Equation de la chaleur

Cette section peut étre omise en premiere lecture. Soit g(¢,x) la densité gaussienne centrée de

variance ¢t. On note
1 N2
qt,,y) = Nor=ii W=l 20 = g(t,a —y)
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la densité de transition du mouvement brownien. C’est de fagon heuristique, la probabilité pour que
le Brownien soit en y sachant que ¢ instants auparavant, il se trouvait en x. Par stationnarité des
accroissements du Brownien, c’est aussi la densité conditionnelle

P[Bt+s S dy | B, = I‘] = Q(t7337y) dy

La densité de transition g vérifie les équations forward et backward

dq _19% _ 162q

Si, pour une fonction mesurable bornée f, on considere la fonction

up(t,z) =E[f(B; + o /fx—l—y tydy—/f q(t,z,y)dy,

on déduit de 'équation forward et du théoréme de dérivation sous I'intégrale que uy vérifie I’équation
aux dérivées partielles
up(0,2) = f(x)
1 6211,]0 o an
2 022 ot
Cette équation porte le nom d’équation de la chaleur (uy représente ’évolution de la température dans
un corps homogene, avec conditions initiales données par f). De plus, en dérivant sous I'intégrale, on a

82uf
Ox?

(t2) = / P&+ w)g(t g dy = upe(t,x) = E[f"(By +2)].

On peut ainsi écrire

t t 92
E[f(Bt —|—$)] - f(l‘) = Uf(t,l‘) - Uf(o,l‘) = %(S7$) ds = % 0 6(952]0

(s,x)ds,
d’ot

2

Une formule liant les processus f(B; + x) et f”(B; + ) sera donné dans le prochain chapitre (lemme
d’Tt6). On peut également considérer des fonctions temps-espace :

Elf(Bi+ ) = f(2) + = / E[f"(B, + )] ds.

Proposition 3.18 Soit f : RT x R — R une fonction de classe ¢} en temps et €2 en espace et B un
Brownien. Alors

t
Blf(ta+ Bl = F0.0) + [ B|fllscot B+ k(s + B d.

Prewve : On pose us(t,xz) = E[f(t,z + By)]. En utilisant le théoréme de dérivation des fonctions com-
posées et ’équation de la chaleur, on en déduit que

de

i (t,z) = E [ft'(t,erBt)Jr;f;’z(t,erBt)} .

En intégrant par rapport a t, on trouve
K ! 1 i
us(t,x) —us(0,2) = E|fi(s,z+ Bs) + ifm(sw + By)| ds.
0

O

On définit maintenant le générateur £ du processus espace-temps (t, B;) comme Popérateur agissant
sur les fonctions de classe € en temps et 62 en espace :

L(F)w) = 0f (1) + 50uf (1)

Le théoréme suivant est treés utile en Finance :
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Théoréme 3.19 Soit u de classe €} en temps et 672 en espace telle que Lu = 0. Alors le processus
t — u(t, By) est une martingale.

Preuve : On utilise & nouveau I'indépendance des accroissements du Brownien :
Elu(t, By)|#s) = Elu(s+t —s, 24+ Bi—s)|a=B, = Eluso(t — s, Bi—s)]z=8B,
ol 'on a noté us 4 (t,y) = u(s +t,x + y). Par la proposition précédente, on a donc
t
Efug o (f — 5, Bi_s)] = 1s2(0,0) + / E [ Lty o(w, By)] dw
0
Comme Zu; , = 0 par hypothese, il en résulte que

Elu(t, B)|.7s] = us,m(ovo)z:Bs = u(s, By).
O

3.5 Mouvement brownien multidimensionnel
Soit {B; = (B}, B?,...,B}"), t > 0} un processus n-dimensionnel. On dit que B est un Brownien

multidimensionnel si les processus B?, i < n sont des Browniens réels indépendants. B est aussi un
processus a accroissements indépendants et stationnaires et un processus gaussien de fonction de cova-

E[(B;, Bs)] = n(sAt)

(ou (,) désigne le produit scalaire dans R™). On a également une caractérisation de type Lévy : un
processus n-dimensionnel B est un mouvement brownien si et seulement si tous les processus B* et
(B;B{ —d; ;t,t > 0) sont des martingales (avec la notation de Kronecker §; ; = 0 pour ¢ # j et 6; ; = 1).
Pour tous ay, ..., a,, il est facile de vérifier en calculant son espérance et sa covariance que le processus

W défini par
1
W, = ———(a1B} +...+a,B}")

Vai+...+a?
est un Brownien réel. On dira que deux mouvements Browniens réels B! et B? sont corrélés avec
coefficient de corrélation p si le processus t — B} B? — pt est une martingale. On ”décorrele” alors B!
et B2 en introduisant le processus

1
Bf = —— (B} - pB,).
L=p
Ce processus est une martingale et en écrivant
1
(B =t = (B + 0(BL) ~ 2075} — 11— 1)
1
= [ BOP —t+ 2B W)~ = 2(B* OB () — pt)

on montre que (B})? —t est une martingale, de sorte que B? est un MB. On peut montrer que B? est
indépendant de B2, de sorte que le produit B2B3 est une martingale.
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Chapitre 4

L’intégrale stochastique - Formule
d’Ito

Dans ce chapitre on cherche a définir des variables aléatoires du type

w — Yi(w </XdB> w) (4.1)

ou {X;, t > 0} est un certain processus et {B;, t > 0} un mouvement brownien. Le probléme est bien
sur de donner un sens a 1’élément différentiel dB; puisque la fonction s +— B n’est pas dérivable.
Un objet mathématique adéquat, introduit par K. It6 en 1942, est l'intégrale stochastique, laquelle
permet de construire Y;(w) comme une limite de v.a, sous ’hypothese - cruciale - d’adaptation du
processus X a la filtration du Brownien porteur. La théorie plus récente du calcul anticipatif permet
de lever cette hypothese d’adaptation dans certains cas, ce qui est d’un intérét évident en Finance,
mais nous n’aborderons pas ce sujet ici. Dans la pratique on s’intéresse souvent a des quantités du type
F(Y1(w)) ou F est une fonction réelle. Quand F' est suffisamment réguliere, le Lernme d’Ité permet alors
d’exprimer F(Y7(w)) au moyen d’intégrales stochastiques, ce qui est par exemple une étape importante
dans le calcul des espérances. Cette méthodologie s’applique aux intégrales fot X, dB; et 'on peut ainsi
considerer le processus

t
/ X, dBs,t >0
0

qui est, sous conditions d’intégrabilité de X une martingale. Le processus F'(Y;) est alors décomposé en
une martingale et un processus a variation finies.

4.1 L’intégrale de Wiener

Dans cette section, les fonctions et processus seront a valeurs réelles, les définitions et résultats
se généralisant sans difficulté au cas R?. L’intégrale de Wiener est simplement une intégrale du type
(4.1) avec X fonction déterministe, i.e. ne dépendant pas de w. On fixe un horizon 7' > 0 déterministe
(éventuellement T' = +00) et on note

L*([0,T],R) = {f [0,T] —>]R// ds<oo}

Remarquons que si T < o0, les fonctions continues et les fonctions bornées sont contenues dans
L?([0,T],R). On peut montrer que muni du produit scalaire

<fg>= / F(s)g(s) ds

L2([0,T],R) est un espace de Hilbert, au sens ou toute suite de L2([0,T],R) qui soit de Cauchy pour la

norme 2
fller = V<> = (/ 7 )

35
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converge vers un élément unique de L?([0,T],R). La propriété fondamentale des espaces de Hilbert
est l'existence d’une base orthonormée dénombrable : il existe un systéme de fonctions { f,, n > 0} de
L3([0,T],R) tel que < f,,f, >=0sin #pet < fu,f, >=1sin=p, et tel que tout élément f de
L3([0,T],R) s’écrive de maniere unique sous la forme

[ = Zanfn

n>1

pour des coefficients a,, qu’on appelle les coordonnées de f dans la base {f,,, n > 0}. Dans le cas précis
de L2([0,T],R), la base {f,, n > 0} peut étre constituée de fonctions en escalier :

Pn
fn(t) = Zaiﬂ]tﬁ"),tﬁi’l](t) (42)
i=1

ou p, € N, les «; sont réels et {tl(-n)} une suite croissante de [0, T]. On en déduit alors le lemme suivant :

Lemme 4.1 [Lemme hilbertien] Soit f € L%*([0,T],R). Il existe une suite de fonctions en escalier
{fn} telle que

f = faller — 0

quand n — +00.

4.1.1 Le cas des fonctions en escalier

Si fn est la fonction donnée par (4.2), que I'on note simplement f,(t) = > 7", ailly, ¢, (t) il est
tres facile de définir son intégrale de Wiener par :

T
IT(fn) = /0 fn(s)st = ZO&, (Bt1:+1 —Bti)

Remarquons que par le caractere gaussien du Brownien et 'indépendance de ses accroissements, la
variable aléatoire I (f,) est une variable gaussienne d’espérance nulle et de variance

Pn Pn T
Var [Ir(f,)] = Y aiVar (B, —Bi,) = > ai(tiyr —ti) = / fa(s)ds.
i=1 i=1 0

De plus, on remarque que f — Ir(f) est une fonction linéaire au sens ot It (af +bg) = alr(f)+blr(g)
pour toutes fonctions f,g en escalier et tous a,b € R. Enfin, si f et g sont deux fonctions en escalier,
on a

ElIr(f)Ir()] = 5 (VarlIz(f) + I(g)) = Var [Fn()] + Var [I2(9))

- ;( / "+ g (s)ds / " P(s)ds / T92<s>ds>

T
/ F(s)g(s)ds.
0

Cette derniere égalitést tres importante et signifie que ’application

f=1Ir(f)

est une isométrie de L%([0,T],R) dans L?(£2,P). On parle alors de la propriété d’isométrie de I'intégrale
de Wiener, ce qui signifie

Ur(f), Ir(9)) 2 = {f, 9) L2(w) -
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4.1.2 Le cas général

Pour construire I7(f) quand f est un élément quelconque de L?([0, 7], R), on utilise 'isométrie mise
en place et le lemme suivant :

Lemme 4.2 [Lemme gaussien| Soit {X,, n > 0} une suite de variables gaussiennes N (fn,op)
convergeant vers une v.a. X dans L? (soit telle que

E [|X — Xn|2] —
quand n — 4o00. Alors, pn, — p et o, — o quand n — +oo et X ~ N (u,0).

Soit maintenant f € L?([0,T],R) et soit, d’apres le Lemme 4.1, {f,,, n > 0} une suite de fonctions en
escalier telle que ||f — full, 7 — 0 quand n T +oo. D’apres le paragraphe précédent on peut construire
les intégrales de Wiener It (f,) qui sont des gaussiennes centrées qui, par isométrie forment une suite
de Cauchy. L’espace L? étant complet, cette suite converge vers une v.a. gausienne notée I7(f). Par le
Lemme 4.2, I7(f) ~ A4(0, ||f||§ 7). Il reste & vérifier que la limite Y ne dépend que de f et non pas de la
suite { f,,} choisie. En particulief I7(f) n’est jamais une variable p.s. positive, méme quand f elle-méme
est toujours positive. De plus, 'application f — Ir(f) est linéaire et isométrique de L2([0,T],R) dans
L?(Q), au sens o I7(af + bg) = alr(f) + blr(g) et

E[Ir(f / £(s

pour tous a,b € Ret f,g € L?([0,T],R). Enfin, I7(f) est une variable gaussienne mesurable par rapport
a o {B, 0 <t <T} qui vérifie pour tout ¢t € [0, T

E[(/OTﬂs)st) (/ M()dB)
/0 " () (s)ds = / ' f(s)ds

ou la deuxieme égalité provient de la formule d’isométrie. Par propriété d’espace gaussien, cette for-
mule caractérise 'intégrale stochastique : Ir(f) est 'unique v.a. Z gaussienne mesurable par rapport a

o{B, 0 <t < T} telle que
E(ZB / f(s

E [I7(f)Bi]

pour tout t € [0,T].

4.1.3 L’intégrale de Wiener vue comme processus gaussien

On note L? (R, R) la réunion des L?([0,7],R) pour T > 0 et on considere f € L} (RT,R). Par le

paragraphe précédent, le processus
t
M, = [ sy,
0

a donc bien un sens pour tout ¢t > 0. On montre alors le

Théoréme 4.3 Le processus {M;, t > 0} est un processus gaussien (F.2)-adapté, centré, de fonction

de covariance
tAs

(s, t) = f2(u) du.
0
De plus, M est un P.A.I. au sens ot
{Mys — Ms, t >0} L 0{By, u<s}

pour tout s > 0.
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Preuve : Si l'on note MJ* la suite d’intégrales de Wiener associée & la suite {f,} approchant f dans
L?, on voit que t +— M est un processus gaussien comme le Brownien. Par stabilité dans L? des
espaces gaussiens, on en déduit que t — M; est un processus gaussien. L’expression de son espérance et
sa fonction de covariance découle des calculs précédents, et il est évident par construction que M est
(Z[B)-adapté. Pour montrer I'indépendance des accroissements, on écrit pour tout s,¢ > 0

t+s
Mt+s — MS = f(u) dBu

st+s
| rwas.- B
€ o{By— Bs, u€[s,t+s]}

et I'on utilise I'indépendance des accroissements du processus B, qui entraine que

0{By — Bs, u € [s,t+s]} L o{By, u<s}

Comme conséquence de ’exercice 3.3, on obtient alors immédiatement 'important

Corollaire 4.4 Les processus {My, t > 0} et {M,, t > 0}, o

M, = Mf—/tf2(s)ds
0

g‘B

sont des (F{°)-martingales.

Remarquons que sauf lorsque f est constante, le processus M est un P.A.I. mais n’est pas un P.A.LS.
(processus & accroissements indépendants et stationnaires, ou encore processus de Lévy), au sens ol
I'égalité
My — M, £ M,
n’est pas vérifiée pour tout ¢. Ceci se comprend intuitivement vue I’expression de M sous forme intégrale.
C’est aussi une conséquence d’un résultat beaucoup plus profond, la formule de Lévy-Khintchine [1] [21],
qui est une sorte de formule de structure sur les P.A.1.S. Elle entraine que les seuls processus de Lévy
qui soient des martingales continues sont du type ¢B; pour un certain ¢ € R. En particulier, M est un
P.A.LS. si et seulement si f = ¢ pour un certain ¢ € R.
Rappelons aussi, conséquence immédiate de la formule d’isométrie, que si f,g € L? (R*,R), alors

=[(f t sz, ([ owaz,)| - " gt

La formule suivante, trés utile en pratique, montre enfin qu’on aurait pu définir I'(f) a I'aide d’une
intégrale déterministe (en travaillant w par w), pourvu que f soit dérivable :

Théoréme 4.5 [Formule d’intégration par parties] Soit f € €1 (RT,R) et soit {B;, t >0} un
mouvement brownien réel. Alors

L(f) = f(H)B, — /0 F/(5)Ba ds

pour tout t > 0.

Preuve : Fixons t > 0. Par propriété des espaces gaussiens, il suffit de vérifier que

E[B.L(f) = E [Bu (f(t)Bt - t f’(S)Bsds)]
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pour tout tout v < ¢t. En utilisant la formule d’intégration par parties classique, on calcule

E [Bu (f(t)Bt - t f’(S)BstH - F(s)(s A ) ds

—uft) - (u/ut £(s) ds+/0uf’(s)sds)
- /Ou f'(s)sds

_ /0 " f(s)ds = E[BLL(f)].

|
4.2 Application de I’intégrale de Wiener
4.2.1 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck
C’est le processus solution de I’équation suivante, dite équation de Langevin :
t
X = Xy — a/ X,ds + oB;, (4.3)
0

ou a,0 € R, X est une certaine variable aléatoire (trés souvent une constante en finance) et B un
Brownien indépendant de Xgy. On écrit I’équation précédente sous la forme

dXt = —aXtdt + O'dBt.

Le théoreme suivant montre que la solution de cette équation est explicite en termes d’une intégrale de
Wiener :

Théoréme 4.6 L’équation de Langevin a pour unique solution

¢
Xy = e (XO + 0/0 e dBS>. (4.4)

Preuve : Notons Y; le second membre de (4.4). En utilisant le théoréme 4.5, on transforme 'intégrale
t t
/ e**dB, = e B, — a/ e**Bgds
0 0

t
Y, = e (XO faa/ e“sBSds) + oB;.
0

et 'on en déduit que

D’autre part, en appliquant le théoreme de Fubini,

t t t t s
a/ Yids = aXO/ e *ds + acr/ Byds — a20/ e % </ ea“Budu) ds
0 0 0 0 0
t t
= Xo(1—e™) + ao B ds — a a/ e B, (/ easd5> du
’ t—u
= Xo(l—e ) aa/ Byds — a a/ ” (/ e_“sds) du
0

t
= Xo(l—e ) + aa/ Byds — aa/ B,du + ao/ B duy
0 0 0

t
= Xo(l—e ) + ao/ =B, du
0

t
= X, — e ™ <X0 — ao/ e““Budu) = Xg — Y + 0By,
0
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de sorte que

t
Y: =Xy fa/ Y.ds + oB;
0

ce qui est bien I'équation (4.3). Remarquons maintenant que si X! et X2 sont deux solutions de (4.3),
alors Z = X' — X? vérifie 'EDO
t
Zy = —a / Zyds
0

dont I'unique solution est zéro (cette équation s’écrit Z'(t) = —aZ(t)dt, Z(0) = 0). Ainsi X! = X? et
(4.3) a bien une unique solution qui, d’apres ce qui précede, est le processus Y.

O

Remarque 4.7 On aurait pu également poser Y; = e*X; et appliquer la formule d’intégration par
parties (en admettant qu’elle est valable pour le processus X, ce que nous justifierons plus tard) pour
trouver

dY; = edX; + ae® X dt = e™odBy,

équation dont la solution est
t
Y, = Xo + cr/ e**dBs,
0
de sorte que

t
Xt = efat (XO + O'/ easst> .
0

La propriété de Markov du processus d’Ornstein-Uhlenbeck est établie dans la proposition suivante.
Elle est en fait valable dans un cadre beaucoup plus général que nous verrons au chapitre suivant.
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Proposition 4.8 L’unique solution de (4.3) est un processus de Markov simple : pour tout s,t > 0 et
toute fonction réelle mesurable f,

E [f(XtJrs) | ysB] = E[f(Xess) | Xs] = 2(¢, X5)
ot l'on a noté ®(t,z) = E[f(X,) | Xo = z].

Preuve : On écrit
t+s
Xt+s _ efa(tJrS) <XO + O’/ eaudBu)
0

t+s
= e %X, + 067“(t+5)/ e"dB,
S

t
e~ (XS + U/ e‘deu)
0

ou le processus B défini par Eu = By, — Bs est un Brownien indépendant de ﬁ’f et donc aussi de
X, € ZB. En utilisant la propriété que si X et Y sont deux v.a. telles que X € B et Y L FF alors
E[F(X,Y)|ZE] =E[F(z,Y)],_x , on en déduit que

E [f(Xt+S) | ysB] - E[f(Xt+s) | XS] - (I)(thS)

pour toute fonction réelle mesurable f.
O

La proposition suivante considere la situation ou Xy est une gaussienne indépendante du Brownien
porteur.

Proposition 4.9 Supposons Xog ~ A (m, o) indépendante de B. Alors la solution de (4.3) est un
processus gaussien de fonction espérance

E[Xt] = mefat

et de fonction de covariance
o2
COV[XS,Xt] _ efa(t+s) (Ug + 27 (e2a(sAt) o 1)) )
a

Preuve : On sait que les deux processus
t
t— e X, et t— a/ e~ t=%)qB,
0

sont gaussiens et indépendants. Donc X, qui est leur somme, est un processus gaussien. Comme
Iintégrale de Wiener est d’espérance nulle, on a

E[X;] = e “E[Xo] = me .
Enfin, par indépendance de X, et de B, et par isométrie de l'intégrale de Wiener,

s t
cov[Xs, X¢] = cov[Xpe ™, Xge ] + cov [a/ e“=3)dB, , O'/ e“(“t)dBu}
0 0

sAL
efa(tﬁLS) (Var[Xo} 4 0_2/ e2au du)
0

_ efa(t+s) 0_2 + 0—72 (eZa(s/\t) o 1)
0" 2 ’

Remarque 4.10 Si X est une constante (i.e. 03 = 0), on a

2

2
cov[ Xy, X;] = (2% (e*a\th\ ,efams)) et Var[X,] = ‘2’?(17672@).
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4.2.2 Le processus de Vasicek

C’est une généralisation du modele précédent, avec I’ajout d’une constante dans le drift :
dY; = a(b—Y;)dt + odB;. (4.5)

Cette équation est utilisée pour étudier I’évolution des taux d’intérét dans le modele financier dit de
Vasicek. Un tel modele est qualifé de mean-reverting (retour & la moyenne) car, pour a et b positifs, le
processus Y; tend vers b (en un sens a préciser), quand ¢ tend vers l'infini. Ce comportement se justifie
intuitivement : si b > Y;, le drift a(b — Y;) est positif et le processus Y est, "en moyenne” croissant.
Quand Y; = b, le processus est en moyenne constant et si b < Yi, le drift a(b — Y;) est négatif et le
processus Y est, “en moyenne” décroissant. Si I'on pose X; = Y; — b, on voit que le processus X est
solution de I’équation de Langevin, et 'on en déduit que (4.5) a une solution explicite donnée par

t
Y; = (Yo —b)e ™ + b + a/ e = gB,.
0

On a des propriétés analogues a celles du processus de Ornstein-Uhlenbeck : si Xo ~ A4 (m,o?) est
indépendante de B, Y est un processus gaussien de fonction espérance

E[Y] = me ® + b(1 —e )

et de fonction de covariance
o2
cov]Y,, Y] = cov|X,, X, = e olt+s) <O’§ + % (GQG(SM) - 1>>
a

De plus, 1’égalité
t
Y, = (Y, —b)e ) 4+ p 4 a/ e~ t=wgB,

pour tout s < t établit le caractere gaussien de Y. Cette expression explicite montre aussi que condi-
tionnellement & ﬂSB V a(Yy), Yiis est une gaussienne d’espérance

EYirs | ZE] = Yo ® 4 b(1 — ™)

et de variance

S

2
a —2a
Var[Yi ., | ZB] = %(1—6 2aty |

L’intégrale du processus de Vasicek intervient en Finance pour le calcul du prix P(¢,7) d'un zéro-
coupon de maturité T, lorsque le taux court est supposé suivre un processus de Vasicek (hypothese
assez irréaliste, principalement car ce processus prend des valeurs négatives mais qui a constitué un des
premiers modeles de taux). On montrera dans le cours de finance que ce prix P(t,T) est obtenu par

T
Pt,T) = E eXp—/ Y.du
t

gzﬁ] |
Par I’équation (4.5), on a

t
Z, déf/ Yids = a '(Yy—Y; +abt +oB,)
0

t
a? (Yo +abt + 0By — (Yo — b)e™ " — b — cr/ e“(t“)dBu>
0

t
a=! (b(at —1—e ™M +Yo(1l—e ™) +0B; — oe_“t/ e““dBu> .
0

Ainsi, quand Yy ~ A (m, 03) est indépendante de B, alors Z est un processus gaussien d’espérance

(m —Db)(1 — e )

E[Z] = bt +
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et de fonction de covariance

COV[ZS, Zt] = %(1 _ e—aS)(l _ e_at)
2 —a(t+s) (p2a(sAt) _ 1 1 —alt=s|\(] _ g—alsAt)
+ 02(“8+e (e ) _ (e h(—e )>.
a 2a a

De méme, on montre que pour ¢ > s, conditionnellement & .#Z la variable Z; — Z, est une gaussienne
d’espérance
M(s,t) = b(t—s) + a (Y, — b)(1 — e~27%))

et de variance

i o? ] — g—2a(t—s) (1 — e—alt—s)
mw=QFWMW+4m@ﬂ ) 2 >)

a 2a a

On connait la transformée de Laplace d’une v.a. gaussienne, on en déduit alors la valeur du zéro-coupon :

T
exp —/ Y, du
t

— e [M(t,T)+;V(t,T>}

E

P(t,T) FP

exp [—b(t —5) — a" Y, —b)(1 — et ¢ %V(t,T) .

On calculera plus tard dP(¢,T) pour obtenir la dynamique du prix.

4.3 L’intégrale stochastique générale

t
[ o.as.
0

quand {6, s > 0} est un processus stochastique. Le caractere aléatoire de 6 va exiger des conditions
supplémentaires par rapport au cas de l'intégrale de Wiener. On note {ﬁtB , > 0} la filtration naturelle
du mouvement brownien B.

On cherche maintenant a définir la v.a.

Définition 4.11 On dit que {0;, t > 0} est un bon processus ! sl est (FF)-adapté, caglad, et si
¢
E [/ 62 ds] < 40
0

Comme dans le cas de l'intégrale de Wiener, la construction de I;(#) se fait par discrétisation :

pour tout t > 0.

4.3.1 Cas des processus étagés

Ce sont les processus du type
Pn

0 = 0illyy, e, (1)
1=0

onp, EN, 0=ty <ty...<t, etb € L*>(QF,,P) pour tout i = 0...p,. On voit immédiatement
que 0" est un bon processus. On définit alors

t Pn
0o = [ oan, = Y 0B - Bu)
i=0

ICette dénomination n’est pas standard
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et on vérifie que pour i # j,

E (gi(Bti+1 - Bti)ei(Bti-H - Bti)) =0

et que

E[L(0")] = 0 et Var[L,(0")] = E M (om)? ds].

Cependant, on prendra garde que par le caractere aléatoire de 6™, la variable I;(6™) n’est pas une
Gaussienne en général.

4.3.2 Cas général

Le principe est le méme que pour 'intégrale de Wiener, mais les outils mathématiques sous-jacents
plus compliqués que les lemmes hilbertien et gaussien du paragraphe précédent. Nous passerons les
détails. Si 0 est un bon processus, on montre d’abord qu’il existe {8™, n > 0} suite de processus étagés

telle que
t
E [/ (0, —ag)%zs] 0
0
quand n T +oo, puis que pour tout ¢ > 0 il existe une v.a. I;(0) de carré intégrable telle que
E [\It(a) - It(Q”)|2] ~ 0

quand n T +o00, avec I;(0™) défini comme au paragraphe précédent. On pose alors naturellement

t
1,(0) = / 0, dB,
0

pour tout ¢t > 0. Par indépendance, on remarque d’abord que

Pn

E[L(")] = Y E[6;]E[B,, — B,] =0,

de sorte, en passant a la limite, que

E[L(0)] = 0.
De méme, on obtient
Var [I;(0)] = aniEloo Var [I,(0™)] = aniglooE [1,(0™)?]
Pn t
= lim E 02 (tiy1 —t; :E/sz}.
nTlJrrnoo ; 7,( +1 ) |: 0 s @S

Insistons & nouveau sur le point que I;(0) n’est pas gaussienne en général, sauf lorsque 6 est déterministe.
En revanche, d’autres propriétés de l'intégrale de Wiener sont conservées :

Linéarité : Pour tous ¢ > 0, a1,as € R et %, 02 bons processus, on a

It(a191 +a292) = allt(ﬁl) + ag.[t(eg).

Propriétés de martingale : Pour tout bon processus 6, les processus
t

t— L(0) et t— I,(0)> — / 02ds
0

sont des (.Z2)-martingales continues. On a donc, pour tout s < ¢

E[L(9) | 77] = L(9)
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(soit E [I,(0) — I,(9) | #B] = 0), et on montre également que

E((1(0) - LO)? | 77] = E[(0(0)? - (1.0)? | 78] = B| [ #2au|72).

En conséquence du théoreme de Doob, on voit aussi que pout tout (#.2)-temps d’arrét 7 et tout 6 bon

processus tel que
-
E [ / 62 ds} < 00,
0

E[I;(0)] =0 et E[I2(0)] = E [/OTGEds]

on a

Enfin, on peut aussi appliquer les théoremes 2.19 et 2.20. Par exemple, en prenant p = ¢ = 2 dans le
théoreme 2.20, on obtient

E

<sup15(9)>2] < 4E [(It(a))ﬂ — 4 /O tIE[GZ] du.

s<t
Propriété d’isométrie : Pour tous bons processus ¢, 6 et tout s,¢ > 0, on a

sAt
E[L;(p):(0)] = E [/ (e du} .
0
De plus, le processus
t
OL) ~ [ Oupudu
0
est une (ZF)-martingale.
La proposition suivante est un premier calcul sur les intégrales stochastiques, qui montre que la
formule d’intégration par parties n’admet pas d’extension triviale au cas d’intégrale d’It6. On y voit
apparaitre un terme déterministe & cause de la variation quadratique non nulle du Brownien. Ce terme

“du deuxieme ordre” se retrouvera dans la formule d’Ito.

Proposition 4.12 Pour toutt >0 on a

t
1
/ BydB, = —(B —1).
0 2

Preuve : En prenant pour {¢?, ¢ =0...2"} la subdivision réguliere de [0, ], on écrit

2" —1

t
/O BydB, = lim > Bu(By, — Bu)
i=0
: LS e 2 2
= lm |3 > (Biz,, = Biz = (Biz,, = Biz)7)
i=0

1 271

-3 (Bf e ( > (By,, - Bt?f))
i=0
1

Dans la définition d’un bon processus, la condition d’intégrabilité

¢
E[/ dis] < 40
0
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est parfois trop exigeante dans la pratique. Il est possible de définir I;(#) sous la seule condition

¢
/095 ds < 400 p.s.

Cependant, t — I;(6) n’est plus nécessairement une martingale, et en particulier E [I;(0)] peut étre non
nul. Pour définir I;(#), il faut introduire la notion importante de martingale locale :

Définition 4.13 Soit { %, t > 0} une filtration et {X;, t > 0} un processus (Fi)-adapté. On dit que
X est une (F)-martingale locale s’il existe une suite {1,, n > 0} de (F)-temps d’arrét telle que

Plr, — +o0] = 1
et le processus X™ : t — Xynr, est une martingale pour tout n > 0.

Par le lemme de Fatou, on voit qu’une martingale locale positive est une surmartingale. Par le théoreme
de convergence dominée, une martingale locale uniformément intégrable est une vraie martingale. Fixons
maintenant B un mouvement brownien.

Définition 4.14 On dit que {0;, t > 0} est un bon processus local s7il est caglad, (FF)-adapté, et si

¢
/93015 < 400 p.s.
0

pour tout t > 0.

Soit 6 un bon processus local. On pose

¢
Tn:inf{t>0//9§ds:n}.
0
t
{Tn>t}={/ 9§ds<n}
0

pour tout n € N, ¢ > 0, on voit que 7, est un (F)-temps d’arrét pour tout n € N par adaptation de 6.
De plus, I'hypothese d’intégrabilité sur 6 entraine facilement que 7,, — +o00 p.s. Enfin, par construction

on a n
]E[/ 05(13} < n < 4o0.
0

Ainsi, par le paragraphe précédent, on peut définir Iir., (6) qui est une martingale. Comme p.s. 7,, —
~+00, on peut définir I;(0) pour tout ¢ > 0, qui est une martingale locale. De méme, en prenant la méme
suite de temps d’arrét, on montre que le processus

Comme

t
It(G)Q—/ 62 ds
0

est une martingale locale.

Exemple 4.15 Soit oo € R. On veut savoir quand 'intégrale stochastique

t
I,(B%) = / B dB;
0

a un sens, et quand le processus associé est une martingale. Remarquons déja que

EU;(B;%)?C[S} = /Ot]E[Bfa] ds

t t
= / s°E [Bf*] ds = E[B%O‘]/ s%ds.
0 0
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Dans le terme de droite, 'intégrale est finie si et seulement si @ > —1. Donc, pour que t — I;(B?%) soit
bien défini et une martingale, il faut et il suffit que a > —1 et E [Bfo‘] < +00. Or

]E[B%a] _ \/12771-\/Rx2a6x2/2dx

et cette intégrale est finie si et seulement si « > —1/2 (puisque le seul probleme d’intégrabilité est en
0). On en déduit finalement que

t
t— / B¢ dB; est une martingale <— a > —1/2.
0

Quand —1 < s < —1/2, on cherche alors & savoir quand I;(B®) est malgré tout défini comme martin-
gale locale. On utilise alors les théoremes 3.7 et 3.8, qui permettent de comparer le comportement du
Brownien au voisinage de 0 avec celui de t — t'/2. On en déduit que

t
/ B**ds < 400 ps. <= a > —1.
0
D’ou, d’apres ce qui précede,
t
t— / BY dB; est défini et une martingale locale <= a > —1.
0

Nous terminons sur ce paragraphe en revenant sur le crochet de deux martingales locales, reprenant
les considérations du chapitre 2 apres la décomposition de Doob-Meyer. On a vu que si Z est une
(Z:)-martingale continue de carré intégrable, alors < Z > est l'unique processus croissant continu
(Z)-adapté tel que t — Z2— < Z >; soit une (%;)-martingale. Quitte a utiliser les temps d’arrét

T = inf{tEO/Zzzn},

on peut maintenant étendre cette définition aux martingales locales : si Z est une martingale locale,
< Z > est 'unique processus croissant continu (.%;)-adapté tel que t — ZZ— < Z >, soit une (.%;)-
martingale locale. Par polarité, on peut définir le crochet de deux (#;)-martingales locales M et N en

écrivant

1
<M,N > = 5(<M+N>t—<M>t—<N>t).

Le crochet < M, N > est aussi 'unique processus a variation finie tel que le processus MN— < M, N >
soit une martingale locale. On a alors la

Proposition 4.16 Soit M une martingale locale continue. Alors M est une martingale L? si et seule-
ment si E[(M)¢] < 400 pour tout t > 0.

Enfin, la proposition suivante donne enfin de < M, N > une importante construction trajectorielle :

Proposition 4.17 Soient M et N deux martingales locales continues. Alors p.s. pour tout t > 0,

on
<M N>y = lm ;(Mt? — My )(Niy = Niz. )
ou {tl, i =0...2"} désigne la subdivision réguliére sur [0,t].

Remarque 4.18 Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, le terme de droite est bien défini pour deux proces-
sus a variation quadratique finie. Cependant, on voit aussi que ce crochet sera nul dés qu’une variation
quadratique est nulle, en particulier dés qu’un des deux processus est a variation finie.

Il résulte aussi de cette proposition le fait crucial que le crochet < M, N > reste inchangé si ’on effectue
un changement de probabilité équivalente. On dit enfin que deux martingales continues sont orthogonales
si leur crochet est nul, c’est-a-dire si leur produit est une martingale. Par exemple, deux Browniens
indépendants sont des martingales orthogonales. La proposition 4.12 établit que le crochet du Brownien
B est < B >;=t. On peut aussi calculer le crochet de deux Browniens corrélés avec coefficient p :par
définition, < By, By >;= pt. On peut aussi bien entendu calculer le crochet d’intégrales stochastiques
générales, et les propriétés de martingale entrainent immédiatement que

t t
<I(0) > = / 02ds et < I(0),1(p) >i= / Ospsds.
0 0
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4.4 Processus d’Ito

Ce sont des processus écrits sous la forme

t t
X, =z + / bsds + / o5 dBy (4.6)
0 0

ot b est un processus .Z2-adapté tel que

¢
/ |bs|ds < +o00 p.s.
0

pour tout ¢t > 0, et o un bon processus local. On utilise la notation formelle
dXt = bt dt+0’t dBt
X() = XT.

Le coefficient b s’appelle la dérive (ou le drift) du processus, et o son coefficient de diffusion. On appelle

aussi le processus
¢
t— x + / bs ds
0

la partie a variation finie de X, et le processus

t
t — / s dB;
0

la partie martingale de X (c’est a priori une martingale locale). Comme, d’apres la proposition 2.25,
une martingale locale & variation finie est un processus constant, on en déduit que la décomposition
(4.6) du processus X est unique, au sens ol si X admet une autre décomposition

t t
X = x + / bsds + / s dBs,
0 0

alors b = b et o = 5. En particulier, X sous la forme (4.6) est une martingale locale si et seulement si b =
0. En fait, cette représentation des martingales locales dans une filtration Brownienne est caractéristique,
indépendamment de ce que le processus soit a priori un processus d’'Ito6 :

Théoréme 4.19 [Théoréme de représentation des martingales locales] Soit B un mouvement
brownien et M une (FL)-martingale locale continue. Alors il existe € R et § bon processus local tel
que

t
M, =z + / 0, dB;.
0

Ce théoreme est extrémement important en Finance et est 1ié a la complétion d’un marché financier.
L’hypothese fondamentale est que M est une martingale par rapport a la filtration naturelle du Brownien.
Signalons enfin que dans certains cas, la formule de Clark-Ocone - voir [13] - donne une représentation
explicite du processus 0. Si X! et X2 sont deux processus d’Itd6 de décomposition

t t
X =2 + / bl ds + / ol dB,
0 0
pour ¢ = 1,2, leur crochet est par définition le crochet de leurs parties martingales. Autrement dit
< XL X%?>= <I(c"),I(0?) >.

Attention, & cause de la partie & variation finie, le processus t — X} X?— < X!, X? >, n’est pas une
martingale locale en général. En revanche, comme X* — I(0") est un processus a variation finie, on a
toujours

.
< X', X?%>= ngxfooZ(X;? — X VX2 — X2 )
1=1

du fait de la remarque 4.18.
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4.5 Formule d’Ito

Dans ce paragraphe, on se donne un processus d’It6 réel X de décomposition (4.6) et une fonction
f R — R suffisamment réguliere. La formule d’It6 vise a donner une formule de changement de variable
pour le processus f(X;) qui sera un processus d’It6. Imaginons un instant que o = 0 et que b soit €.
Alors X est un processus ¢! et (fo X) = (f o X)X'. D’ou, par la formule de changement de variables
classique,

f(X) = f(Xo) + / (f o X)'(s) ds

t t

fl@) + | [(X)Xgds = f(x) + | f/(Xs)dX
0 0

Cette formule garderait encore un sens quand o # 0, en posant

dX, = byds + o,dB,.

Mais en fait, cette formule du ler ordre n’est plus vraie quand o # 0, a cause du caractere quadratique
de la partie martingale de X. On a une formule du 2éme ordre :

Théoréme 4.20 [Premiére formule d’Itd] Supposons f de classe C?. Alors

f(X, /f $)dX, + /f” Yolds.

Si f est a dérivées bornées, le processus f(Xy) fo J'(Xs)bsds — 5 fo " (Xs)o2ds est une martingale.

Cette formule s’écrit sous forme condensée

df (X+)

fI(X)dX, + % f(Xy)okdt

1
F/(Xo)bidt + 5 " (Xy) o7 dt + f'(Xi)ordBy
1
= f(Xp)bdt + §f”(Xt) d(X): + f'(Xi)o:dBy.
On utilise souvent (dans les articles de finance écrits par des non-mathématiciens) la notation

(X)) = F/(X)dX, + % FUXDAX, - dX,

dt | dB;
avec la table de multiplication dt 0 0
dB; | 0 | dt

En particulier, t — f(X}) est un processus d’It6 de dérive

¢
/ (f/(Xs)b5 + ;f”(XS)og) ds
0

/f s)0s dBs.

Quand les dérivées sont bornées, 'intégrale stochastique apparaissant dans la formule est une vraie
martingale, et on en déduit :

et de partie martingale

sl = =i + & [ (reon+ 30e) o

= E[f(Xo)] + /OtE[f’(Xs)bs—i—;f”(Xs)U?] ds.
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En faisant X; = B, on retrouve ainsi le premier résultat du paragraphe 3.4. On peut également calculer
de la méme facon des espérances conditionnelles :
-
S

O"B:| du.

E[f(X) | FE

»
3
Il

f(Xs) + E [/t (f’(Xu)bu + ;f”(Xu)ﬁ) du

_ f<X5>+/:E[f<X o+ 2 (x| 2

La deuxieme formule d’It6 fait intervenir le temps en premiere variable. Elle sera tres utile pour étudier
des EDS inhomogenes.

Théoréme 4.21 [Deuxi¢me formule d’It6] Soit f une fonction définie sur Ry x R de classe €' par
rapport a t, de classe €2 par rapport ¢ x. On a

t t t
1
f(t, X)) = f(0,Xo) Jr/ fi(s, Xs)ds +/ fo(s, Xs)dXs + 5/ 12 (s, X,)o2ds.
0 0 0
Comme précedemment, on peut écrire cette formule sous forme différentielle :

df(t7 Xt)

(X0 + S22 (0. X002 ) dt 4 0, X

i, X)dt + fr(t, X)d X + f” (t, X)d(X),.

Exemple 4.22 Le mouvement brownien géométrique, ou processus log-normal est défini par I’équation
t t
Xt:x+u/XSds+U/Xsst
0 0

avec u,o € R. Si on pose Y; = e #* X, pour tout ¢t > 0, la deuxieme formule d’It6 donne
d)/f = O'BilltXtdBt = O'}/tdBt

Nous verrons au chapitre suivant dans un cadre général (c’est aussi une conséquence de la premiere
formule d’It6) que Y s’écrit

Y; = xzexp [aBt - 0215/2] .

On en déduit que
X, = zexp [,ut 4+ oB; — O'Qt/ﬂ .

On peut aussi considérer le cas ol u et o sont des fonctions déterministes :

t t
Xt =z + / w(s)Xsds + / o(s)XsdBs
0 0

On dit alors que X est un Brownien géométrique a coefficients déterministes. Toujours par la deuxieme
formule d’It6, on montre que le processus

0 Xeew |- [ tu(s)ds}

est une martingale locale. C’est en fait une vraie martingale et

X; = Xpexp {/Otu(s)ds + /oto(s)ds - ;/Ot o?(s)ds }

Enfin, la troisieme formule d’It6 permet de traiter des processus bivariés :
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Théoréme 4.23 [Troisiéme formule d’Itd] Soient X' et X? deur processus d’Ité issus de x1 (Tesp.
de x4 ) de coefficient de dérive b' (resp. b?), de coefficient de diffusion o' (resp. 0%) et portés respective-
ment par deuz Browniens B et B? corrélés avec coefficient p. On suppose que b', o’ sont (ftBl)—adaptés.
Soit f une fonction de R? dans R de classe C? & dérivées bornées. On a

f(XHXE) = flxy,z) / (X x2)yax! + / Xt Xx2)dx?

1 2 2

b0 () (01)7 2000 X2k + (X2 X2 (02)°) ds
0
ou f! désigne la dérivée par rapport a x; et fz’; la dérivée seconde par rapport a x; puis x;, 1,5 = 1,2.
En différentiel, la troisieme formule d’It6 peut prendre une forme sommatoire :
. 1 o
GOXLXD) = 3 XD AX] + S (D e (X XR)ojol | di
i=1,2 i,j=1,2

avec ¢;; = 1 si i = j et ¢;; = p sinon. Un exemple important d’application de la troisiéme formule d’Ito
est la formule d’intégration par parties, ou 'on choisit la fonction f(z,y) = xy :

Proposition 4.24 [Formule d’intégration par parties] Avec les mémes notations que dans le
théoreme 4.23, on a

X}x? :x1x2+/X1dX2 /X2dX1 +p/aa ds.
On retrouve 'expression du crochet de X7 et X5 :

t
<X, X5 > = p/ Uslafds,
0

et la formule d’intégration par parties s’écrit

d(X'X?), = X}dX? + XPdX} +d(X*, X?),.

4.6 Formule de Black & Scholes

On considere un marché financier comportant un actif dit sans risque de taux constant r et de prix
SY = et (soit dSY = rSPdt) et un actif risqué dont le prix S vérifie

dSt = bSt dt + O'St dBt
soit
Sy = Spexp [0B; + (b—0?/2)t]

avec B mouvement brownien et b, € R. On fixe un horizon 7" > 0 et on souhaite donner le prix d’un
actif financier qui versera h(St) a la date T. Le cas d’un call Européen de maturité T et de strike K
correspond au cas h(z) = (x — K)*. On procede par duplication (hedging) : on forme un portefeuille
et d’ay parts de l'actif sans risque (le montant de la richesse investie dans cet actif est ae™) et de f3;
parts de lactif risqué. On va trouver un portefeuille auto-finangant (ne nécessitant pas de mise de fonds
autre qu’a la date 0) de valeur terminale h(S7). La valeur de ce portefeuille & la date ¢ est

Vi = aiSPi+ BiSe.
La condition d’auto-financement se formalise par
dVy = a,dS? + (,dS;;
soit

d‘/t = OZtT’S?dt + BtdSt
= T%dt+ﬁt5t ((b—T)dt+UdBt)
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(La valeur initiale du portefeuille sera la valeur de | actif financier. On suppose que la valeur V; du
portefeuille & la date t est une fonction déterministe du temps et de la valeur de D'actif risqué, soit
Vi = V(t,St). En utilisant la deuxiéme formule d’It6, on calcule

ov ov o282 9%V
dv, = (a(tst)erSta (t,S;) + — 82(t5t)>

+ <O'Staa (t St)) dBt

En utilisant et en identifiant avec la condition d’auto-financement les parties martingales on obtient

ov ov
0Bt St + oSt —— N

o (t St) = 0 soit ﬁt =

(ta St)a

ce qui entraine alors en identifiant les parties a variation finie

ov oV 0282 0°V
T‘St (t St) 8t (t,St) 2 a a3

O (t St) — TV(t,St) =0

avec pour condition terminale V (T, St) = h(S7). Comme S; est une v.a. qui peut prendre toutes les
valeurs de R™, on en déduit que V satisfait 'TEDP

radl(tz) + 9 (ta) + T SE () — V(ta) = 0 (4.7)

avec pour condition terminale V(T,z) = h(z). On notera que le coefficient b a disparu! Dans le cas
d’un call européen h(x) = (x — K)*, et pour o > 0, cette équation se résoud alors en :

Vit,z) = zA (dy) — Ke " T~ 4 (dy)

ou A est la fonction de répartition d’une v.a. gaussienne standard :

_n2
e "2 qu,

o=

et avec les notations

1

1
__ r(T—t) Lo g —
dy = VT (hl (xe /K) + 57 (T t)) et dy=dy —oVT —t.

La quantité

oC

o
qui représente le nombre de parts de 'actif sous jacent utilisées pour répliquer ’option s’appelle le Delta
de 1 ’option et représente aussi la sensibilité du prix de 1 option par rapport au prix du sous jacent. Le
couple (V' (t,St) — 8¢St , Bt) représente le portefeuille de couverture.

(t,St) = A (dy)

Remarque 4.25 Comme conséquence de la formule d’It6 appliquée aux EDS, on verra plus tard une
formule probabiliste pour le prix du call :

C(t, ) = " DE[(Sr — K)* | #]
ou dans le calcul de I’espérance on considere que S a pour dynamique
dSt == T’Stdt + O'Stth .

Cette formule est fondamentale en Finance, et fait intervenir un changement de probabilité.



Chapitre 5

Equations différentielles
stochastiques

Les équations différentielles stochastiques (EDS) sont les équations qui régissent ’évolution de la
plupart des prix des actifs financiers, et ce chapitre en donne une courte introduction. Pour une étude
plus approfondie, nous suggérons la lecture de [15] [16] [17], dans un ordre croissant de difficulté.

5.1 Définitions

Rappelons qu’une équation différentielle ordinaire (EDQO) sur R x R est un systeme du type

Yo = Y
{y(é) = f(t.y) (5:1)

ot y : RT — R est la fonction inconnue et f : RT™ x R — R est une fonction donnée. L’étude
mathématique des équations différentielles ordinaires, d’une importance considérable pour les applica-
tions notamment en physique, s’est développée au début du 19-eéme siecle avec la théorie des fonctions
spéciales. Ces dernieres peuvent étre vues comme la généralisation de la fonction exponentielle, laquelle

est solution de
Yo = 1
yé = Yt

La théorie a pris un nouvel essor a la fin du 19-eme siecle avec les travaux de Lie et de Poincaré, et
continue aujourd’hui de mobiliser une communauté tres importante de mathématiciens. En général, il
est impossible de donner une solution explicite & une EDO. On peut cependant chercher a savoir s’il
existe une solution, et si elle est unique. Un critere est le :

Théoréme 5.1 [Cauchy-Lipschitz] Supposons qu’il existe une constante K > 0 telle que pour tous
teRT, z,yeR

< K|z —y| (condition de Lipschitz globale)
< K(1+4|z|) (condition de croissance linéaire)

Alors 'EDO (5.1) a une solution unique définie sur RT.

Remarquons que la condition de Lipschitz globale est assez naturelle pour que la solution soit bien
définie sur tout RT. Si on consideére par exemple yo = 1 et f(t,y) = y?, alors on voit facilement que
Punique solution du systéme (5.1) correspondant est y, = 1/(1 —t), et que cette solution “explose® en
t = 1 avec valeur +oo.

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une perturbation de (5.1) avec un terme aléatoire
modélisant un “bruit” autour du phénomene déterministe décrit par (5.1). La perturbation la plus
simple est ’ajout d’un Brownien, ot ’on considere

Yo = y
{dYt = f(t,Y;)dt + odB, (5.2)

53
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soit, sous forme intégrale (la seule qui ait un sens mathématique, puisque le Brownien n’est pas
dérivable) :

t
Yo =y [ FlsXds + aB
0

pour tout ¢ > 0. On a coutume d’utiliser des majuscules pour les solutions d’EDS et des minuscules pour
les solutions d’EDO. Le caractére martingalien du Brownien entraine que pour ¢ petit, la trajectoire
non dérivable de la solution de (5.2) va suivre en gros celle réguliere et déterministe de (5.1), en oscillant
aléatoirement autour. Mais quand o est grand, la trajectoire de (5.2) n’a plus rien a voir avec celle de
(5.1).

Le cadre général des EDS concerne la situation ou le coefficient o dépend aussi du temps et de la
solution Y; (en finance, on parle alors de modele & volatilité locale). On peut encore gagner en généralité
en considérant un modele multidimensionnel. Ceci donne la

Définition 5.2 Soient d,m € N, b: RT x R — R? et 0 : Rt x R — #;,,(R) deux fonctions mesu-
rables bornées (b(x) = {b;i(z),1 < i < d} est un champ de vecteurs et o(x) = {0;;(2),1 <i <d,1 <j<m}
un champ de matrices). Soit x € R une condition initiale. Une solution de I’EDS

. XO = :I:
Ez(b70-) ’ { dXt = b(t,Xt) dt + J(taXt) dBt

est constituée par :
(a) Un espace de probabilité filtré (0, .7, {F, t > 0},P)
(b) Un (Z#:)-mouwvement brownien B = (By,...,By,) d valeurs dans R™.

(c) Un processus X = {Xy, t > 0} continu Fi-adapté tel que les intégrales

t t
/ b(s, Xs) ds et / o(s, Xs)dBs
0 0

atent un sens et tel que l’égalité

¢ ¢
Xi==x —|—/ b(s, Xs) ds + / o(s,Xs)dBs
0 0

soit satisfaite pour tout t P p.s. Autrement dit, pour touti=1,...,d on a
X;:x+/ bi(s, X,) ds + Z/ 0ij(s, X,)dBI.
0 —Jo
Jj=1

Le caractere aléatoire des EDS impose plusieurs notions d’existence et d’unicité. On dit qu’il y a
(1) Existence dune solution faible si E, (b, o) admet une solution X.

(2) Existence d’une solution forte si E,(b, o) admet une solution X qui soit adaptée a la filtration du
Brownien porteur.

(3) Unicité faible si tous les processus X solutions de E, (b, o) ont méme loi.

(4) Unicité trajectorielle si, I’espace de probabilité et le Brownien porteur étant fixés, deux solutions
quelconques X et X’ de E,(b, o) sont indistinguables au sens ot

PEteR/ X; # X{] = 0.
L’exemple suivant montre que 'on peut avoir (1) et (3) (existence et unicité faible), mais ni (2) ni (4) :

Exemple 5.3 Soit {W;, ¢ > 0} un Brownien standard. On consideére le processus

t
B, = / sgn(Wy) dWs
0

ou sgn est la fonction définie par

1 siz>0
sgn(z) = -1 sixzx<O.
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Comme sgn?(z) = 1, on remarque facilement que le processus B est bien défini et que B est une
martingale continue de crochet t. Par le théoreme de caractérisation de Paul Lévy, B est donc un
mouvement brownien. On considere maintenant 'EDS

Xo =0
dXt = sgn(Xt) dBt

Par construction, on voit que W est solution de cette équation. De plus, par le méme argument que
précedemment, on voit que toutes les solutions de cette équation sont des mouvements browniens et
sont donc égaux en loi : on a existence et unicité faibles. En revanche le point (4) n’est pas vérifié : le
processus —W est aussi solution de ’équation avec pour tout ¢ > 0,

PWe # —Wy| = P2W; #0] = 1,

de sorte que W et —W sont deux processus solution qui ne sont pas indistinguables. De plus, par
construction on voit intuitivement (et on peut démontrer rigoureusement) que la filtration naturelle du
processus B est celle de |X|, laquelle est bien siir plus petite que celle de X, puisqu’elle ne prend pas
en compte le signe de X. Donc toute solution X n’est pas (#)-adaptée et il n’y a pas existence de
solution forte.

Le théoréme suivant nous dit en revanche que (1) + (4) = (2) + (3) :

Théoréme 5.4 [Yamada-Watanabe]| Supposons que E.(b,0) admette une solution faible et que
toutes ses solutions soient indistinguables. Alors E,(b,0) admet une unique solution forte.

Le théoréeme suivant est ’analogue du théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les EDS. 1l fournit les condi-
tions standard d’existence et d’unicité de solution forte :

Théoréme 5.5 [Théoréme d’existence sous conditions lipschitziennes| Supposons que pour tout
compact K de R?, il existe une constante My > 0 telle que

(8) [bi(ts) — b(t, )] + loss(6,2) — 055 (6,)] < Mic |z — ] pour tout i = 1...d, j = 1...m, ¢ > 0,
z,y € K (condition de Lipschitz locale)
et qu’il existe une constante M > 0 telle que

(b) |bi(t,x)| + |osj(t,x)| < M(1+ |z|) pour touti=1...d,j=1...m,t >0, z,y € R (condition de
croissance linéaire),

alors il existe une unique solution forte 4 E,(b,o), de durée de vie infinie.

La démonstration de ’existence faible repose sur une méthode de point fixe, un peu trop longue a
détailler ici. L’idée est de construire une suite X™ par

t m o et
X7 :x+/ bi(s, X" 1) ds + Z/ Jij(s,ngl)ng,
0 170
j=1

et de montrer la convergence de cete suite vers une solution.

Nous allons en revanche démontrer I'unicité trajectorielle, qui suffit pour avoir existence et unicité
d’une solution forte, d’apres le théoreme de Yamada-Watanabe. On suppose pour simplifier que b et o
sont globalement lipschitziennes en espace, avec constante M. L’argument repose sur le lemme suivant
qui est extrémement utile :

Lemme 5.6 [Gronwall] Soit T > 0 et g une fonction positive mesurable bornée telle que

t
g(t) < a + b/ g(s)ds
0
pour tout t < T, ot a et b sont des constantes positives. Alors
g(t) < ae’

pour tout t < T.
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La preuve est facile par itération de la condition sur g sous l'intégrale : on écrit

t s
g(t) < a+b/ (a+b/ g(u)du) ds
0 0
< a + abt + b2/ g(u) duds
0<u<s<t
§a+abt+b2/ <a+b/g(v)d)duds
0<u<s<t

< a + abt + ab2/ duds + bs/ / / v) dvduds
0<u<s<t
abt + a— + b3/ / / v)dvduds

bt? b3t3
a + abt + aT + a S + - = ae.

IN
IS
+

IN

On fixe alors ¢ > 0 et on considére deux solutions distinctes X et Y de E,(b,0). On a

2

t t
E(X,-Yi*) = E b(s,Xs)—b(s,Ys)ds—k/a(s,XS)—U(s,YS)dBS
0 0
t 2 t 2
< 2<E (/ b(s,Xs)—b(s,Ys)|ds) +E</ a(s,XS)—a(s,Ys)st>>
0 0
t t
< 2M? <t2/ E|X, —Y,|]> ds + / E|X, - Y,|? ds)
0 0
t
< E|X, - Y,|* ds

0

pour une certaine constante K > 0, ol dans la premiere inégalité on a utilisé la formule (a + b)? <
2(a? + b?) et dans la deuxieme inégalité on a utilisé la lipschitziannité de b et o, I'inégalité de Holder
pour la premiere intégrale et I'isométrie de l'intégrale stochastique pour la deuxiéme. On en déduit le
résultat en utilisant le lemme de Gronwall.

O

Dans la pratique, le théoreme d’existence lipschitzien est parfois insuffisant pour ce qui concerne le
coefficient de diffusion. On peut cependant notablement améliorer ce théoreme dans le cas réel :

Théoréme 5.7 [Yamade-Watanabe II] Soit d = m = 1. Supposons que b et o soient a croissance
linéaire, que b vérifie la condition de Lipschitz locale et que |o(t,x) — o(t,y)|*> < p(Jx — y|) pour tout
t >0, ot p est une fonction borélienne de |0, 00[ dans lui-méme telle que

/ dz o
|z|<e p2(Z) .

pour tout € > 0. Alors E(b,o) admet une unique solution forte.

Une classe tres importante d’EDS sont les équations de Bessel :

t
X, =z + 2/ VX dW, + 5t (5.3)
0

sur R, ou W est un Brownien réel et z, > 0. Par le deuxieme théoreme de Yamada-Watanabe appliqué
avec la fonction p(z) = /x, on voit que (5.3) admet une unique solution forte. De plus, on peut montrer
que cette solution est toujours positive et de durée de vie infinie. Cependant, le théoreme d’existence
lipschitzien n’aurait pas permis d’obtenir ce résultat, car o(z) = \/x n’est pas lipschitzienne en zéro.
Le processus X est un processus de Bessel carré de dimension §. Nous reviendrons plus tard sur les
processus de Bessel et sur leurs liens avec le mouvement brownien.
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5.2 Quelques propriétés

5.2.1 Propriété de Markov

Supposons que F,(b,o) ait une unique solution forte {X;(z), ¢ > 0}. Par linéarité de I'intégrale, on
voit que pour tout s,t > 0,

s+t s+t
Xsyi(z) = Xs(x) + / b(u, Xy (2)) du + / o(u, Xy (x)) dB,y,.

Comme la variable X (z) est #B-mesurable, elle est indépendante du processus des accroissements
{By — Bs, u > s}, qui est lui méme un Brownien B’ partant de 0. On peut donc écrire

Xeri(z) = Xe(z) + /0 b(s + u, Xgqu(2)) du + /O/U(s—l—u,Xeru(x))dB;

et par unicité, ceci entraine que X,1+(z) = X7 (Xs(x)) pour tout ¢t > 0, ott X (x) est 'unique solution
de E,(b(s+.,.),0(s+.,.)) portée par le Brownien B’. Pour tout s,t > 0 et toute fonction borélienne
f, on déduit alors de l'indépendance de B’ et .#F que

E[f(Xegs) |- FP] = E[f(Xeqs) | Xa] = Pi(s, Xs)

S

ou ®(s,z) = E[f(X7(x))]. Ceci signifie que X vérifie la propriété de Markov inhomogéne. C’est un
résultat important qui permet de calculer facilement certaines espérances conditionnelles. Dans le cas
ou les coefficients b et o ne dépendent pas du temps, X vérifie de plus la propriété de Markov homogéne,
au sens ou

E[f(Xiys) | ZP] = BIf(Xeps) | Xs] = ®u(X,)

avec ®4(z) = E[f(X¢(z))]. La différence entre homogene et inhomogeéne provient de la dépendance en
temps. Dans le cas homogene, on peut étendre la propriété aux temps d’arrét finis :

Théoréme 5.8 [Propriété de Markov forte] Soit X l'unique solution forte de E,(b,o) avec b et o
ne dépendant pas du temps. Soit T un temps d’arrét fini p.s. pour la filtration naturelle du Brownien
porteur. Alors pour tout t > 0 et toute fonction f mesurable bornée,

E [f(Xr10) | ZF] = E[f(Xr4e) | X7] = @o(X7)
ot 'on a noté ®,(x) = E[f(X¢(x))].

Dans le cas inhomogeéne, on montre que le processus espace-temps t — (¢, X;) vérifie la propriété de
Markov forte, au sens ou pour tout temps d’arrét fini 7" et toute fonction f de deux variables,

E[f(T+t,Xr) | FF] = E[f(T+t,Xr4) | T, Xr] = (T, Xr)
avec la notation ®4(s,z) = E[f(s+t, X7 (z))]. On voit donc que en général, un couple de processus

(X,Y) peut étre fortement markovien sans que ses composantes le soient.

5.2.2 Théoreme de comparaison

Ce théoreme permet de comparer presque stirement deux EDS uni-dimensionnelles, et s’avere souvent
extrémement utile en pratique. La preuve, qui utilise des arguments semblables a ceux de l'unicité
trajectorielle vus précédemment, peut étre trouvée dans [11].

Théoréme 5.9 Soit {W,, t > 0} un mouvement brownien réel, by, by et o trois fonctions globablement
lipschitziennes, x1 > xo deuz réels. On considére les deux EDS

t t
X, =z + / bi(X3)ds + / o(X;) dW;
0 0

pour i = 1,2. Supposons que by(x) > ba(x) pour tout x € R. Alors X} > X? p.s. pour tout t > 0.
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5.2.3 Fonction d’échelle

On considere ’'EDS homogene

¢ t
X, = Xy + / b(Xs) ds + / o(Xs) dBs
0 0

ou b et o sont des fonctions de R dans R globalement lipschitziennes. D’apres la formule d’It6, on voit
que si f est une fonction de R dans R de classe €2 & dérivées bornées et telle que

b)) + 50 () (@) = 0

pour tout x € R, alors le processus t — f(X;) est une martingale (martingale locale si f n’est pas a
dérivées bornées). La fonction f est appelée fonction d’échelle du processus X. Elle est déterminée a
deux constantes pres c; et co par la formule

f@) = / exp (—2 / b(v)/o2(v) dv) du.

L’opérateur .Z qui a f € €%(R,R) fait correspondre
2Fa @) (@) + 5o (@) ()

s’appelle le générateur infinitésimal du processus X ou encore son Dynkin. On peut montrer qu’il vérifie

Zf(x) = lim

pour tout 2 € R?. Le générateur infinitésimal a aussi un sens dans le cas inhomogene : si ’'on considere
I'EDS

t t
X, = Xo + / b(s, X,) ds + / o(s, X,) dBs,
0 0

alors on peut définir son générateur infinitésimal comme 'opérateur .Z agissant sur les fonctions de
R* x R une fois dérivables en temps et deux fois en espace par

o%(t,x)

(k).

Z(f)t,z) = blt,2)fr(t,x) +
D’apres la formule d’Tto, on voit que si f est une fonction de Ry x R dans R telle que

f(f)(t,fﬂ) +f£(t,l’) =0,

alors le processus {f(t, X¢), t > 0} est une martingale locale. C’est de plus une vraie martingale sous
des conditions supplémentaires d’intégrabilité, par exemple quand la fonction o 7 est bornée.

On peut enfin introduire un coefficient exponentiel (qui joue le role d’un coefficient d’actualisation
en finance) pour retrouver le prix d’un call européen vu au chapitre précédent. En effet, supposons que
X est un brownien géométrique

dXt = TXtdt + O'XtdBt

et soit f une fonction de Ry x R dans R telle que o f. est bornée et
fiit,z) + L(f)t,z) = rf(t,z), (5.4)

alors le processus t — e~ " f(t, X;) est une martingale. En particulier, si f vérifie Vo, f(T,z) = h(z)
comme condition au bord, alors

ft, X)) = D EWXy) | F.

On donnera des applications en finance dans la section 5.3.2.
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5.2.4 Martingale exponentielle et condition de Novikov

Soit # un bon processus local et Z; une constante. Par la formule d’It6, on démontre que 'unique
solution de 'EDS

t
Z, = Zy + / 0,7, dB, (5.5)
0

t 1 t
Zy = Zyexp [/ 0sdBs — 7/ ngs} .
0 2 Jo

Le processus Z, noté & (0 x B) est appelé 'exponentielle de Doléans-Dade de 8 x B. Par (5.5), c’est une
martingale locale positive des que Zy > 0. Le criteére suivant, de preuve difficile, permet de savoir quand
I’exponentielle de Doléans-Dade est une martingale :

est

Théoréme 5.10 [Condition de Novikov] Supposons que

t
E{exp (;/ 05d$>] < 00
0

pour tout t > 0. Alors t — &,(0 x B) est une vraie martingale.

Quand la condition de Novikov n’est pas satisfaite, & (6 x B) est une martingale locale positive, donc
une surmartingale, et E [Z;] < E[Z;] < Zy pour tout t > s > 0. On ne connait pas de conditions plus
faciles a vérifier que la condition de Novikov, sauf dans le cas particulier suivant :

Proposition 5.11 Supposons 0, = f(t,B;) ou f est une fonction globalement lipschitzienne. Alors
t — & (0 % B) est une vraie martingale.

5.3 Lien avec les équations aux dérivées partielles

5.3.1 Probleme parabolique

On considere Vopérateur & f(t,z) = fi(t,z) + Lf(t,x) ou £ est le générateur infinitésimal du
processus X solution de 'EDS

t t
X = Xo + / b(s, Xs) ds + / o(s,Xs) dBs. (5.6)
0 0
On cherche les solutions du probléeme parabolique suivant

(5.7)

Agft,z) = 0 pour tout € Ret ¢t € [0,T]
f(T,z) = g(x) pour tout x € R.

ol g est une fonction de R dans R. Si f est une solution de (5.7) et si pour tout u > ¢ > 0 on note X%
une solution de

Xot = xPt 4 / b(s, X' ds + / o(s, X>') dBy
t t
avec pour condition initiale X}’ " =z, la formule d’It6 conduit alors &
FuXEY) = fto) + [ £, X700 (s, X2 aB.
t

En faisant w = T en particulier, on en déduit que

T
g(X7") = flt) + / (s, X3 o (s, X3) dBs.

Si f! et o vérifient des conditions d’intégrabilité suffisante, alors I'intégrale stochastique est une mar-
tingale. On en déduit une importante représentation probabiliste de la solution de (5.7) :

f(t,x) = E[g(X7")].



60 CHAPITRE 5. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

On écrit parfois ce résultat sous la forme f(t,x) = E, 1 [g(X7)], ot X est la solution de (5.6) prise sous
la probabilité P, ; qui est telle que processus X prend la valeur x & I'instant ¢t. On peut s’intéresser a
un probléme un peu plus général que (5.7) :

{,ssz(t,x) = af(t,x) pour tout z € Ret t € [0,T) (5.8)

f(T,z) = g(x) pour tout z € R.

avec o > 0. Avec les notations précédentes, si f est solution de (5.8), la formule d’Itd entre ¢ et T
conduit a

T
e_o‘Tf(T,X;i’t) = e f(t,x) + / e fl (s, X" o (s, X) dB,.
¢

A nouveau sous des conditions d’intégrabilité suffisantes sur f. et o, I'intégrale stochastique est une
martingale et on en déduit la représentation probabiliste

f(t,z) = Euy [eo‘(t_T)g(XT)} .

5.3.2 Formule de Black & Scholes

On consideére a nouveau un sous jacent de dynamique
dSt = St(bdt + O'dBt) .
Les résultats précédents entrainent que la solution de I’équation de Black & Scholes

:m“%(t x) + %(t x) + o’z? —(920
ox "’ ot "’

t,x) = rC(t,x)
avec C(T,z) = (x — K)™T, est donnée par

Clt,z) = E [e“f—T)(é;’t - K)*} (5.9)

avec

dS; = Sy(rdt + odW,)

ou W est un mouvement Brownien. La solution de cette équation vérifie
S = S, exp (c(Wp —Wy)(r — o?/2)(T — t))

soit
g;,t _ xeo\/’JTtG+(r—02/2)(T—t)

avec G ~ A4(0,1). Pour t = 0, le calcul donne
E [e*’“T(§§ - K)*} = 7T (IE {§§;]1{§%2K}} — KP {Egﬂ > KD

_ —rT U\/TG r—a2/2)(T
ze K {e o /20 )n{aﬁG+(r702/2)(T)21n(K/z)}}

—Ke TP [aﬁa +(r—o2/2)(T) > 1n(K/x)]

L’espérance et la probabilité se calculent alors en explicitant les intégrales qui font intervenir la densité
gaussienne. Nous verrons plus loin que le calcul du premier terme peut se déduire du second. L’expression
(5.9) permet également de calculer le "Delta’ de 'option : dans le cas t = 0, on a

C0,z) = E [e_rT(xMTeTT - K)")]

avec la notation S; = zM;e" et ot M est une martingale. En dérivant par rapport & x sous ’espérance,
on retrouve
oC

%(O,l’) = E[Mrlnpersiy] = A (d)

avec la formule pour d; donnée au chapitre précédent.



5.3. LIEN AVEC LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 61

5.3.3 Formule de Feynman-Kac

Nous venons de voir comment les processus permettent de résoudre explicitement certaines EDP.
Les mémes techniques peuvent étre aussi employées pour ’étude de certaines EDO du deuxieme ordre.
On s’interesse par exemple au probléme suivant, dit de Sturm-Liouville :

(at+k)f = f?” + g (5.10)

otta >0, k:R— R est une fonction continue et g : R — R une fonction continue telle que :

/Ig(x+y)le“y‘mdy < 400
R

pour tout x € R. On a le

Théoréme 5.12 [Formule de Feynman-Kac| La fonction f définie par :

f@) = E [/OOO 9(@ + By) exp (—at _ /Ot Kz + Bs)ds> dt] ,

ot {By, t > 0} est un mouvement brownien standard issu de 0, est l'unique solution bornée et €2 de
(5.10).

Donnons une idée de la démonstration. Tout d’abord, les conditions de positivité sur a et k et de
bornitude sur g garantissent l'existence d’une solution continue et bornée a I’équation (5.10). Soit
{Z;, t > 0} le processus & variation finie défini par :

t
Zy = at + / k(x + Bs)ds.
0
On applique la premiere formule d’Itd au processus
t
U(x) = f(z+Be ? + / 9(x + By)e?+ds
0

ol f est une fonction €2, et on obtient

dUt(l’) = f’(x + Bt)eiztdBt
+ (f”(m;— B) +g(x+ B;) — (a+ k(x4 By)) f(x + Bt)) e~ Ztdt.
Si f est solution de (5.10), alors
f"(=)

5 T 9() = (a+k(2))f(z) =0,

de sorte que

U() = fz) + / f'(z + Be % dB,

est une martingale locale. Comme Z est positive et f’ bornée, U est en fait une vraie martingale et on
a

f(x) = E[U(x)]

pour tout ¢ > 0. Pour obtenir la formule du théoréme, il suffit alors de démontrer que
E [f(Bt)e_Zt] — 0

quand t — +o0.
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Ce résultat nous donne en particulier la transformée de Laplace en temps de la variable

g(B¢) exp — /o k(Bs)ds

pour toute fonction g, et donc par inversion la loi du couple

(Bt7/0tk(Bs)ds> .

Ce couple est tres important en Finance, puisqu’il permet de pricer certaines options exotiques avec
temps d’occupation. La formule de Feynman-Kac permet aussi de calculer la densité de la variable
aléatoire

t
A?_ = / ]1[0700[(Bs)d$
0

qui représente le temps d’occupation de Rt par le Brownien. En effet, si on pose k(z) = 1,0 et
g(x) =1, on en déduit que pour a, 3 > 0 la fonction

fz) = E [/OOO exp (—at — ﬁ/ot Lo, 00) (% + Bs)ds) dt}

est solution de 'EDO

af(x) = 1—ﬂf(x)+@ sixz >0,
af(z) = 1+@ siz <0.

L’unique solution bornée et continue de cette EDO est donnée par :

Ae~zV2(ath) 4 ! siz >0,
fw) = ot
Be*V2e 4 — sixz <0.
«

En imposant la continuité de f et f’ en zéro, on trouve

1 1 1 1
A = - ot B= o~

Vala+p) (a+p) Vala+p) «

On en déduit que
1

/0 eO'E {e‘ﬁAf}dt = f(0) = WY

et, en utilisant 1’égalité

e} t
—Bu 1
R P .
A 0 my/u(t—u) Oé(Oé+ﬂ)
que la densité de A} est donnée par :

1 {u<t}du

m/u(t —u)

P[A} € du] =

La fonction de répartition de cette loi est

0 0/t
ds du 2 0
IPA+<9:/7=/ :arsinf
A7 < 9] 0o m/s(t—s) 0o my/u(l—u) —— 3
et I'on donne alors a la loi de Aj' le nom de loi de I’arcsinus. On remarque enfin que
P[Af <0] = P[tAf <0],

ce qui montre que les variables A} et zfA{r ont méme loi. On aurait pu aussi obtenir ce résultat direc-
tement par scaling du Brownien.
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5.4 Processus de Bessel

5.4.1 Norme d’un mouvement Brownien n-dimensionel

Soit n > 1 et B = (By,Bs,...,B,;) un mouvement Brownien n-dimensionel. Soit X défini par
Xy = ||By]|, soit X7 =31 (B;)*(t). En appliquant la formule d’It6 dX7? = Y., 2B;(t)dB;(t) + ndt.
Le processus (8 défini par

1 R
dfy = — By -dB; = —— B;(t)dB;(t), =0,
ﬁt Xt t t HBtH ; ( ) ( ) ﬂ() 0

est une martingale continue et son crochet est t (en effet, (32 —t, ¢t > 0) est une martingale). Il en
résulte que 8 est un mouvement Brownien. L’égalité d(X?) = 2B; - dB; + ndt s’écrit

d(X?) = 2Xdp; +ndt.
Une nouvelle application de la formule d’It6 conduit a

n—1dt
2 X

dX; = dB +

ot 3 est un mouvement Brownien, ainsi, en posant V; = X?

AV, = 24/V,dB, + ndt .

On dit que X est un processus de Bessel (BES) de dimension n, et que V' est un processus de Bessel
carré (BESQ) de dimension n.

5.4.2 Définition gnérale
Soit W un mouvement Brownien. En utilisant I'inégalité |/z — /y| < \/|z — y|, le second théoréme
d’existence montre que pour § > 0 et a > 0 ,I’équation

dZt = §dt+2\/ ‘Zt|th;ZO =«

a une unique solution forte. Cette solution est un processus de Bessel carré de dimension d, que 'on
désigne par BESQ‘S. En particulier, si & = 0 et 6 = 0, la solution Z = 0 est I'unique solution.En utilisant
le théoreme de comparaison, si 0 < § < §’ et si p et p’ sont des processus de Bessel carré de dimension
d etd’ partant du méme point, alors 0 < p; < p} a.s.

Dans le cas § > 2, le processus de Bessel carré BESQ’partant de a n’atteint jamais 0. Si 0 < § < 2, le
processus p atteint 0 en un temps fini. Si § = 0 le processus reste en Odes qu’il atteint ce point.

Définition 5.13 (BESQ‘S) Pour tout 6 > 0 eta > 0, l'unique solution forte de

t
Pt:a+5t+2/ Vs AW
0

processus de Bessel carré de dimension §, partant de o et est noté BESQ‘;.

Définition 5.14 (BES5) Soit p un BESQ‘Spartant de a. Le processus R = \/p est un processus de
Bessel de dimension 8, partant de a = \/a et est noté BES®.

Définition 5.15 Le nombre v = (6/2) — 1 (soit § = 2(v + 1)) est Uindice du processus de Bessel ,et un
processus de Bessel d’indice v est noté BES™).

Pour § > 1, un BES?est solution de

§—1 (41
R; = Wi+ —— —ds. 5.11
t =a+ Wi+ 5 . R S ( )
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5.4.3 Probabilités de transition
Les fonctions de Bessel modifiées I, et K, solutions de
22 (x) + 2u' (2) — (2% + v¥)u(x) =0

sont données par :

I()_ E Vi ZQn
=2 222 pIlT(v+n+1)

n=0

Les probabilités de transition qtu) d’un BESQ(")sont

i =5 (2) e (-150) 1) (5.12)

et le processus de Bessel d’indice v a une probabilité de transition pgl’) donnée par

v 2 2
) _y(y _TAY Y 1
pw) =2 (2) o= D). (5.13)

5.5 Modele de Cox-Ingersoll-Ross

Pour modéliser des taux, Cox- Ingersoll-Ross étudient I’équation suivante
d'f’t = k(g — Tt)dt + O'\/’]TtdBt (514)

L’unique solution est un processus positif pour k6 > 0 (utiliser le second théoréme d’existence). 1l n’est
pas possible d’obtenir une formule explicite. Soit 7* le processus solution de (5.14) avec r§ = x.
Le changement de temps A(t) = o*¢/4 réduit P'étude de (5.14) au cas o = 2 : En effet, si Zy = r,24 /4,
alors
dZ; = K'(0 — Z;) dt + 2\/Z,d B,

avec k' = ko?/4 etoll B est un mouvement Brownien.
Le processus de CIR process (5.14) est un BESQ changé de temps : en effet,

2

—kt (T Kt
— T (M -1
re= e (T (e - 1)
4
ot (p(s),s > 0) est un BESQ®(av), avec § = if
o
def .

On peut montrer que, si ¢ = inf{t > 0: 77 = 0} et 2k0 > o2 alors P(T§ = o0o) = 1. Si 0 < 2k < o
et k> 0alors P(I§ <oo)=1etsik <0onaP(I§ < oo)€]0,1]. (Cela se fait au moyen du théoréme
de comparaison)

Cependant, on peut calculer I'espérance de la v.a. r; au moyen de 1'égalité E(r;) = r0+k(9tff0t E(rs)ds),
en admettant que l'intégrale stochastique est une martingale, ce qui est le cas. On calcule sans difficultés
supplémentaires 1’espérance conditionnelle, en utilisant le caractére Markovien :

Théoréme 5.16 Soit r le processus vérifiant
dry = k(0 —ry)dt + o/ridBy.
L’espérance conditionnelle et la variance conditionnelle sont données par
E(r | F) = ree 179 1 9(1 — e F=9)),

0.2(67]6(1575) _ 672k(t75)) 00.2(1 _ efk(tfs))Z

or —
Var(ry | Fs) = s 3 + %
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Preuve : Par définition, on a pour s <t

t t
Ty = rs—i-k/ (9—7'u)du+a/ \/Tu dBy,

et en appliquant la formule d’It6

¢ ¢ ¢
2 r2 + Qk/ (0 —ry)rodu + 20/ (ru)*%dB, + o / rydu

t t t
- 7"3—!—(214;94—02)/ rudu—Qk/ ridu+2a/ (r.)*?dB,.

S

En admettant que les intégrales stochastiques qui interviennent dans les égalités ci-dessus sont d’espérance
nulle, on obtient, pour s =0

E(ry) =710+ k (Ht - /Ot E(ru)du> ,
" E(r2) = 12 + (2k6 + o) /Ot B(ra)du — 2k /Ot E(2)du.

Soit ®(t) = E(r:). En résolvant I’équation ®(t) = ro + k(0t — fg ®(u)du) qui se transforme en 1’équation
différentielle ®'(t) = k(6 — ®(t)) et ®(0) = o, on obtient

E[r(t)] = 0 + (ro — 0)e™".

De la méme facon, on introduit ¥ (t) = E(r?) et en résolvant W'(t) = (2k0 +02)®(t) —2kV¥(t), on calcule
2
1%

’ (1 — e ) rge ™ + g(l —e k.

L’espérance et la variance conditionnelle de r s’obtiennent en appliquant la propriété de Markov :

Var [ry] =

E(ry|Fs) = 0+ (rs — H)efk(tfs) = e k=) 4 01 — efkt(tfs))’

2(,—k(t—s) _ ,—2k(t—s) 002(1 — —k(t—s))2
Var(r, | 22) = ra T — ) . 8o o L

On va utiliser les méthodes du chapitre précédent pour calculer (exp — ftT Ty du L?t) .

Calcul du prix d’un zéro-coupon

Proposition 5.17 Soit
d’f’t = a(b - Tt)dt + U\/EdBt.

T
E (exp—/ Tu du|ﬁt> = G(t,1t)
t

G(t,z) = (T —t) exp[—z V(T — t)]

Alors

avec

2ab
2(e7* — 1) ( Zyerts ) P a2 oo
U(s) = , D(s) = , =a” 4+ 2p°.
O = rae Tz "W \Ggrae —nry) 7 g

Preuve : Soit r®t la solution de

dret = a(b—r®Y)ds + p\/r9tdB,, 17t ==

et R, = exp (— fts rot du). La propriété de Markov implique qu’il existe G telle que

exp (—/ rﬁ’t du|ﬂ}) =G(t, )
t
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On admet que G est de classe C12. On applique la formule d’Ttd & G(s,7%*) R’ qui est une martingale.
Il vient

2
% + 027"“—6 G)(s,rs)ds + Mp — M,

z,t\ pt 4 t x,t oG z,t 1
G(T,r7" )Ry =G(t,x) + t R (—r¥ G—&—E—i—a(b—rs’ )6x 30T 5

ou M, est une intégrale stochastique. Si I'on choisit G telle que
G+—(9 +alb—x)— + =5 =0 (5.15)
—x a(b—x —o‘x = .
x 2

et G(T,z) = 1,Vz, il vient
Ry = RyG(t, 1) + My — My,

T
ou M est une martingale. En particulier, F (exp (—/ rsds>> = E(Rr) = RoG(0,x). En se placant
0

E (exp (- /t g du> ) Gt )

11 reste & calculer la solution de 1’équation aux dérivées partielles (5.15). Un calcul assez long montre
que

entre t et T', on obtient

G(t,x) = ®(T — t) exp|—a V(T — t)]

avec
2ab
2e¥s — 1 2velrt+a)3 2
(y+a)(ers—1)+2y (v+a)(e® —1)+2y
v = a?+202.

Si 'on note P(t,T) le prix du zero-coupon associé,
P(t,T) = ®(T —t) exp[—r (T — t)]

on montre que

dP(t,T) = B(t,T) (ridt + o(T — t,r)dBy)
avec o(u,r) = oW (u)\/r.



Chapitre 6

Changement de probabilité -
Théoreme de Girsanov

Avec la formule d’'Ito, le théoreme de Girsanov est ’outil fondamental du calcul stochastique. Il
décrit comment changer de fagon absolument continue la loi de certains processus. Plus précisément,
on consideére un processus {X;, ¢ > 0} défini sur un espace de probabilité (2, #, %, P) et on perturbe
la mesure P & l'aide d’une (.%;)-martingale exponentielle. On obtient alors une nouvelle mesure de
probabilité @Q, sous laquelle le processus X suit une autre loi, qu'il aurait pu étre délicat d’étudier
directement. On étudie alors cette loi en revenant sous la mesure P avec la martingale exponentielle.
Les applications de cette méthode sont multiples, aussi bien en Finance que pour le mouvement brownien
proprement dit.

6.1 Généralités

Soit (2, #,P) un espace probabilisé et Z une v.a. % -mesurable positive d’espérance 1. On définit une
nouvelle probabilité Q sur .# par Q(A) = E(Z14) . On a, pour toute v.a. Q intégrable Eq(X) = Ep(ZX).
Si’espace de probabilité est muni d’une filtration, et si Z est une v.a. Z#r-mesurable positive d’espérance
1, on définit Q sur Fr par Q(A) = E(Zr14). La probabilité Q est équivalente a P sur .Fp si Zp est
stricte positivité. Enfin, pour tout ¢t < T et tout A € .%; on a

Qr[A] = Ep[Ep [Z7 | F]| 14] = Ep[Z:14],

en posant Z; = Ep [Z7 | F4] et
dQLgt - th]P)L@t .

Lemme 6.1 Soit {M;, t > 0} un processus. C’est une (Fy)-martingale sous Q si et seulement si le
processus t — Z; My est une (F;)-martingale sous P.

Preuve : Supposons que M soit une Q-martingale. Pour tout s <t < T et tout A € F, on a
Ep [Z, M1 4] = Eg[M4] = Eg[M,14] = Ep[Z,M,14]

et 'on en déduit que ZM est une P-martingale. La réciproque se démontre de la méme fagon.

6.2 La formule de Cameron-Martin

Avant de passer a cette formule qui est de type fonctionnel, donnons un exemple en dimension finie.
Soient (X1, ..., X,) des variables gaussiennes centrées réduites indépendantes, construites sur un méme
espace de probabilité (2, #,P). Pour tout (u1,...,u,) € R on calcule

E [eXp zn: i X
=1

n

n 2 n
= I Elexp X)) = H exp B} = eXp% [Zu?] :

=1

67
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ce qui entraine que
2
3

E leXPZ (MiXi - % ] = L
i=1

Ainsi, on peut définir une nouvelle probabilité Q sur (2, %) en posant

2(w) = expi (mxi) - 22

et Q(dw) = Z(w)P(dw), autrement dit
QU] = Eelz1) = [ Z()P(a)

pour tout A € %. La mesure Q est bien une probabilité sur (2, %) puisque Ep [Z] = 1 et que L est
strictement positive. De plus, comme p.s. Z > 0, les probabilités P et Q sont équivalentes, au sens ou

P[A] = 0 <= Q[A4] = 0

pour tout A € .%#. La variable Z désigne la densité de P par rapport a Q, telle qu’elle est avait été
donnée au chapitre 1 par le théoreme de Radon-Nikodym. On cherche maintenant a savoir quelle est la
loi du n-uple (Xi,...,X,,) sous cette nouvelle probabilité Q. Pour cela on écrit

QX: €dzy,..., Xn €day) = exim(mmi—mi/2)p(x, € dzy,..., X, € day)

n

22
= (2n) "2 i (sl = NI F gy - da
@) 2 emr Xin @)’ gy dyy,

et 'on en déduit que sous Q,
(Xla s ?X’I’L) ~ ’/V(M)Id)a

ou p = (/"Ll""7l’[/n)'

La formule de Cameron-Martin obéit au méme principe de changement de probabilité, sauf que celui-
ci a lieu sur l'espace des fonctions continues et donc en dimension infinie. On se donne {W;, t > 0}
un mouvement brownien sur (2, .#,P), et on note {9}”/, t> 0} sa filtration naturelle complétée. Pour

tout m € R, on sait que le processus

m2t
2

t — Z" = exp{th—

est une (#V)-martingale positive. Remarquons déja I’analogie entre cette martingale Z™ et la variable
Z définie plus haut. On fixe alors un horizon T' > 0 et on construit une nouvelle mesure de probabilité
QI sur (€2, #r) en posant

Q7 [4] = Ep[Z7'14].

La formule de Cameron-Martin spécifie alors la loi de W sous Q7 :

Théoréme 6.2 [Formule de Cameron-Martin]| Sous la mesure QF, le processus

Wit— W, —mt, t<T
est un mouvement brownien.

Preuve : Remarquons d’abord que les tribus .#}V et ﬂtw sont égales pour tout ¢ < 7. On fixe A € R et
on considere le processus

L} = exp | AW, — \2t/2].
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Pour tout s <t < T et tout A € .# on remarque que

Eq [L}a] = Ee [L}Z004] = e [exp | AW, = A2%/2 4+ mW, — m?t/2| 1]

Ep [exp [AW; — Amt — N°t/2 +mW;, — m*t/2] 1.4]
[exp [(A + m) Wy — (A +m)?t/2] 14]

= Ep [eXp[A+mW ()\+m)25/2] ]lA]
L3Z14] = Eq [L214]

7Y)-

ou dans la quatrieme ligne on a utilisé la propriété de (& martingale sous P du processus

t > exp [(A+m)W, — (A +m)?t/2],
puisque W est un Brownien sous P. On en déduit que
Eq [L{ 4] = Eq [L)14]

et ceci signifie que
N gW A
]EQ [Lt |ys } = Ls

pour tout s < t < T, donc que L* est une (egzltw)—martingale~ pour tout A € R. Par le théoreme de
caractérisation de Paul Lévy (théoréme 3.4), ceci signifie que W est un mouvement brownien.
|

6.3 Les deux théoréemes de Girsanov

On se donne & nouveau {W;, ¢ > 0} un mouvement brownien sur (Q,.%,P), et on note {.#V, ¢t > 0}
sa filtration naturelle complétée. Soit {6, ¢t > 0} un bon processus local vérifiant la condition de Novi-
kov. Par les résultats du chapitre précédent, on sait que 'unique solution de 'EDS

t
R / 0.20dW,
0

¢ 1t
7% = exp [/ HSdWS—§/ Hgds] ,

est une (FV)-martingale. Comme précédemment, on fixe un horizon 7' > 0 et on définit la mesure
Q7 (dw) = Zr(w)P(dw)

sur (€, Z), qui est une probabilité équivalente a P sur .#/. La loi de W sous Q% est alors donnée par
le théoreme suivant, lequel peut étre vu comme une généralisation de la formule de Cameron-Martin au
cas 0 £ m :

qui s’écrit

Théoréme 6.3 [Théoréme de Girsanov] Sous la mesure QY., le processus
N ¢
W:t— W, — / Osds, t<T
0

est un mouvement brownien.

Ce théoréme s’avére extrémement utile en pratique. La preuve s’établi de deux fagons. L'une repose sur
le lemme 6.1. On démontre d’abord directement que ZW est une martingale sous IP, de sorte que par
le lemme 6.1, W est une martingale sous Q?p. De plus, le crochet sous P de W vu comme processus

d’It6 est celui de sa partie martingale, donc <W~/>t = t. Mais on a vu que ce crochet était invariant par
changement de probabilité équivalent, et 'on en déduit que sous Q%, W est une martingale continue de
crochet (W), = t, autrement dit un mouvement brownien.

a
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La deuxieme méthode repose sur le théoreme de Girsanov abstrait, d’intérét moins évident a priori,
mais qui reste valable dans un cadre tres général.

Théoréme 6.4 [Théoréme de Girsanov abstrait] Soit P et Q deux mesures de probabilité équivalentes
sur un espace filtré (0, {F, t <T}). On suppose que toutes les (Fi)-martingales sont continues. Alors
sous P il existe L une (F)-martingale continue telle que pour tout t < T et tout A € F,

QIA] = Eplexp[L: — (L):/2] 1 4].
De plus, si M une martingale locale continue sous P, alors le processus
M :t— M, — (ML)
est une martingale locale continue sous Q.

Expliquons d’abord la premiere partie de ce théoreme concernant l’existence de la martingale L. Elle
repose sur le théoreme de Radon-Nikodym, qui assure l'existence d’un processus densité {D;, ¢t > 0} de
P par rapport & Q, au sens ou pour tout t < T et tout A € .F,

Q[A] = Ep[Dil4].
Comme A € %r, on a aussi
Q[A] = Ep[Drla] = Ep[Ep [Dr|F]14]

de sorte, par identification, que

D, = Ep[Dr|Z]
pour tout ¢ < T. On en déduit que D est une martingale Ul continue sous P. De plus elle est stricte-
ment positive, par équivalence entre P et Q. On peut alors (on peut effectivement définir une intégrale
stochastique par rapport & une martingale continue) définir le processus

t
dD
Lt = 10gD0 + ) Dis
et on applique la formule d’It6 a
t 1/t 1 [t
R, = exp|Li— (L):/2] = Do + / R, dL, — 5/ R.d(L), + 5/ R.d(L),
0 0 0

t
= Dy + / R, dL,.
0

Mais par définition de L, on a aussi

t
Dt = .DO + / Ddesv
0
de sorte que D et R sont solutions fortes de la méme EDS. Par unicité, on en déduit que R = D, d’ou
Dt = exp [Lt — <L>t/2} .
Ceci entraine finalement que pour tout ¢t < T et tout A € F,

Q[A] = Eplexp [Ly — (L)1/2] 14] -
O

On voit enfin facilement comment le théoréme 6.4 entraine le théoreme 6.3. La martingale L du théoreme

6.4 est ici ]
L, = / 0, dB,
0

t
(B,L); = / 0, ds.
0

Comme B est une martingale locale continue sous P, B est une martingale locale continue sous Qf}.

On démontre comme ci-dessus que son crochet est (B); = t, et 'on en déduit que B est un mouvement
brownien sous QY.

et on a donc

O
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6.4 Théoreme de représentation prévisible

Soit B un mouvement brownien et F sa filtration naturelle, soit .#2 = o(B;, s < t). (il est important
que (FP) soit la filtration naturelle).

6.4.1 Représentation prévisible

Théoréme 6.5 Soit B un mouvement Brownien et (FF) sa filtration naturelle. Soit M une (F[F)-
martingale, telle que sup,<p E[M?] < co. Il existe un unique processus prévisible H vérifiant E(/T HZ%ds) <
o0, tel que ’

t
vVt € [0,T), My = M,y +/ H,dB,.
0
T
Si M est une (F)-martingale locale, il existe un unique processus prévisible H tel que / HS2 < oo et
0

t
Vit Mt:M0+/ H, dB,
0

Preuve : On montre tout d’abord que si F' est une v.a. %, mesurable, de carré intégrable, elle admet
la représentation

F = E(F) +/ H,dB,
0

Pour cela, notant J# ’ensemble de v.a. possédant la propriété de représentation, on montre que 52
est fermé dans L? et contient les v.a. de la forme F = &(f x B)oo avec f = Z)\i]]']ti—hti]’ qui sont

K3
totales dans L2. On en déduit le résultat pour des martingales bornées, puis le cas général par densité

et localisation. O

Remarque 6.6 Ce résultat est important en finance pour exhiber un portefeuille de couverture. On

remarque que d{M, B); = H;dt. Si M est une martingale de la forme f(¢, B;), on trouve H, = f..(t, B)

en appliquant la formule d’It6. Ce théoréme se généralise aux Browniens d-dimensionnels.

Les conditions d’intégrabilité exigées sur H sont importantes. Dudley a montré que pour toute v.a.
T

¢ € Z7 on peut trouver un processus prévisible H tel que ¢ = H,dBg. (le cas ou ( est positif non

nul est important en finance, puisqu’il génére un arbitrage).

Corollaire 6.7 Toutes les (FF)-martingales locales sont continues.

6.5 Applications au mouvement brownien et aux EDS

6.5.1 Calcul d’espérances Exemple 1

Le théoreme de Girsanov permet de calculer diverses espérances de fonctionnelles du mouvement
brownien. Par exemple on peut s’intéresser a

T 1 T
B, ex 0sdB, — = 0%ds
p 2 s
0 0

pour t < T et # fonction déterministe. On effectue un changement de probabilité en posant

t 1t
L; = exp {/ 0sdBs — f/ Qids]
0 2 Jo

t
Ep [BiLr] = Es[BiL] = Eg[B] = Eg [BH— / HSds]
0

t t
= Eg [/ 0, ds] = / 0 ds.
0 0

E

et on calcule
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T 1 T t
By exp 0,dB, — = | 0%ds|| = | 6.ds
2 S
0 0 0

et en faisant en particulier # = 1, que

On en déduit que

E

E[Biexp By = te'/?,

ce qu'il aurait été plus difficile de calculer directement.

6.5.2 Calcul d’espérances Exemple 2

Intéressons-nous maintenant a un autre exemple plus elaboré, le calcul de

I = E[exp [afﬂ B; /O des”

ot B est un brownien issu de a. On pose = = a® et on effectue un changement de probabilité P — P?

avec densité sur .V

dp” 3 B o B> 2
TP - Ly = exp{ (Bf —xz—1t)+ 5 /0 Bsds].

En utilisant la formule d’intégration par parties, on calcule
ﬂQ
L? = exp[ﬂ/ B, dB, +—/ Bgds}
0 0

et on vérifie avec la proposition 5.11 que L? est une martingale sous P. Sous P2, le théoreme 6.3 entraine
que

t
Bt:CL‘l’Wt*ﬁ/BSdS
0

avec W Brownien. Donc B est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck sous PP, et Ion sait alors par le
paragraphe 4.2.1 que B; une v.a. gaussienne d’espérance ae %t et de variance %(1 — €721, On en
déduit que

2t
I =F° {L;lexp— {an—l—ﬂZ/ des” = E° [exp [—an—&-g(Bf—x—t)”.
0

Apres quelques calculs simples et longs, on obtient

I = (cosh Bt + 2asinh Bt/8) "/ p[_m6(1+2acoth5t/g)]

2(coth 5t + 2a/3)

En faisant @ = o = 0 et 3 = v/2), cette formule donne la transformée de Laplace de la norme L? du
Brownien :

t -1/2
E {exp —)\/ B? ds} = (coshVZAt) .
0

Signalons pour terminer que la simplicité de cette formule provient en fait du caractere hilbertien de
L?. Les choses deviennent nettement plus compliquées quand on s’intéresse aux quantités

t
E {exp —)\/ B? ds]
0

avec p # 2.
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6.5.3 Temps de passage du Brownien drifté

On considere W un mouvement Brownien standard issu de 0 et 73 son premier temps de passage au
seuil b :
T, = inf{t> 0, Wy :b}

Au chapitre 3, nous avons vu que la densité de T} est donnée par

|b] {bz}
P|T, € dt| = exp— | —| dt.
[ ] V23 2t
En particulier P[T, < +o00] = 1, ce qui signifie que p.s. le Brownien franchit tout seuil réel en temps

fini. On consideére maintenant

T} = inf{t >0, Wy + ut = b},
premier temps de passage au seuil b du Brownien drifté W# : t — W, + ut, pour u € R. On définit

P*(dw) = exp [uW; — p*t/2] P(dw)

sur V. La formule de Cameron-Martin entraine alors que le processus W(EH) avec W(7 W — = Wi—ut est

un Brownien sous P#, donc que la loi de W sous P* est celle de W* sous P : utiliser que W; = Wt( oy ut
est, sous P* un MB de drift . Ceci permet de calculer la densité de T} en écrivant

P} <t] = P*[Ty, <t] = El[exp [uW; — p°t/2] Lig,<p]
E (11, <} E(exp [uW; — pt/2|.%1,)]]
[exp [MWTb 14 Tb/2] H{Tbgt}]

= " E [exp— [1°T0/2] Lyp, <4y

2
= Mt /75 s/ L et/ ds
0 V2ms3

[, (VR P
0 V2ms3 2s ’

ou dans la deuxieme formule on a utilisé le théoreme d’arrét de Doob. Ceci entraine par dérivation que

b (b ut)*
P[T) e dt] = | exp — { dt.
fed = e T
On peut aussi calculer
P[T} < +o0] = " E [exp— [/ﬂTb/QH = etb=lnbl

de sorte que P [T}' < +oo] = 1si ub > 0 et P[T} < +o00] < 1si pb < 0. Autrement dit, pour tout b < 0,
il existe des trajectoires browniennes driftées vers le haut qui restent toujours au dessus du seuil b. Enfin,
soit par calcul direct avec la densité, soit en utilisant une nouvelle fois la formule de Cameron-Martin,
on peut calculer la transformée de Laplace de T} :

E [exp —AT}'] = exp [,ub — |b] v/ + 2)\} :

Le temps de passage au seuil b du Brownien drifté W# peut aussi étre interprété comme le premier
temps ou la courbe brownienne touche la frontiére donnée par la courbe t — b — ut.

6.5.4 Solutions faibles A’EDS

Le théoreme de Girsanov permet de démontrer I'existence d’une solution faible & des EDS n’admet-
tant pas forcément de solution forte. Considérons par exemple

X = /0 a(Xs)ds + B (6.1)
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ol B est un Brownien réel et a : R — R une fonction bornée. La condition sur a est trop faible pour
pouvoir appliquer le théoréme d’existence lipschitzien, et on peut construire une fonction a telle que (6.1)
n’admette pas de solution forte. En revanche, si on part de I’espace de probabilité (Q, {ftB, t> 0} ,IP’)

et si on pose
t 1 [t
Z; = exp {/ a(Bs)dBs — 7/ GQ(BS)CZS],
0 2 Jo

alors Z est une .#;-martingale sous P, puisque le caractére borné de a entraine
L[ tllal|2, /2
exp |5 [ a (Bs)ds| < e/ < 400
0

pour tout ¢ > 0, de sorte que la condition de Novikov est bien remplie. Le théoréeme de Girsanov entraine
que sous Q% définie par
Q*(dw) = Zi(w)P(dw)

sur .Z P, le processus

t
Wy = By — / a(Bs) ds
0

est un mouvement brownien. Ainsi, sous Q%, le processus B est solution de
t
Xt = Wt + / (Z(Xs) ds
0

qui est précisément ’équation (6.1). On a donc construit une probabilité Q® et un processus (B, W)
tels que W soit un mouvement brownien et B une solution de (6.1) sous Q* : on a donc construit une
solution faible de (6.1). Ce fait met en évidence leffet régularisant du Brownien W dans (6.1), si I'on

songe que 'EDO
t
T = / a(xs)ds
0

n’admet pas de solution en général quand a est seulement supposée bornée. Une extension de ce résultat
a été donnée par Bene§ dans le cas d’un coefficient de diffusion non constant :

Théoréeme 6.8 [Théoréme de Benes| Soit a : R — R une fonction bornée et o : R — R une fonction
globalement lipschitzienne et ne s’annulant pas. Soit B un mouvement brownien réel. L’équation

t t
X, = / a(X,)ds + / o(X.) dB,
0 0
admet une solution faible qui est unique en loi.

Dans ce théoreme, I’hypothese cruciale est que le coefficient de diffusion ne s’annule pas. Elle signifie
que le processus ”diffuse tout le temps”, ce qui permet d’appliquer le théoreme de Girsanov. D’une
maniere générale, les conditions de non-annulation du coefficient de diffusion jouent un réle fondamental
dans I'étude de la régularité des solutions d’EDS, via la théorie du caleul de Malliavin [13].

6.6 Théoreme fondamental de la finance : Probabilité risque
neutre

Une opportunité d’arbitrage est une stratégie d’investissement qui permet, a partir d’'une mise de
fonds initiale nulle, d’obtenir une richesse terminale positive, non nulle. Dans le cas d’un marché ou
sont négociés un actif sans risque, c’est-a-dire d’un actif dont le prix suit la dynamique

dsy = SOttr.dt

et un actif risqué de dynamique
dSt = St(utdt + O'tdBt)
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une stratégie d’investissement est un couple (7°,7) de processus adaptés. La quantité 70S? est le
montant monétaire (positif ou négatif) placé sur l'actif sans risque, m; (positif ou négatif) est le nombre
de parts d’actif financier dont I’agent dispose a la date t. La richesse associée est X; = 79SY + 7,5;. La
stratégie est dite auto-financante si dX; = mYdS? + m;dS; (ne pas confondre avec la formule d’It6). 11
en résulte que

dXt = TXtdt + Wt(dSt - TStdt) .

On généralise immédiatement au cas ou il y a plusieurs actifs risqués.

Définition 6.9 Une probabilité risque neutre est une probabilité Q équivalent da la probabilité P, telle
que les priz des actifs financiers actualisés par Uactif sans risque, soit S’ZSZ)/S? soient des Q-martingales.

Dans le cas ou il y a un seul actif risqué, ceci signifie que

t
S exp (—/ 7‘st> = S;R;
0

est une martingale. On voit immédiatement que si Q existe

t 1 t
dQ|#, = exp </ 0,dBs — 7/ 9§ds>
0 2 0

avec 0, = % est la prime de risque.
Si Q existe, la valeur de tout portefeuille auto-financant (soit X ), actualisée est une martingale.
Dans un modele de prix d’actifs financiers, on doit veiller & ce que le modele ne présente pas
d’opportunités d’arbitrage. Dans un marché comportant un actif sans risque, c’est-a-dire d’un actif
dont le prix suit la dynamique
dSY = Shr.dt

le théoreme fondamental s’énonce
Théoréme 6.10 Le marché est sans arbitrage si et seulement si il existe une probabilité risque-neutre.

Si la probabilité risque neutre est unique, la valeur d’un actif financier H, payé a la date T, est
calculée comme 'espérance sous la probabilité risque neutre du payoff actualisé, soit V; = Eq(H Rr), ol

Ry = fOT rsds. On parle alors de marché complet (cette notion est liée au théoreme de représentation).
Si la probabilité risque neutre n’est pas unique, on parle de marché incomplet. On peut se référer a
I'ouvrage de Bjork ou a celui de Dana.

6.6.1 Changement de numéraire

Il est parfois tres utile d’exprimer les prix en valeur relative par rapport a un autre processus de
prix. numéraire.

Définition 6.11 Un numéraire est un actif financier de priz strictement positif.

Si M est un numéraire (par exemple le prix d’un zéro-coupon) on peut évaluer la valeur V; d’une stratégie
en terme de ce numéraire, soit V;/M;. Il est important de véridfier que les propriétés fondamentales ne
sont pas modifiées :

Proposition 6.12 Supposons qu’il y a d actifs risqués dans le marché, dont les prix (St(i); i=1---.d, t>
0) sont des processus d’Ito, et tels que S est strictement positif. Soit V; = Z?:l 7T§St(z) le valeur du

portefeuille 7, = (wi,i = 1,---,d). Si (m, t > 0) est auto-financant, i.e. si dV, = Z?:l WzdSt(i), et si
lon choisit St(l) comme numéraire, alors

d
avt =" ridsiY

=2

ou Vit = Vi/S{V, s = 87 /s(V.
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Preuve : Nous donnons la preuve pour deux actifs. Soit V' la valeur d’un portefeuille auto-financant
construit sur deux actifs de dynamique S@,i =1,2. Alors

av, = wtdS™M +72dS® = 72dS? + (V; — 728)as /s
= w2dS{® + (V- w25 Y)dstt

On exprime les prix en terme du numéraire S A partir de thSt(l) = V; on obtient
avy = V;rds™® + SMavt + a(sm vy, . (6.2)
Légalité S50 = 8 implique
dSt(2) . St(Z,l)dSt(l) _ Sgl)dsgll) + d<S(1)75(2,1)>t

d’oti en utilisant (6.2)

1
vt = oy (V- v -t sO),)
t
L (2 02 2021 0(1) 1 o()
- W(wtdst — 728V gs® vt s >t)
t

1

s

2
v

= ﬁdet(Zl) + STtl)aKS(QJ)7 5(1)>t _ d(vt, S(1)>t
t

Cette derniere égalité implique d(V?', SM), = 72d(SZV W), d’on dV;! = ﬂdet(z’l) .
|

On associe a un numéraire M le changement de probabilité suivant : Soit @ la probabilité risque
neutre, telle que le processus (M;R;,t > 0) est une Q-martingale. Soit QM défini par QM|z, =
(Mth)QL%n

Proposition 6.13 Soit (X;,t > 0) le priz d’un actif financier et M un numéraire. Le priz de X, dans
le numéraire M, soit (X;/M;,0 <t <T) est une QM -martingale.

. . ., 3 d .
Preuve : Si X est un processus de prix, le processus actualisé X; lef X:R; est une Q-martingale. Il
en résulte que X;/M; est une Q™-martingale si et seulement si (X;/M;)M;R; = R;X; est une Q-
martingale.

O

Le calcul du terme Eg(Sre™ "1 g,>4) qui apparait dans la formule de Black et Scholes est immédiat :
il suffit d’utiliser que, sous @Q le processus M; = S;e™ " /Sy est une martingale strictement positive
d’espérance 1, et de poser dQ = M;dQ

EQ(STB_TTHSTZa) = E@(SOHSTZG)
SO@(ST > a) .

~

Il reste & exprimer la dynamique de S sous Q.
Un changement de numéraire est également tres efficace pour calculer le prix d’une option d’échange,
qui est E((Sh — S2)7).

Un exemple important : Probabilité forward-neutre

La valeur a la date ¢t d’un flux déterministe F' recu a la date T est
T
FP(t,T)= FEQ[exp—/ r(u) du | F).
t

Si ce flux est aléatoire, la valeur a la date ¢ de ce flux est

T
EolF eXp—/t r(w) du | Z).
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Par hypothése A.O.A, le processus R(t)P(t,T) est une Q-martingale, son espérance est constante, égale
a P(0,T).

R(t)P(t,T)
P(0,T)
donc utiliser ¢} comme densité de changement de probabilité. Soit Q7 la mesure de probabilité définie

sur (Q, Zr) par Qr(A) = Eq(¢I'14) pour tout A € ;. Lorsque T est fixé, on notera ¢; = (I

Pour tout T', le processus CtT = est une Q-martingale positive d’espérance 1. On peut

d
Définition 6.14 La probabilité Qr définie sur Fr, par ngQT = ¢! est appelée probabilité forward-
neutre de maturité T.
Avec cette notation R
T
EqQ (F|7:) = Eq(F EI%X

Lorsque 7 est déterministe, Q1 = Q.
La mesure Q7 est la martingale mesure associée au choix du zéro-coupon de maturité T comme
numéraire.
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Chapitre 7

Introduction aux modeles
poissonniens

Avec le mouvement Brownien, le processus de Poisson est I’autre processus fondamental du calcul
stochastique. Une des raisons principales de cette importance est la formule de Lévy-Khintchine, que
nous n’aborderons pas ici, selon laquelle tout P.A.I.S s’écrit comme le mélange d’un Brownien et d’une
certaine intégrale de comptage le long d’un processus de Poisson. Nous renvoyons par exemple au
chapitre introductif de [1] pour plus de détails sur cette formule, d’intérét constant en Finance. Nous
ne traiterons dans ce chapitre que le cas simple des processus de Poisson ponctuels d’intensité finie. Les
distributions exponentielles de parametre A > 0, dont nous rappelons que la densité s’écrit

Tr — )\ei/\w]l{xzo},

y joueront un role central, analogue & celui des distributions gaussiennes pour le Brownien. A la fin
du chapitre, nous donnerons un analogue de la formule d’Itd6 pour le processus de Poisson. En fait, il
s’agit d’une formule de changement de variable entiérement déterministe, et qui ne nécessite aucune
hypothese particuliere sur la fonction f.

7.1 Processus ponctuels sur R
Un processus ponctuel est la donnée d’une suite ordonnée de variables aléatoires positives
O0=Ty<Ti <Th<..<T,<...
qui modélisent les instants d’arrivée (ou les instants de saut) d’un certain phénomene. On fait 'hypothese
que deux instants d’arrivée ne peuvent pas coincider, soit 15,41 # 15, p.s. On suppose aussi que la suite

ne s’accumule pas en un point, autrement dit 75, T +oo p.s. Pour tout ¢ > 1 on note i, =T; — T; 1 le
i-eme délai d’arrivée. On remarque la formule

i=1

Pour tout ¢t > 0 on introduit
Ny = Z Lir, <y

n>1
et on dit que {Ny, t > 0} est le processus de comptage associé a la suite {T},, n > 0} . C’est un processus
a valeurs dans N, qui compte le nombre de sauts ayant eu lieu avant ¢. En connaissant ce processus, on
peut retrouver la suite {T;,, n > 0} grace & I'identification entre événements :
{Nt = n} = {Tn <t< Tn-l-l}-

Cette identification est immédiate en faisant un dessin :

79
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,
5 N —
N fomnmmmemmini e ‘
: —
o
0 T T, T3 Ty 1; Ts Ts

On a aussi trois autres identifications entre événements, toutes également utiles :
{Ne<n} ={T,>t}, {N;>n} = {T, <t} et {Ns<n< N} = {s<T, <t}.

On fera attention que {Ny, ¢t > 0} est un processus continu & droite seulement, et non pas continu.
Dans les événements ci-dessus, le fait que les inégalités soient strictes ou larges n’est donc pas anodin.
Remarquons enfin que N; < +00 p.s. pour tout ¢ > 0. En effet, on a

{Ni<too} = (J{Ni<n} = (UL >t} = lim (T, >1}

n>1 n>1

et le dernier événement est de probabilité 1 puisque T, T +oo p.s. par hypothese.

7.2 L’hypothese de Poisson

Cette hypothese formule une hypothése d’indépendance et de stationnarité sur le processus { Ny, t > 0}
identique a celle du Brownien :

Définition 7.1 Soit {T},, n > 0} un processus ponctuel sur R™. On dit que c¢’est un processus ponctuel
de Poisson (P.P.P) si le processus de comptage associé {Ny, t > 0} est un P.A.LS. Autrement dit, si
FN = 0 {N,, s <t} V AN désigne la filtration naturelle complétée du processus N, alors pour tout
t,s >0 la v.a. Nyys — Ny est indépendante de ftN et a méme loi que Nj.

Le théoréme suivant précise la structure des P.P.P. sur RT. C’est un cas particulier de la formule de
Lévy-Khintchine évoquée dans I'introduction.

Théoréme 7.2 [Théoréme de structure poissonnien] Soit {T}, n > 0} un processus ponctuel de
Poisson sur RT. Alors il existe 0 > 0 tel que pour tout t > 0, la v.a. N; suit la loi de Poisson d’intensité
0t. Autrement dit, pour tout t > 0,k € N,

On dit que 0 est I'intensité du processus {T,,, n > 0}.

Preuve : Rappelons que si X ~ Poisson(\), alors la fonction caractéristique de X est

+o00 I\
E[ux] = Zuk]P’[X:k} = eiAZukﬁ = Al
k=0 k=0 '
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pour tout u €]0, 1]. Par caractérisation, il suffit donc de montrer qu’il existe 8 > 0 tel que
E [uNt] — Otu—1)

pour tout u €]0,1] et ¢ > 0. On pose f;(u) = E [u™*] pour tout u €]0, 1]. C’est une fonction strictement
positive et, par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, continue & droite. Fixons u €]0, 1].
En utilisant 'hypotheése d’indépendance et de stationnarité des accroissements de N;, on remarque que
pour tout t,s > 0,

f@fi) = BB = BB [ue)

= E [uN‘uN”S_N‘} =E [UNHS] = fiys(u).
Ceci entraine que a u fixé, la fonction ¢ — g¢(u) = log(f:(u)) est additive au sens ou

girs(u) = ge(u) + gs(u)

pour tout t,s > 0. Comme elle est continue a droite, un théoréeme d’analyse nous dit qu’il existe un
parametre 6(u) € R tel que g:(u) = t0(u), autrement dit

filu) = e

et il suffit de montrer que 6(u) = (u — 1)f pour un certain § > 0 indépendant de u. Pour cela, on
remarque que

t0(u) _ 1 E Nyl 1
O(u) = tim =L BT
t10 t t10 t

Comme u €]0, 1], on a

t
k=2

et nous allons montrer que le terme de droite tend vers 0 quand ¢ — 0. En effet, pour tout ¢ > 0, on a
I'inclusion entre événements :

U {Vt =0, Njuyye > 2} € {To < Ty +1t}

n>0

la réunion a gauche étant constituée d’événements disjoints par croissance de N;. D’ou

P U {Nnt =0, Npy1ye > 24| = ZP [Nat =0, Nig1ye = 2]
n>0 n>0

- ZP [Nt = 0, Ningaye = N > 2]

n>0
= S PNu= 0PN, > 2]
n>0

n>0
= PN, >2]) O,

n>0
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Comme la série est nécessairement convergente, ceci entraine que 6(0) < 0. On pose alors § = —0(0) > 0
et on trouve

P|J{Nu=0Nps1p>2}| = PN 22 (1-e"),
n>0
d'ont
. P[N; > 2] (11—t
ltlfgf = ltlfg (t) P ngo {Nat =0, Nps1ye > 2}

A

0 <11mP[TQ <11y +t]> =0
10

par croissance de la suite {T},}. Ceci entraine finalement que

o) = (1) (i =) o (g F 2T
— (1)t L P =0)
(u—1) <1th N ezt) )

Il
—
2
|
N
e
=]

pour un certain 6 > 0, ce qui termine la preuve du théoreme.

Comme conséquence de I'indépendance et de la stationnarité des accroissements de IV, on obtient
immédiatement que la loi conditionnelle de la v.a. (N1 — ;) sachant .%#}¥ est la loi de Poisson de
parametre fs, autrement dit que

k
B[N~ Ny = k| 5] = BN, = K] = o (%)

pour tout k£ > 0. On peut aussi calculer la loi de 77 en écrivant
P[Ty >t] = P[N; <1] = P[N,=0] = e %,
ce qui entraine par comparaison des fonctions de répartition que
T, ~ Exp(6).

Enfin, on peut aussi déterminer la loi du délai avant le premier instant de saut de la suite {T},} ayant
lieu apres un instant fixé ¢t. En observant la figure précédente, on constate que ce délai est donné par la
variable

T, 11 —t.

Or, pour tout s > 0,
P[Tn, 41 —t>8] = P[Tn, 11 >t+s] = P[Nyyo=N;] = P[N,=0] = e %

ce qui entraine, de méme, que
d
TNtJrl —t = T1 ~ Exp(&)

Au paragraphe suivant, nous généraliserons ces résultats en calculant la loi de toute la suite {T},, n > 0}.
Exercice 7.3 Soit {T},, n > 1} un processus ponctuel de Poisson et soit N le processus de comptage

associé. Montrer que pour tout ¢ > 0 la loi conditionnelle de T sachant {N; = 1} est la loi uniforme
sur [0, ¢].
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Exercice 7.4 (a) Soient Ry,..., R, des variables uniformes sur [0, {] et indépendantes. Soit Sy, ..., S,
leur réarrangement croissant, au sens ou S; = R, ;) pour tout ¢ = 1...n, o étant une certaine permu-
tation aléatoire de [1,...,n] choisie de telle sorte que

Si < ... < 8,
Montrer que la densité du n-uple (Si,...,S,) s’écrit

n!
f(sla""sn) = 7]1{51<...<sn}-

tﬂ
(b) Soit {T,, n > 1} un processus ponctuel de Poisson et soit N le processus de comptage associé.
Montrer que pour tout ¢ > 0 la loi conditionnelle du n-uple (T4, ...,T),) sachant {N; = n} est la méme
que celle du n-uple (Sy,...,S,) défini précédemment.

7.3 La propriété de Markov forte et ses conséquences

Soit {N;, t > 0} un processus de comptage de Poisson d’intensité 6§ > 0. Par hypothese, c’est un
P.A.LS. au sens ot pour tous s,t > 0, la v.a. Nyys — Ny est indépendante de .#}¥ et a méme loi que
Ng, {ﬂtN , t> 0} désignant la filtration naturelle complétée du processus N. Rappelons qu'un temps
d’arrét T pour cette filtration est une v.a. positive telle que

{T<t} ¢ FN
pour tout t > 0. Si T" est un temps d’arrét, on peut alors définir la o-algebre
Fp = {AeZL | An{T <t} € .Z) pour tout t >0} .

La propriété de Markov forte étend la propriété de P.A.LS. aux (FN)-temps d’arrét. Remarquons que
dans ce cas précis, cette propriété est plus forte que la définition habituelle, puisqu’on a homogénéité
aussi bien dans le temps que dans [’espace.

Théoréme 7.5 Pour tout temps d’arrét T et tout temps déterministe t > 0, la v.a. Npiy — Np est
indépendante de yjjy et a méme loi que Ny.

Preuve : Nous montrons d’abord la propriété quand T prend une quantité dénombrable de valeurs
t1...tp....Soit A € FN . p>1,s1,...,8 > 0etny,...,n, € N. On introduit la notation N! =
Niys — Ny pour tous t,s > 0 et on écrit

P[A, Nl =nj1<i<p] = Y P[AT=t;, Ni=n;1<i<p|
i>1
= Y P[AT=t;, Ns=n;1<i<p|
jz1
= Y P[A T=4t]P [Nl =n;1<i<p
i>1
= ) P[A, T =t]P[N,, =n;,1<i<p|
jz1

= P[A]P[N, =ni, 1 <i<p]

ou dans la troisieme ligne on a utilisé que AN{T =t;} € ﬁt]j et I'indépendance des accroissements de

N, et dans la quatrieme la stationnarité de ces accroissements. Ceci montre que le processus N7 est
indépendant de A et a méme loi que N pour tout A € ﬁz%v , et termine la preuve quand T prend des
valeurs dénombrables. Dans le cas général, on approche T par des nombres dyadiques et on passe a la
limite (nous laissons les détails ou renvoyons au chapitre 1 de [1] pour le lecteur intéressé).

O

Rappelons que la suite {7, n > 1} des délais entre deux instants de saut d’'un P.P.P. est donnée
par la formule 7,, = T,, — T),_1. La propriété de Markov forte va nous permettre de calculer la loi de la
suite de ces délais :
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Corollaire 7.6 La suite {7,,, n > 1} est une suite i.i.d. avec 7 ~ exp(0).

Preuve : Nous avons déja vu que 7, ~ 71 ~ exp(f). Pour montrer que la suite est i.i.d. on écrit, pour
tout n € N et tout ¢t1...t, >0,

Plr>t, 1<i<n] = IP[NE;:O, 1<i<n

ce qui termine la preuve.

O

Comme conséquence de la formule (7.1), on en déduit que si {T,, n > 1} est un processus ponctuel
de Poisson d’intensité 6 > 0, alors pour tout n > 1 T, est la somme de n variables exponentielles
indépendantes de parametre 6 > 0.

7.4 Une formule d’Ito avec sauts

Nous terminons ce chapitre par une courte évocation du calcul stochastique discontinu, via la formule
d’It6 avec sauts. Soit N un processus de comptage de Poisson. Rappelons que la fonction ¢ — N; est une
fonction cadlag, constante par morceaux avec des sauts de taille 1. Soit ¢ — 6; un processus quelconque.
On peut définir 'intégrale stochastique

t
1 = / 0.dN, = > 01,7, <},
0

n>1

ce que l'on va également écrire

Il = 3 0,AN,.

0<s<t

Plus précisément, I? = 0 sur {t < T} } (car N n’a pas varié), I{ = 07, sur {T1 <t < Ty} (car N a sauté
une fois en T} et n’a pas varié ensuite), I? = 07, + 0, sur {Th <t < T3} (car N a sauté une fois en T}
et n’a pas varié, puis une fois en T5 et n’a pas varié ensuite)... etc. Remarquons de plus que si 6 = 1,
on a

Il = Z Ir,<t = Ny

n>1

t
Ny :/st
0

comme il est souhaitable. Soit maintenant f : R — R une fonction mesurable quelconque. On a f(Ny) =
fO)sit < Ty, f(Ny) = f(Np,) si Ty <t <Ts... ce qu’on peut récrire

de sorte que

J(Ny) f(0) + Z (f(Ng,) = f(N1,_,))

=1
= f(0) + > (f(Ny) = f(N,-))

s<t

sur Iévénement {T,, <t < T,,41}. Comme le dernier terme ne dépend pas de n on en peut en déduire
le
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Théoréme 7.7 [Formule d’intégration pour le processus de Poisson] Pour toute fonction f :
R — R mesurable on a

FIND = £0) + D (F(Ny) = f(Ns2))

s<t

On remarque que la preuve de cette formule est beaucoup plus élémentaire que pour le Brownien. De
plus aucune hypotheése particuliere n’est faite sur f. Supposons maintenant que f soit de classe €.
Avec la définition précédente pour l'intégrale, on a

/0 fNCJAN, = Y f(Nr)
> F(N.)AN,

s<t

sur 'événement {T},_1 <t < T,}. Remarquons que le dernier terme ne dépend pas de n. En retranchant
et en ajoutant on en déduit alors le

Théoréme 7.8 [Deuxiéme formule d’intégration pour le processus de Poisson] Pour toute
fonction f: R — R de classe €' on a

FN) = £O) + [ FNsN X (V) = TN - F(V.AN).

s<t

Cette formule est plus compliquée mais son intérét est qu’elle peut se généraliser a une classe plus grande
de processus a sauts, les processus de Lévy, lesquels comportent en général un nombre infini de sauts.
Nous renvoyons & [5] et & [16] pour plus de détails sur ce sujet. Dans le cas plus difficile ol le processus
de Lévy est a variation forte infinie, une vraie théorie de I'intégrale stochastique est nécessaire, et la clé
en est la procédure de retranchement et d’ajout du terme comportant la dérivée vue ci-dessus, laquelle
porte le nom de compensation. Ce mécanisme de compensation joue d’ailleurs un role fondamental dans
toute la théorie générale des processus a sauts, voir [4].

7.5 Des martingales

Proposition 7.9 Pour tout a € R, 5 > —1, pour toute fonction bornée h, les processus suivans sont
des (F;)-martingales :

(Z) My = Ny — )\ta
(ii) M2 — Xt = (N; — Mt)2 — \t,
(7i1)  (a) exp(alNy + M(1 —e®)),

(b)  exp[In(l + B)N, — A3t] = (1 + B)Nee= 5,

(c) exp[/o h(s)dNg —)\/0 (1 —eh(s))ds}

Preuve : Soit s < t. En utilisant I'indépendance des accroissements du PP, on obtient

(i) E(My — M| Fs) = E(N; — Ns) = At —s) =0

(it) B(M? — M2|.#,) = E[(M, — M,2|F.] = B[(N, — Ny + A(t - 5))*|. 3]
E[(Ny — No)?| — M2(t — )2 = \(t — s)

(iii) Elexp(a(Ny — Ng) + A(t — s)(1 — e¥))|-%;s] = 1. Les autres formules sont faciles.

On peut généraliser : si Hest un processus borné (.%;)-prévisible, les processus suivants sont des
martingales

t t t
MtH def / H,dN, — /\/ H.ds = / H,dM, (72)
0 0 0
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i t
yHE (MtH)Q—)\/ H2ds (7.3)
0
t t
zH % oexp (/ Hsts+)\/ (1—eHs)ds> (7.4)
0 0

7.5.1 Exemple de changement de probabilité
Si N est un PP d’intensité A, alors, d’apres la proposition 7.9 (iii,b) avec 8 = 1, le processsus

Lt _ 2Nte—kt — eNt—At H (1 +ANS)6—AN5

0<s<t

d
est une martingale et est solution de dL; = L;_dMj;. Soit Q) la probabilitédéfinie par £| 7, = Ly. Il est

facile de vérifier que
EQ(2Nt) = exp(2Xt(z — 1))

et que le processus N a des A.L sous ). En effet,

Eq (H fﬂivtiﬂ_Nti) Ep (H(Qxi)NtiﬂN‘i e’\t>
i=1

i=1

n
<H e)\(ti+1ti)e)\(ti+1ti)2mi€)\t>

i=1

Il en résulte que N est un Q-processus de Poisson process d’intensité 2.
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