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5.4.1 Norme d’un mouvement Brownien n-dimensionel . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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Chapitre 1

Notions générales de probabilités

Dans ce chapitre introductif nous rassemblons les notions basiques de théorie des probabilités qui
seront utilisées dans la suite du cours. Nous renvoyons aux ouvrages [7] [9] ou encore [24] pour les
démonstrations non écrites ici, et aussi pour de plus amples informations. Ici comme dans les chapitres
suivants, la plupart des exercices (dont les plus difficiles sont marqués d’un *) sont corrigés dans [8] ou
dans [22].

1.1 Espace probabilisé

On considère un ensemble abstrait quelconque Ω, qui modélise le caractère aléatoire d’un certain
phénomène et portera dans la suite le nom d’ensemble fondamental, ou d’espace des chances. On note
P(Ω) l’ensemble des parties de Ω. Rappelons que si Card Ω = n, alors Card P(Ω) = 2n. Par exemple
si Ω = {1, 2, 3}, alors

P(Ω) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, Ω}.
Remarquons que P(Ω) contient toujours Ω et ∅. Quand Ω est fini ou dénombrable, l’ensemble P(Ω)
décrit les événements aléatoires associés à l’expérience considérée. Quand Ω est infini non-dénombrable
(ce sera le cas la plupart du temps), l’ensemble P(Ω) est parfois trop gros pour pouvoir étudier
mathématiquement la probabilité de ces événements. On a alors recours à la notion de tribu :

Définition 1.1 Une tribu ou σ-algèbre F sur Ω est un sous-ensemble de P(Ω) contenant Ω et vérifiant
les propriétés suivantes :
• A ∈ F =⇒ Ac ∈ F (stabilité par passage au complémentaire).
• A1, . . . , An, . . . ∈ F =⇒ (A1 ∩ . . . ∩An ∩ . . .) ∈ F (stabilité par intersection dénombrable).

Il faut comprendre une tribu comme la quantité d’information associée à une certaine expérience
aléatoire. Remarquons qu’une tribu contient forcément ∅ et reste stable par intersection dénombrable,
du fait de la première loi de Morgan :

(
+∞⋃

i=1

Ai

)c

=
+∞⋂

i=1

Ac
i .

Les exemples les plus simples de tribus sur Ω sont {∅, Ω} (tribu triviale), P(Ω) (tribu maximale), ou
{∅, A, Ac, Ω} pour un certain A ⊂ Ω (tribu engendrée par A). Quand F est une tribu sur Ω, on dit
que (Ω,F ) est un espace mesurable. Une sous-tribu de F est une tribu G incluse dans F , au sens où
A ∈ G ⇒ A ∈ F . On montre très facilement la

Proposition 1.2 Toute intersection de tribus sur Ω est une tribu sur Ω.

Remarquons que cette propriété est fausse pour la réunion : une réunion de tribus n’est pas forcément
une tribu. Par exemple si A1, A2 ⊂ Ω, alors F1 = {∅, A1, A

c
1,Ω} et F2 = {∅, A2, A

c
2, Ω} sont des tribus,

mais pas F1∪F2 en général, par exemple si A1∩A2 6∈ F1∪F2. La définition suivante est fondamentale :

Définition 1.3 Soit A une partie quelconque de P(Ω). On appelle tribu engendrée par A et on note
σ(A ) l’intersection de toutes les tribus contenant A .

5



6 CHAPITRE 1. NOTIONS GÉNÉRALES DE PROBABILITÉS

Si F1 et F2 sont deux tribus, on note F1 ∨F2 la tribu engendrée par F1 ∪F2. C’est la plus petite
tribu contenant les deux tribus F1 ∪F2. Remarquons que σ(A ) est toujours bien défini comme tribu :
P(Ω) est une tribu contenant A et l’intersection d’une famille quelconque de tribus est une tribu.
Cependant, il est en général difficile (voire impossible) de décrire σ(A ) plus précisement, sauf quand
A est un ensemble fini. Un exemple important est le suivant :

Définition 1.4 On appelle tribu des Boréliens de R et on note B(R) (ou B quand aucune ambigüıté
n’est possible) la tribu engendrée par les intervalles ouverts ]a, b[, a > b ∈ R.

Dans la définition on aurait évidemment pu remplacer ”ouvert”par ”fermé” ou ”ouvert à droite fermé à
gauche”...etc, vues les propriétés de stabilité des tribus. Soulignons qu’il est possible (mais difficile, voir
[14]) de construire des sous ensembles de R qui ne sont pas des Boréliens, autrement dit B(R) (P(R).

Définition 1.5 Soit (Ω,F ) et (E, E ) deux espaces mesurables. Une application f : Ω → E est dite
(F , E ) mesurable (ou mesurable lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté) si f−1(A) ∈ F pour tout A ∈ E , où
l’on a noté

f−1(A) = {ω ∈ Ω |f(ω) ∈ A}.
Une fonction f : R → R est dite borélienne si elle est (B(R),B(R))-mesurable, autrement dit si
f−1(A) ∈ B(R) pour tout A ∈ B(R). Par construction des Boréliens, il suffit que cette propriété soit
vérifiée pour les intervalles ouverts A. En particulier, les fonctions continues sont boréliennes, puisque
l’image réciproque d’un intervalle ouvert par une fonction continue est une réunion d’intervalles ouverts,
donc un Borélien.

Définition 1.6 Soit (Ω, F ) un espace mesurable. Une variable aléatoire réelle (v.a.r.) X est une ap-
plication mesurable de (Ω,F ) dans (R, B(R)).

L’exemple fondamental de variable aléatoire est la fonction indicatrice d’un ensemble A ∈ F :

11A : ω 7→
{

1 si ω ∈ A
0 sinon.

Remarquons que les variables aléatoires réelles sont stables par composition avec les fonctions boréliennes :
si X est une v.a.r. G -mesurable et f une fonction borélienne, alors f(X) est une v.a.r. G -mesurable. Les
v.a.r. peuvent être approchées en limite croissante simple par des v.a.r. ”en escalier” qui sont du type

n∑

i=1

ai11Ai

avec Ai ∈ G . L’espace (R,B) est l’exemple plus simple d’espace d’état associé à une variable aléatoire.
On peut cependant définir des v.a. sur des espaces plus gros, comme C (R,R), l’espace des fonctions
continues de R dans R, muni de sa tribu des Boréliens B(C (R,R)). Cette dernière est la tribu engendrée
par les polynômes. Une v.a. à valeurs dans C (R,R) portera le nom de processus.

Définition 1.7 La tribu engendrée par une variable aléatoire X définie sur (Ω,F ) est l’ensemble
σ(X) =

{
X−1(A), A ∈ B(R)

}
.

On vérifie que σ(X) est une tribu contenue dans F : c’est la plus petite tribu sur Ω rendant X mesurable.
Si G est une sous-tribu de F , alors une v.a.r. X est G -mesurable si σ(X) ⊂ G . On a la

Proposition 1.8 Soit X une v.a.r. et Y une v.a.r. σ(X)-mesurable. Alors il existe une fonction
borélienne f : R 7→ R telle que Y = f(X).

Nous introduisons maintenant la définition centrale de ce chapitre :

Définition 1.9 Soit (Ω,F ) un espace mesurable. Une probabilité sur (Ω, F ) est une application P de
F dans [0, 1] telle que
• P [Ω] = 1
• Si A1 . . . An . . . sont des parties de F deux à deux disjointes, alors

P

[ ∞⋃
n=0

An

]
=

∞∑
n=0

P [An] .
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La deuxième propriété porte le nom de σ-additivité. On utilise souvent l’écriture avec les fonctions
indicatrices :

P[A] =
∫

A

dP =
∫

Ω

11AdP.

Un espace mesurable (Ω, F ) muni d’une probabilité P s’écrit (Ω,F ,P) et on parle alors d’espace de
probabilité ou d’espace probabilisé. On démontre aisément les propriétés suivantes :
(a) P[A] + P[Ac] = 1 pour tout A ∈ F .
(b) A ⊂ B =⇒ P[A] ≤ P[B]
(c) P[A ∪B] + P[A ∩B] = P[A] + P[B] pour tout A,B ∈ F .
(d) Si les An forment une suite croissante (resp. décroissante) d’éléments de F , c’est-à-dire si An ⊂ An+1

(resp. An ⊃ An+1), et si A = ∪nAn (resp. A = ∩nAn) alors P[An] → P[A] quand n ↑ +∞.

Exercice 1.10 (a) Montrer la généralisation suivante (connue sous le nom de Formule de Poincaré) de
la propriété (c) : pour tout A1 . . . An ∈ F ,

P

[
n⋃

i=1

Ai

]
=

n∑

k=1

(−1)k+1
∑

1≤i1<...<ik≤n

P [Ai1 ∩ . . . Aik
] .

Sur une table reposent n lettres distinctes correspondant à n enveloppes. Un postier est chargé de
cacheter les lettres. Calculer la probabilité qu’aucune lettre ne soit dans la bonne enveloppe.1 Quelle
est la limite de cette probabilité quand n ↑ +∞ ?
(b)* Montrer le principe d’inclusion-exclusion : pour tout A1 . . . An ∈ F et pour tout p ∈ [1, . . . , n],

(−1)p


P

[
n⋃

i=1

Ai

]
−




p∑

k=1

(−1)k+1
∑

1≤i1<...<ik≤n

P [Ai1 ∩ . . . Aik
]





 ≥ 0.

(c)* Montrer l’inégalité de Kounias : pour tout A1 . . . An ∈ F

P

[
n⋃

i=1

Ai

]
≥

(
n∑

i=1

P[Ai]

)
− max

k=1...n


∑

j 6=k

P [Aj ∩Ak]


 .

En quoi cette inégalité est-elle plus forte que le principe d’inclusion-exclusion pour p = 2?

Le théorème suivant est souvent utile pour identifier deux mesures de probabilité :

Théorème 1.11 [Théorème de classe monotone] Soient P et Q deux probabilités sur l’espace me-
surable (Ω,F ). Soit C ⊂ F une famille stable par intersection finie et engendrant F . Si P[A] = Q[A]
pour tout A ∈ C , alors P = Q.

On prendra soin, pour appliquer ce théorème, de vérifier la stabilité par intersection de C , c’est-à-dire
de montrer que si C1 ∈ C , C2 ∈ C , alors C1 ∩ C2 ∈ C . Les intervalles ouverts ou fermés forment un
exemple de famille C sur la tribu des Boréliens. Le théorème de classe monotone permet de montrer
l’unicité de la mesure de Lebesgue sur [0, 1], qui est définie comme l’unique mesure de probabilité λ
sur B([0, 1]) telle que λ(]a, b[) = b − a pour tout a < b. L’existence de la mesure de Lebesgue est un
problème délicat pour lequel nous renvoyons à [14].

Définition 1.12 Soit (Ω, F ,P) un espace de probabilité. Un ensemble A ∈ F est dit négligeable pour
P si P[A] = 0.

Par exemple les singletons {x} sont négligeables dans [0, 1] pour la mesure de Lebesgue (on dit alors
que cette dernière ne charge pas les points). Par σ-additivité, une réunion dénombrable d’ensembles
négligeables est négligeable, mais pas forcément une réunion non dénombrable. On dit qu’une propriété
est vraie presque sûrement (p.s.) si elle est vraie en dehors d’un ensemble négligeable. Un espace (Ω, F ,P)
est dit complet si F contient tous les ensembles G (dits négligeables au sens large) tels que inf{P[F ] :
F ∈ F , G ⊂ F} = 0. Partant d’un espace de probabilité donné (Ω, F ,P), il est toujours possible de le
compléter en considérant F ′ = σ(F , N ) où N est l’ensemble des négligeables au sens large pour P.

1Ce problème est également connu sous le nom de problème des échangistes.
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Définition 1.13 Soit X une v.a.r. définie sur (Ω,F ,P). La loi de X est la probabilité PX sur (R,B(R))
définie comme mesure-image de P par X : pour tout A ∈ B(R),

PX(A) = P[X ∈ A] = P [{ω ∈ Ω / X(ω) ∈ A}] .
En particulier, comme B(R) = σ {]−∞, x] / x ∈ R} , on voit par classe monotone que la loi de X est
caractérisée par les quantités FX(x) = P[X ≤ x]. On appelle FX la fonction de répartition de X. On
utilisera souvent la remarque élémentaire suivante : si X et Y sont deux v.a.r. telles que P[X ≤ a] =
P[Y ≤ a] pour tout a ∈ R, alors X et Y ont même loi, ce que l’on notera

X
d= Y.

Attention : l’égalité en loi n’est pas l’égalité presque sûre. Par exemple, si X est une variable symétrique
(par exemple une Gaussienne centrée), on a X

d= −X mais ces deux variables ne sont pas égales presque
sûrement. La fonction FX est continue à droite et limitée à gauche (càdlàg), croissante, tend vers 0 en
−∞ et vers 1 en +∞. On a FX(x) = P[X < x] si P[X = x] = 0, autrement dit si PX ne charge pas x.
En particulier, FX est une fonction continue sur R si et seulement si PX ne charge aucun point (on dit
alors que X n’est pas atomique).

Exemple 1.14 La fonction de répartition d’une variable gaussienne centrée réduite X (on notera alors
X ∼ N (0, 1)) est donnée par

FX(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−y2/2 dy.

Ici on a P[X ≤ x] = P[X < x] par propriété de l’intégrale d’une fonction mesurable bornée.

Dans cet exemple, FX est l’intégrale d’une fonction positive fX qu’on appelle la densité de X.
Si X a une densité, alors la fonction FX est continue, mais on prendra garde que la réciproque est
fausse : il existe des variables aléatoires non atomiques et sans densité. La densité fX d’une variable
aléatoire X est la dérivée de la fonction de répartition FX quand cette dérivée existe. On peut alors
écrire P[X ∈ A] =

∫
A

fX(x) dx. En particulier P[X ∈ [a, b]] =
∫ b

a
fX(x)dx. On utilise parfois la notation

différentielle P[X ∈ dx] pour désigner f(x)dx.

1.2 Indépendance, espérance conditionnelle

Définition 1.15 Soit X une v.a.r. telle que
∫

Ω

|X(ω)| dP def
=

∫

R
|x| dPX(x) < +∞.

On définit alors l’espérance de X par

E[X] =
∫

Ω

X(ω) dP =
∫

R
xdPX(x).

Il existe des variables aléatoires qui n’ont pas d’espérance, c’est-à-dire pour lesquelles l’intégrale∫
Ω

X(ω)dP n’a pas de sens. Par exemple la variable ayant pour densité fX(x) = 0 si |x| < 1 et
fX(x) = 1/2x2 si |x| ≥ 1 vérifie

∫

R
|x| dPX(x) =

∫

R∩[−1,1]c
|x| dx

2x2
=

∫ +∞

1

dx

x
= +∞

et donc E[X] n’a pas de sens. On dit que X est intégrable quand on peut définir son espérance, autrement
dit si |X| a une espérance finie. On note L1(Ω, F ,P) (ou L1(Ω) quand il n’y a pas d’ambigüıté) l’ensemble
des v.a. intégrables. De la même façon, on définit

Lp(Ω,F ,P) =
{

X v.a.r. /
∫

R
|x|p dPX(x) < +∞

}

pour tout p ≥ 1 et L∞(Ω,F ,P) = {X v.a.r.∃K/ X(ω) ≤ K < +∞ p.s.} . Comme P est une mesure
finie, on montre aisément la châıne d’inclusions : L∞(Ω) ⊂ . . . ⊂ Lp(Ω) ⊂ . . . ⊂ L1(Ω). L’espace
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L2(Ω, F ) des v.a. de carré intégrable joue un rôle essentiel : c’est un espace de Hilbert, muni du produit
scalaire < X,Y >= E(XY ).
Si Φ : R→ R est une fonction borélienne telle que Φ(X) soit intégrable (ce qui a lieu par exemple si Φ
est bornée, puisque L∞(Ω) ⊂ L1(Ω)), on note

E [Φ(X)] =
∫

Ω

Φ(X)dP =
∫

R
Φ(x)dPX(x).

Dans cette formule, on a vu la loi de Φ(X) comme l’image par Φ de la loi de PX . On peut aussi utiliser
la formule directe

E [Φ(X)] =
∫

R
xdPΦ(X)(x),

mais alors il faut calculer la mesure PΦ(X), ce qui est parfois difficile. La fonction caractéristique ou
transformée de Fourier d’une v.a.r. X, est la fonction

ψX(t) = E[eitX ] =
∫

R
eitxPX(dx).

Elle est toujours définie puisque eitX ∈ L∞, et caractérise la loi de X au sens suivant :

Théorème 1.16 Soient X et Y deux v.a.r. On a l’équivalence

X
d= Y ⇐⇒ ψX(t) = ψY (t) pour tout t ∈ R.

Si la transformée de Fourier ψX(t) appartient à L1(dt), c’est-à-dire si son module est intégrable par
rapport à la mesure de Lebesgue dt, alors X a une densité fX donnée par la formule d’inversion de
Fourier :

fX(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−itxψX(t)dt

Quand X est positive, on peut définir sa transformée de Laplace :

ϕX(λ) = E[e−λX ]

pour tout λ > 0, qui caractérise aussi la loi de X :

Théorème 1.17 Soient X et Y deux v.a.r. positives. On a l’équivalence

X
d= Y ⇐⇒ ϕX(λ) = ϕY (λ) pour tout λ > 0.

Cependant, il n’y a pas de formule d’inversion simple pour les transformées de Laplace comme pour les
transformées de Fourier. Dans certains cas, on peut définir les transformées de Laplace de variables non
nécessairement positives :

Exemple 1.18 Transformée de Laplace d’une v.a. gaussienne : Soit X une variable gaussienne
de loi N (m,σ2), i.e. une v.a.r. de densité donnée par

fX(x) =
1√
2πσ

e−(x−m)2/2σ2
.

On a alors E[eλX ] = e(λm+λ2σ2/2) pour tout λ ∈ R. Réciproquement, si X une v.a.r. ayant cette
transformée de Laplace, alors X ∼ N (m,σ2).

Quand ϕX(λ) est définie sur un voisinage ouvert contenant 0, le principe du prolongement analytique
permet d’écrire ψX(t) = ϕX(it). Ainsi, pour X ∼ N (m,σ2), on a ψX(t) = e(itm−t2σ2/2).

Propriétés de l’espérance. (a) Linéarité : si X, Y sont des v.a.r. intégrables, alors pour tout a, b ∈ R
aX + bY est intégrable et E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ].
(b) Positivité : si X ≤ Y p.s. alors E[X] ≤ E[Y ]. En particulier, si X ≥ 0 p.s. alors E[X] ≥ 0. De plus,
si X ≥ 0 p.s. et si E[X] = 0, alors X = 0 p.s.
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(c) Inégalité de Jensen : si Φ est une fonction convexe et X une v.a.r. telle que Φ(X) est intégrable,
alors

E[Φ(X)] ≥ Φ(E[X]).

En particulier, x 7→ xp, p ≥ 1 et x 7→ ex sont des fonctions convexes et on a E[Xp] ≥ (E[X])p, p ≥ 1
et E[eX ] ≥ eE[X]. En revanche, x 7→ xp, p ∈ [0, 1] et x 7→ log x sont des fonctions concaves (soit l’op-
posé d’une fonction convexe), et on a les inégalités en sens inverse : E[Xp] ≤ (E[X])p, p ∈ [0, 1] et
E[log X] ≤ log(E[X]).

Soit X ∈ L1 ; considérons Xn = X11|X|>n → 0 p.s. quand n ↑ +∞. Comme |Xn| ≤ |X| ∈ L1, le
théorème de convergence dominée de Lebesgue assure que

E[|Xn|] → 0

quand n ↑ +∞. Ceci motive la définition suivante :

Définition 1.19 Une famille {Xi, i ∈ I} de v.a.r. dans L1(Ω) est dite uniformément intégrable (U.I.)
si

sup
i∈I
E[|Xi| 11|Xi|>n] → 0

quand n ↑ +∞.

On vient de voir que E[|Xi| 11|Xi|>n] → 0 quand n ↑ +∞ pour chaque i ∈ I. La subtilité de l’uniforme
intégrabilité vient de ce que l’on demande à cette convergence d’être uniforme sur I. Remarquons
cependant que s’il existe Y ∈ L1(Ω) telle que |Xi| ≤ Y pour tout i ∈ I, alors la famille {Xi, i ∈ I} est
U.I. La notion d’uniforme intégrabilité joue un rôle primordial en théorie des martingales. Venons-en
maintenant à une définition bien connue :

Définition 1.20 Soit (Ω, F ,P) un espace de probabilité. On dit que deux sous-tribus F1 et F2 sont
indépendantes si P[A ∩B] = P[A]P[B] pour tout A ∈ C1 et B ∈ F2. On notera alors F1 ⊥ F2.

Par classe monotone, remarquons que pour que F1 et F2 soient indépendantes, il faut et il suffit que
P[A ∩B] = P[A]P[B] pour tout A ∈ C1 et B ∈ C2, où Ci est une famille stable par intersection finie et
telle que σ(Ci) = Fi, i = 1, 2.

Définition 1.21 Une variable aléatoire X est indépendante d’une sous-tribu G si les tribus σ(X) et
G sont indépendantes. En particulier, deux variables X et Y sont indépendantes si les tribus σ(X) et
σ(Y ) sont indépendantes.

Par théorème de classe monotone, on voit qu’une v.a. X est indépendante de la sous-tribu G si et
seulement si P[A∩ {X ≤ x}] = P[A]P[X ≤ x] pour tout x ∈ R et A ∈ G . Ainsi, deux v.a.r. X et Y sont
indépendantes si et seulement si P[X ≤ x, Y ≤ y] = P[X ≤ x]P[Y ≤ y] pour tout x, y ∈ R. Un autre
critère utile est le suivant :

X ⊥ Y ⇐⇒ E[eitXeisY ] = E[eitX ] E[eisY ] pour tout s, t ∈ R.

Si X et Y sont à valeurs positives, on peut considérer les transformées de Laplace au lieu des transformées
de Fourier. Enfin, si X et Y sont des variables indépendantes ayant une densité sur R, alors le couple
(X,Y ) a une densité sur R2 donnée par la formule du produit :

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y).

Définition 1.22 Une famille de sous-tribus {Fi, i ∈ I} est indépendante si toutes les sous-familles
finies le sont, c’est-à-dire si

P [Ai1 ∩ . . . ∩Ain ] =
n∏

k=1

P[Aik
]

pour tout n ≥ 2 et pour tout Aik
∈ Fik

avec ik1 6= ik2 si k1 6= k2.

La définition est identique pour une famille de variables aléatoires. L’exercice suivant (lemme de Borel-
Cantelli) est classique :
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Exercice 1.23 Soit {An, n ≥ 1} une famille d’événements de (Ω, F ,P). On pose

E =
⋂

n≥1


 ⋃

k≥n

Ak


 .

(a) Montrer que si la série de terme général P[An] est convergente, alors P[E] = 0.

(b) Montrer que si la série de terme général P[An] est divergente et que si les An sont mutuellements
indépendants, alors P[E] = 1.

La notion suivante jouera un rôle fondamental dans la suite :

Théorème 1.24 Soit (Ω, F ,P) un espace de probabilité, G une sous-tribu de F et X une v.a.r.
intégrable. Il existe une unique v.a.r. Z G -mesurable telle que

E [X11A] = E [Z11A]

pour tout A ∈ G . On appelle Z l’ espérance conditionnelle de X sachant G et on note Z = E[X | G ]
Elle est caractérisée par

E(XG) = E(ZG), ∀G, v.a. bornéeG -mesurable.

Quand X ∈ L2(Ω), il existe une importante interprétation hilbertienne de l’espérance conditionnelle :
E[X|G ] est la projection de X sur l’espace des v.a. G -mesurables de carré intégrable, c’est-à-dire l’unique
v.a. G mesurable qui minimise E[(X − Y )2] parmi les v.a. Y qui sont G - mesurables. Quand G = σ(Y )
pour une certaine v.a. Y , on note parfois E[X |G ] = E[X |Y ] (espérance conditionnelle sachant Y ).
Le point important est qu’il s’agit d’une variable mesurable par rapport à σ(Y ) et donc une fonction
déterministe de Y : il existe ψ : R→ R borélienne telle que E[X |Y ] = ψ(Y ). En général il est cependant
difficile de calculer ψ explicitement. La caractérisation de E[X |Y ] est la suivante : c’est l’unique v.a.
de la forme ψ(Y ) où ψ est une fonction borélienne (définie PY p.s.) telle que

E[Xϕ(Y )] = E[ψ(Y )ϕ(Y )]

pour toute fonction ϕ borélienne bornée. En plus de la linéarité et de la positivité (analogues à celles
de l’espérance classique), l’espérance conditionnelle possède les propriétés suivantes (les égalités entre
v.a. sont p.s.) :

(a) E[E[X |G ]] = E[X].

(b) Si X est G -mesurable, E[X |G ] = X.

(c) Si X est indépendante de G , E[X |G ] = E[X].

(d) Si G est la tribu triviale, E[X|G ] = E[X].

(e) Si G et H sont deux tribus telles que H ⊂ G , alors E[X |H ] = E[E[X |G ] |H ] = E[E[X |H ] |G ]
(propriété d’embôıtement).

Si Y est G -mesurable et XY inégrable, E[XY |G ] = Y E[X |G ]

(g) Si X ⊥ Y et si ϕ : R2 → R est une fonction borélienne bornée, alors E[ϕ(X, Y ) |Y ] = E[ϕ(X, y)]y=Y :
pour calculer E[φ(X, Y ) |Y ], on explicite la fonction Ψ telle que Ψ(y) = E[φ(X, y)], puis on rem-
place y par Y pour obtenir la v.a. Ψ(Y ).

Exercice 1.25 Soit X une variable positive sur (Ω, F ,P) et G une sous-tribu de F . Montrer que p.s.
(a) {E[X|G ] = 0} ⊂ {X = 0} .

(b) {X = +∞} ⊂ {E[X|G ] = +∞} .

Exercice 1.26 * Soit Z ∈ L1(Ω, F ,P).
(a) Montrer que pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que P[A] < δ =⇒ E[|X|11A] < ε.

(b) Soit G = {G ⊂ F} une famille de sous-tribus de F . Déduire du (a) que la famille {E[X|G ], G ∈ G}
est U.I.
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Densité conditionnelle : soit (X,Y ) un couple de v.a.r. ayant une densité f(x, y). Les densités
marginales de X et Y sont données par

fX(x) =
∫

R
f(x, y) dy et fY (y) =

∫

R
f(x, y) dx.

Quand X ⊥ Y on a la formule du produit : f(x, y) = fX(x)fY (y). Quand X et Y ne sont plus
indépendantes, la formule du produit est remplacée par une formule de désintégration : on pose

fX/Y =y(x) =
f(x, y)
fY (y)

si fY (y) 6= 0 et fX/Y =y(x) = 0 si fY (y) 6= 0, et on remarque que nécessairement f(x, y) = fX/Y =y(x)fY (y)
p.s. en (x, y). En effet, si fY (y) = 0, alors f(x, y) = 0 p.s. en x vu que f(x, y) ≥ 0. La fonction fX/Y =y(x)
peut être vue comme la densité conditionnelle de X sachant Y = y. En effet pour toute fonction ψ me-
surable bornée on a∫

R2
ψ(x, y)fY (y)fX/Y =y(x) dxdy = E[ψ(X,Y )] = E[E[ψ(X,Y ) | Y ]]

=
∫

R
fY (y)E[ψ(X, y) | Y ]Y =y dy

d’où l’on déduit ∫

R
ψ(x, y)fX/Y =y(x) dy = E[ψ(X, y) | Y ]Y =y

par identification, ce qui signifie bien que fX/Y =y(x) est la densité conditionnelle de X sachant Y = y.
On peut définir fY/X=x(y), densité conditionnelle de Y sachant X = x, de manière analogue.

1.3 Théorème de Radon-Nikodym

Définition 1.27 Soient P et Q deux probabilités définies sur le même espace (Ω,F ).
(a) On dit que P est absolument continue par rapport à Q et on écrit P ¿ Q si pour tout A ∈ F ,
P[A] = 0 ⇒ Q[A] = 0 (les négligeables pour P sont aussi négligeables pour Q).
(b) On dit que P et Q sont équivalentes et on écrit P ∼ Q si pour tout A ∈ F , P[A] = 0 ⇔ Q[A] = 0
(P et Q ont les mêmes négligeables. )
(c) On dit que P et Q sont étrangères et on écrit P ⊥ Q s’il existe A ∈ F tel que P[A] = 0 et Q[A] = 1.
(A est négligeable pour P et certain pour Q.)

Le théorème suivant, dû à Radon-Nikodym, sera très utile pour comprendre le théorème de Girsanov :

Théorème 1.28 Soient P et Q deux probabilités définies sur le même espace (Ω, F ). Alors P ¿ Q si
et seulement si il existe une variable Z ≥ 0 F -mesurable et d’espérance 1 sous Q telle que pour tout
A ∈ F ,

P [A] = EQ [Z11A] .

On appelle Z la densité de Radon-Nikodym de P par rapport à Q et on écrit formellement dP = ZdQ
ou encore

Z =
dP
dQ

.

Ceci est motivé par l’écriture suivante, pour tout A ∈ F ,

P[A] =
∫

A

dP(ω) =
∫

A

dP
dQ

(ω)dQ(ω) = EQ [Z11A] .

De plus, dans le cas où P ∼ Q, on voit facilement que Z > 0 p.s. et que dQ = Z−1dP.

Exercice 1.29 (a) Soit U une variable de Bernoulli sous P définie par P[U = 0] = 1−p et P[U = 1] = p.
Soit Z la variable positive définie par Z = λU +µ(1−U). Montrer que E[Z] = 1. Si on pose dQ = ZdP,
montrer que Q[U = 1] = λp : sous Q, U est une variable de Bernoulli de paramètre λp.

(b) Soit X une v.a. de loi N (m,σ2) sous P et soit Z = exp[h(X −m)−h2σ2/2]. Si on pose dQ = ZdP,
alors sous Q, X est une v.a. de loi N (m + hσ2, σ2).



1.4. VECTEURS GAUSSIENS 13

1.4 Vecteurs Gaussiens

Les variables gaussiennes N (m,σ2) ont été introduites dans l’exemple 1.18 Leur généralisation sur
Rn conduit à la notion de vecteur gaussien :

Définition 1.30 Soit X = (X1, X2, . . . , Xn) un vecteur aléatoire de Rn. On dit que X est un vecteur
gaussien si pour tout vecteur déterministe u = (u1, . . . , un), la variable aléatoire

(u,X) =
n∑

i=1

uiXi

est une variable gaussienne à valeurs réelles.

Par exemple, si X1, . . . , Xn sont n Gaussiennes indépendantes, on sait que toute combinaison linéaire des
Xi est une Gaussienne (par exemple si X1 ∼ N (m1, σ

2
1), i = 1, 2, et si X1 ⊥ X2, alors u1X1 + u2X2 ∼

N (u1m1 + u2m2, u
2
1σ

2
1 + u2

2σ
2
2)). Donc (X1, . . . , Xn) est un vecteur gaussien.

Mais attention, cette propriété n’est plus vraie en général sans l’hypothèse d’indépendance. Par
exemple si X ∼ N (0, 1), si ε est une variable indépendante de X telle que P[ε = 1] = P[ε = −1] = 1/2
et si Y = εX alors on voit facilement que Y ∼ N (0, 1). Cependant, (X, Y ) n’est pas un vecteur gaussien
puisque X + Y n’est pas une Gaussienne : on voit immédiatement que P[X + Y = 0] = 1/2 et ceci est
impossible pour une loi gaussienne qui est soit concentrée en un seul point, soit absolument continue
(et donc non-atomique).

La loi d’un vecteur gaussien est caractérisée par deux paramètres, comme dans le cas unidimension-
nel :

Théorème 1.31 Soit X = (X1, . . . , Xn) un vecteur gaussien. Il existe un vecteur Γ ∈ Rn et une
matrice (n× n), symétrique positive σ tels que la transformée de Fourier de X est donnée par

E
[
ei(u,X)

]
= exp

[
i(u, Γ)− tuσu/2

]
.

Ce théorème généralise l’exemple 1.18 où l’on avait montré que E
[
eiuX

]
= e(itm−t2σ2/2), soit ΓX = m

et σX = σ2 dans ce cas. On fera attention que m se généralise en un vecteur et σ en une matrice.
L’interprétation de Γ et σ est la suivante : Γ est le vecteur espérance (E[X1], . . . ,E[Xn]) et σ la matrice
de covariance :

σi,j = cov(Xi, Xj) = E[XiXj ] − E[Xi]E[Xj ].

Comme pour le cas unidimensionnel, on note X ∼ N (Γ, σ). Quand Γ = 0 et σ = Id, on dit que X est
un vecteur gaussien centré réduit. La représentation suivante est très utile :

Proposition 1.32 Soit X ∼ N (Γ, σ). Alors on peut écrire X = Γ + σY où Y est un vecteur gaussien
centré réduit.

On déduit de cette proposition que la loi de X admet une densité si et seulement si la matrice σ est
inversible. La densité est alors donnée par

f(x1, . . . , xn) =
1

(2π)n/2
√

detσ
exp

[
−1

2
t(x− Γ) σ−1(x− Γ)

]

où l’on a écrit x = (x1, . . . , xn). On voit par cette formule que si σ est une matrice diagonale, alors la
densité du vecteur gaussien est donnée par une formule produit, et donc les composantes de X sont
indépendantes. En particulier, pour un couple gaussien (X, Y ), on a

X ⊥ Y ⇐⇒ cov(X, Y ) = 0,

ce qui se traduit par “orthogonalité et indépendance sont des notions équivalentes”. Attention, cette
propriété est entièrement propre au cadre gaussien.

Exercice 1.33 Soit (X, Y ) est un vecteur gaussien bi-dimensionnel. Montrer qu’il existe α tel que
X − αY est indépendant de X.
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Exercice 1.34 Soit (X, Y ) un vecteur gaussien centré bi-dimensionnel avec E[X2] = E[Y 2] = 1 et
E[XY ] = ρ. On pose S = X − Y et T = X + Y .
(a) Montrer que (S, T ) est un vecteur gaussien et déterminer ses caractéristiques.
(b) On pose W = max(X,Y ). Exprimer W en fonction de S et T et en déduire la densité de W , son
espérance et sa variance. Même question pour Z = min(X,Y ).

Exercice 1.35 Soit X un vecteur gaussien centré réduit sur Rn. Déterminer la loi (appelée loi du
chi-deux à n degrés de liberté) de Zn = X2

1 + . . . + X2
n.

1.5 Convergence de variables aléatoires

On considère, sur un espace de probabilités fixé (Ω,F ,P), une suite de variables aléatoires {Xn, n ≥ 0}
et l’on s’intéresse à la convergence de cette suite. Le caractère aléatoire de la suite met en évidence plu-
sieurs types de convergence :

Convergence presque sûre. Une suite de variables aléatoires Xn converge p.s. vers X si

Xn(ω) → X(ω) quand n →∞,

pour P presque tout ω. Cette notion de convergence dépend du choix de P mais évidemment, si Q ∼ P,
alors Xn → X P p.s. ⇔ Xn → X Q p.s. Rappelons trois théorèmes fondamentaux :

Théorème 1.36 [Théorème de convergence monotone] Soit {Xn, n ≥ 0} une suite croissante
(ou décroissante) de variables aléatoires et soit X = lim Xn p.s. Supposons que X soit intégrable. Alors
E[X] = limE[Xn].

Théorème 1.37 [Théorème de convergence dominée] Soit {Xn, n ≥ 0} une suite de variables
aléatoires convergeant p.s. vers X. Supposons qu’il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que
|Xn| ≤ Y , alors X est intégrable et E[|Xn −X|] → 0 quand n ↑ +∞.

Théorème 1.38 [Loi des grands nombres] Soit {Xn, n ≥ 0} une suite de variables aléatoires équidis-
tribuées, indépendantes, et intégrables. Alors

1
n

n∑

i=1

Xi → E[X1] p.s.

Convergence en probabilité. Une suite {Xn, n ≥ 0} de variables aléatoires converge en probabilité
vers X si

P[|Xn −X| ≥ ε] → 0

quand n → +∞, pour tout ε > 0. Il est immédiat que la convergence presque sûre implique la conver-
gence en probabilité. Réciproquement, on peut montrer avec le lemme de Borel-Cantelli que la conver-
gence en probabilité de Xn vers X implique qu’une sous-suite des Xn converge vers X p.s.

Convergence dans les Lp. Une suite {Xn, n ≥ 0} de variables aléatoires dans Lp converge vers X
dans Lp si

‖Xn −X‖p = E[|Xn −X|p]1/p → 0

quand n →∞. Remarquons que si Xn → X dans Lp, alors E[Xp
n] → E[Xp], mais que la réciproque est

fausse. Si une suite converge dans Lp, alors elle converge en probabilité et en particulier il existe une
sous-suite qui converge p.s. Dans le cas p = 1, la réciproque est donnée par le théorème de convergence
dominée. Remarquons enfin que la convergence dans Lp implique la convergence dans Lq pour tout
q ≤ p.

Convergence en loi. C’est la notion la plus faible, et aussi la plus délicate. Une suite de variables
aléatoires Xn converge en loi vers X si

E[Φ(Xn)] → E[Φ(X)]
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quand n → ∞, pour toute fonction Φ continue bornée. On note cette convergence Xn
d→ X. La

convergence en loi est également définie par la convergence simple des fonctions caractéristiques, au
sens où ΨXn

(t) → ΨX(t) pour tout t. Enfin, si X est une v.a. de fonction de répartition F continue,
et si Xn est une suite de v.a. de fonctions de répartition Fn telles que Fn(x) converge vers F (x) pour
tout x, alors Xn converge en loi vers X et réciproquement. La convergence en probabilité (et donc aussi
la convergence p.s. et la convergence dans les Lp) implique la convergence en loi. Le théorème suivant,
qui affine la loi des grands nombres, est l’un des résultats fondamentaux du calcul des probabilités, qui
souligne le rôle central de la loi gaussienne :

Théorème 1.39 [Théorème Central Limite] Soit {Xn, n ≥ 0} une suite de v.a. équidistribuées,
indépendantes, et de variance finie σ2. Alors

∑n
i=1 Xi − nE[X1]

σ
√

n

d→ N (0, 1).

quand n ↑ +∞.
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Chapitre 2

Martingales et temps d’arrêt

2.1 Généralités sur les processus stochastiques

On commence par introduire une notion mathématique qui joue un rôle central en théorie des
marchés financiers :

Définition 2.1 Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité et {Ft, t ≥ 0} une famille de sous-tribus de F .
On dit que {Ft, t ≥ 0} est une filtration si c’est une famille croissante, au sens où Fs ⊂ Ft si s ≤ t.

Il faut comprendre Ft comme ”l’information au temps t” : plus le temps crôıt (s ≤ t), plus on a
d’informations (Fs ⊂ Ft). Une filtration {Gt, t ≥ 0} est dite plus grosse que {Ft, t ≥ 0} si Ft ⊂ Gt

pour tout t ≥ 0. Une filtration est dite normale si elle vérifie deux propriétés supplémentaires :
• Les négligeables au sens large sont dans tous les Ft au sens où P[A] = 0 ⇒ A ∈ F0.
• La filtration est continue à droite au sens où

FX
t = FX

t+
def
=

⋂
s>t

FX
s .

Si {Ft, t ≥ 0} est une filtration sur un espace de probabilité (Ω, F ,P), on dit que (Ω, F , {Ft, t ≥
0},P) est un espace de probabilité filtré.

Définition 2.2 Soit (Ω,F , {Ft, t ≥ 0},P) est un espace de probabilité filtré. Une famille X = {Xt, t ≥ 0}
de v.a. sur Ω est appelée un processus stochastique. On dit que le processus X est (Ft)-adapté si Xt

est Ft-mesurable pour tout t ≥ 0.

A un processus stochastique X on peut associer sa filtration naturelle complétée
{
FX

t , t ≥ 0
}
, définie

par FX
t = σ(σ(Xs, s ≤ t), N ) où l’on rappelle que N désigne la tribu des négligeables pour P. La tribu

FX
t représente l’information portée par Xs, s ≤ t, et les négligeables. Evidemment, X est un processus

(FX
t )-adapté. On peut montrer que si X a p.s. des trajectoires continues à droite, pourvues de limites

à gauche (càdlàg), en particulier continues, alors la filtration
{
FX

t , t ≥ 0
}

est continue à droite.

Définition 2.3 On dit que deux processus X et Y sont égaux à modification près si P[Xt = Yt] = 1
pour tout t.

Remarquons que si deux processus continus à droite sont égaux à modification près, alors

P[Xt = Yt, ∀ t ≥ 0] = 1.

En effet, comme Q est dénombrable et que l’intersection d’une famille dénombrable d’événements cer-
tains est un événement certain, on voit facilement que

P[Xt = Yt, ∀ t ∈ Q] = 1

si X et Y sont égaux à modification près. De plus, comme Q est dense dans R et X et Y sont continus
à droite, les trajectoires de X et Y sont uniquement déterminées par leurs valeurs sur Q puisque

Xt = lim
tn∈Q↓t

Xtn

pour tout t ≥ 0. On a donc P[Xt = Yt, ∀ t ≥ 0] = 1.

17
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Définition 2.4 On dit que deux processus X et Y sont égaux en loi et on écrit X
d= Y si pour tout

n ∈ N et pour tout (t1, t2, . . . , tn) on a

{Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn
} d= {Yt1 , Yt2 , . . . , Ytn

} .

On dit aussi que X et Y sont des versions l’un de l’autre.

On remarque immédiatement que si X et Y sont continus à droite et modification l’un de l’autre, alors
ils sont égaux en loi. Attention, la réciproque est fausse : en effet, si X est symétrique au sens où
X

d= −X, alors X et −X sont des versions l’un de l’autre mais évidemment P[Xt = −Xt, ∀ t ≥ 0] = 1
si et seulement si X ≡ 0.
Propriétés fonctionnelles. (a) Un processus X est croissant si p.s. t → Xt est une fonction croissante,
c’est-à-dire si Xt(ω) ≤ Xs(ω) pour tout t ≤ s, p.s. De même, on dira qu’un processus est continu à
droite, continu, dérivable, de classe C2... etc si la fonction t 7→ Xt(ω) vérifie p.s. la propriété considérée.
(b) Un processus X est dit à variation finie (V.F.) sur [0, t] si

sup
0≤t0<...<tn≤t

(
n∑

k=0

|Xtk+1 −Xtk
|
)

< +∞.

Cette dernière notion, assez délicate, joue un rôle fondamental en théorie de l’intégration. Elle signifie
que la longueur de la courbe trajectoire de X est localement finie (quand cette longueur est infinie - ce
qui sera le cas pour la courbe brownienne par exemple, on mesure la complexité de la courbe à l’aide des
notions de dimension fractale et de mesure de Hausdorff). En particulier, X est V.F. s’il est dérivable.
Dans le cas réel, on peut montrer que X est V.F. si et seulement si X est la différence de deux processus
croissants.

Processus Gaussiens. Un processus X est appelé un processus gaussien si toute combinaison linéaire
finie de Xt est une variable aléatoire gaussienne, autrement dit si pour tout n ∈ N, t1 . . . tn, a1 . . . an,

n∑

i=1

aiXti

est une variable gaussienne. Un processus gaussien est caractérisé par deux fonctions : sa fonction
espérance t 7→ m(t) = E[Xt] et sa fonction de covariance (s, t) 7→ Γ(s, t) = E[(Xt −m(t))(Xs −m(s))].
La fonction Γ(s, t) est de type positif au sens où pour tout n ∈ N, t1 . . . tn, a1 . . . an

n∑

i,j=1

aiajΓ(ti, tj) ≥ 0.

Théorème 2.5 [Kolmogorov] Soit m : R+ → R une fonction quelconque et Γ : R+ × R+ → R une
fonction symétrique de type positif. Alors il existe un processus gaussien X de fonction espérance m et
de fonction de covariance Γ.

L’espace gaussien engendré par un processus gaussien X est le sous espace de L2(Ω) engendré par les
v.a.r. centrées {Xt − E[Xt], t ≥ 0}, c’est-à-dire le sous-espace formé par les combinaisons linéaires de
ces variables centrées et leurs limites en moyenne quadratique.

Définition 2.6 Un processus est dit stationnaire si {Xt+s, t ≥ 0} d= {Xt, t ≥ 0} pour tout s ∈ R+. En
particulier, tous les Xt ont même loi.

On voit immédiatement qu’un processus gaussien stationnaire est tel que sa fonction espérance est
constante et sa fonction de covariance Γ(s, t) ne dépend que de (s− t).

Théorème 2.7 [Bochner] Soit X un processus gaussien stationnaire. Il existe une unique mesure finie
µ, appelée mesure spectrale associée à X, telle que

Γ(s, t) =
∫

R
cos((t− s)z) µ(dz).
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Exercice 2.8 Montrer que la fonction (s, t) 7→ inf(s, t) est une fonction de type positif sur R+ × R+,
autrement dit que pour tout t1 ≤ . . . ≤ tn et pour tous réels a1 . . . an

n∑

i,j=1

inf(ti, tj)aiaj ≥ 0.

Le processus gaussien centré ayant pour fonction de covariance (s, t) 7→ inf(s, t) est appelé mouvement
brownien.

2.2 Temps d’arrêt

Définition 2.9 Soit (Ω,F , {Ft, t ≥ 0},P) un espace de probabilité filtré. Un temps d’arrêt relativement
à (Ft) est une variable aléatoire τ à valeur dans R+ ∪ {+∞} telle que {τ ≤ t} ∈ Ft pour tout t ∈ R+.

La définition est équivalente à {τ > t} ∈ Ft pour tout t ∈ R+, par stabilité des tribus par passage au
complémentaire. Un temps d’arrêt doit être vu comme un temps aléatoire qui suit l’évolution aléatoire
sous-jacente. La raison pour laquelle l’événement {τ ≤ t} et non l’événement {τ = t} intervient dans la
définition du temps d’arrêt vient du temps discret : relativement à une filtration {Fn, n ≥ 0}, un temps
d’arrêt est plus simplement défini par {τ = n} ∈ Fn pour tout n ∈ N - voir [6] [24]. On voit facilement
que ceci est équivalent à {τ ≤ n} ∈ Fn pour tout n ∈ N. Typiquement, l’événement {τ = t} est de pro-
babilité nulle en temps continu. C’est pourquoi on étend la définition en utilisant les événements {τ ≤ t}.

On voit facilement que si S et T sont des temps d’arrêt, alors S ∧T est un temps d’arrêt. L’exemple
le plus simple de temps d’arrêt est un temps déterministe t0 ≥ 0 : en particulier, si T est un temps
d’arrêt, alors T ∧n est un temps d’arrêt pour tout n ∈ N, propriété très utile dans la suite. Un exemple
plus elaboré et extrémement important de temps d’arrêt est le suivant :

Exemple 2.10 Soit {Xt, t ≥ 0} un processus (Ft)-adapté à valeurs réelles, continu à droite et partant
de 0 (X0 = 0). Pour tout a > 0, le temps aléatoire suivant

Ta = inf {t > 0, Xt > a} ,

appelé premier temps de passage au seuil a, est un (Ft)-temps d’arrêt. En effet, pour tout t > 0, on a
l’identification

{T > t} = {Xs ≤ a, ∀ s ≤ t} = ∩s∈Q+≤t {Xs ≤ a} ,

la deuxième égalité provenant de l’hypothèse cruciale de continuité à droite de X (qui est alors entièrement
déterminé par ses évaluations sur les rationnels). Comme X est (Ft)-adapté et par stabilité des tri-
bus par intersection dénombrable, on voit que l’événement de droite est dans Ft. Remarquons que si
X est continu, on a de plus Ta = inf {t > 0, Xt = a} et XTa(ω)(ω) = a. On montre de même que
Ta = inf {t > 0, Xt < a} est un temps d’arrêt pour tout a < 0. D’une manière générale, on peut mon-
trer que si X est un processus càd et adapté à valeurs dans Rd et si A est un Borélien de Rd, alors
TA = inf {t > 0, Xt ∈ A} (premier temps d’atteinte de A) est un temps d’arrêt. Cette démonstration
repose cependant sur des outils mathématiques de haute distinction - voir par exemple la bibliographie
de [1]. On prendra garde qu’en général, le dernier temps de passage en A : LA = sup {t > 0, Xt ∈ A}
n’est pas un temps d’arrêt, même dans les situations les plus simples.

Définition 2.11 Soit (Ω, F , {Ft, t ≥ 0},P) un espace de probabilité filtré et τ un temps d’arrêt relati-
vement à (Ft). On appelle filtration arrêtée en τ la σ-algèbre

Fτ = {A ∈ F | A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft ∀ t ∈ R+}.

Pour bien comprendre l’intérêt de cette notion, remarquons que τ est toujours Fτ -mesurable : les
Boréliens de R+ étant engendrés par les intervalles du type ]−∞, u], il suffit de montrer que {τ ≤ u} ∈
Fτ . Mais c’est évident car {τ ≤ u} ∩ {τ ≤ t} = ∩{τ ≤ t ∧ u} ∈ Ft∧u ⊂ Ft. De même, on montre la

Proposition 2.12 Si S et T sont des temps d’arrêt tels que p.s. S ≤ T , alors FS ⊂ FT .
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Preuve : Soit A ∈ FS . Montrons que A ∈ FT . Pour tout t ≥ 0 on a A∩{T ≤ t} = A∩{S ≤ t}∩{T ≤ t}
puisque S ≤ T . D’une part {T ≤ t} ∈ Ft puisque T est un temps d’arrêt, d’autre part A∩{S ≤ t} ∈ Ft

puisque A ∈ FS . Donc A ∩ {S ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∈ Ft pour tout t ≥ 0, ce qui est la propriété recherchée.
¤

Une propriété importante, mais plus difficile à démontrer - voir [17] ou [24], est la suivante : soit
X : R+ × Ω 7→ R un processus et T un temps d’arrêt. Rappelons que la v.a. XT est définie par
XT (ω) = X(T (ω), ω). On a la

Proposition 2.13 Si le processus X est càd et adapté, alors la v.a. XT 11{T<+∞} est FT -mesurable.

2.3 Martingales

Pour de plus amples informations sur ce sujet important, la lecture du livre de Williams [24] est
vivement conseillée.

Définition 2.14 Soit (Ω, F , {Ft, t ≥ 0},P) un espace de probabilité filtré et X = {Xt, t ≥ 0} un
processus (Ft)-adapté. On dit que X est une (Ft)-martingale si
• E[|Xt|] < +∞ (autrement dit Xt ∈ L1(Ω)) pour tout t ≥ 0.
• E[Xt |Fs] = Xs pour tout s ≤ t.

On peut en fait définir X sur (Ω, F ,P) sans filtration préalable, en disant que c’est une martingale si
E[|Xt|] < +∞ pour tout t ≥ 0 et E[Xt |FX

s ] = Xs pour tout s ≤ t, où l’on rappelle que
{
FX

t , t ≥ 0
}

est la filtration naturelle de X. Si X est une (Ft)-martingale, alors c’est nécessairement une (FX
t )-

martingale. En effet, on a d’abord FX
u = σ

{
X−1

s (A), A ∈ B(R), s ≤ u
} ⊂ Fu, puisque X est

(Ft)-adapté et donc X−1
s (A) ∈ Fs ⊂ Fu pour tout s ≤ u. D’où

E[Xt |FX
s ] = E[E[Xt |Fs] |FX

s ] = E[Xs |FX
s ] = Xs,

où l’on a successivement utilisé la propriété d’embôıtement de l’espérance conditionnelle, que X est une
(Ft)-martingale, et la mesurabilité de Xs par rapport à FX

s .
La propriété fondamentale (et constamment utilisée en finance) d’une martingale est que pour tout

horizon T > 0, l’ensemble du processus {Xt, t ≤ T} est complètement déterminé par la valeur terminale
XT au sens où Xt = E[XT | Ft] pour tout t ≤ T .

Définition 2.15 Soit {Xt, t ≥ 0} une (Ft)-martingale. On dit que c’est une martingale fermée si il
existe Z ∈ L1(Ω) tel que

Xt = E[Z |Ft]

pour tout t ≥ 0. Autrement dit, l’ensemble du processus est déterminé par une valeur terminale à
l’horizon infini.

On verra plus tard que Z est en fait la limite de Xt quand t ↑ +∞. Le théorème suivant caractérise les
martingales fermées par leur uniforme intégrabilité :

Théorème 2.16 Soit {Xt, t ≥ 0} une Ft-martingale. C’est une martingale fermée si et seulement si
la famille de v.a. {Xt, t ≥ 0} est U.I.

On remarque que dans ce théorème, l’inclusion ({Xt, t ≥ 0} fermée ⇒ {Xt, t ≥ 0} U.I.) est une
conséquence immédiate de l’exercice 1.26 (b). L’inclusion réciproque est plus délicate, voir [24].

Définition 2.17 Soit (Ω, F , {Ft, t ≥ 0},P) un espace de probabilité filtré et X = {Xt, t ≥ 0} un
processus (Ft)-adapté tel que E[|Xt|] < +∞ pour tout t ≥ 0. On dit que X est une (Ft)-sousmartingale
(resp. (Ft)-surmartingale) si E[Xt |Fs] ≥ Xs (resp. E[Xt |Fs] ≤ Xs) pour tout s ≤ t.

Par analogie, on dira qu’une (Ft)-sousmartingale (resp. une (Ft)-surmartingale) est fermée s’il existe
une v.a. Z F -mesurable telle que E[Z |Ft] ≥ Xt (resp. E[Z |Ft] ≤ Xt) pour tout t ≥ 0. Il découle
facilement des définitions qu’une martingale est un processus à espérance constante : E[Xt] = E[Xs] ne
dépend pas de t. Une martingale modélise ainsi un jeu équitable. Une sous-martingale est un processus
à espérance croissante (jeu favorable), une surmartingale un processus à espérance décroissante (jeu
défavorable). La manière la plus simple de construire une sous-martingale et d’ajouter à une martingale
donnée une fonction croissante déterministe. Le théorème suivant, très célèbre, dit que la réciproque est
presque vraie (la fonction croissante est remplacée par un processus aléatoire croissant) :
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Théorème 2.18 [Décomposition de Doob-Meyer] Soit X une sous-martingale relativement à Ft

telle que la famille {XT , T (Ft)-temps d’arrêt borné} est UI. Il existe une (Ft)-martingale M et un
processus croissant (Ft)-adapté A tel que

Xt = Mt + At

pour tout t ≥ 0. De plus, M et A sont uniques à constante additive près.

Par l’inégalité de Jenssen, on voit immédiatement que si X est une (Ft)-martingale, alors le processus
t 7→ X2

t est une (Ft)-sous-martingale. Sous réserve d’UI, la décomposition de Doob-Meyer assure
l’existence d’un unique processus croissant A tel que t 7→ X2

t −At soit une (Ft)-martingale (on peut en
fait se passer de la condition d’UI). On appelle A le crochet de la martingale X et on utilise la notation

At = < X >t

pour tout t ≥ 0. Nous reviendrons sur le crochet des martingales au chapitre 4, où il jouera un rôle très
important en calcul stochastique.

Si T est un temps d’arrêt et M une (Ft)-martingale, le processus Z défini par Zt = Mt∧T est une
(Ft) martingale et E[Mt∧T ] = E[M0].

On énonce maintenant, sans les démontrer, une série de résultats fondamentaux de la théorie des
martingales, essentiellement dûs à J. L. Doob dans les années cinquante.

Théorème 2.19 [Inégalité maximale] Soit X une surmartingale réelle continue. Alors pour tout
t, λ > 0,

P[sup
s≤t

|Xs| ≥ λ] ≤ 3
λ

sup
s≤t

E[|Xs|].

L’intérêt de cette inégalité est de donner une vitesse de convergence (en 1/λ) de la quantité P[sups≤t |Xs| ≥
λ] vers 0 quand λ ↑ +∞. En fait, cette vitesse peut être améliorée quand X est une martingale ayant
des moments d’ordre supérieur grâce au

Théorème 2.20 [Inégalités dans Lp] Soit p ≥ 1 et X une martingale réelle continue telle que
Xt ∈ Lp pour tout t ≥ 0. Alors pour tout t ≥ 0

E[sup
s≤t

|Xs|p] ≤ qp E [|Xt|p]

où q est le nombre conjugué de p : 1/p + 1/q = 1.

Par l’inégalité de Markov, on déduit de ce théorème que si Xt ∈ Lp pour tout t ≥ 0, alors

P[sup
s≤t

|Xs| ≥ λ] = P[sup
s≤t

|Xs|p ≥ λp] ≤ qp

λp
E[|Xt|p].

D’où une meilleure vitesse de convergence, en 1/λp.

Remarque 2.21 Pour appliquer ce théorème il ne suffit pas que Xt ∈ Lp pour un seul t ≥ 0, et la
condition Xt ∈ Lp pour tout t ≥ 0 est nécessaire. En effet, il existe des martingales telles que X1 ∈ Lp

et X2 6∈ Lp pour un p > 1 : prenons par exemple X une v.a. qui soit dans L1 mais pas dans L2, et
considérons une filtration {Ft, t ≥ 0} qui soit triviale pour 0 ≤ t ≤ 1 et égale à σ(X) pour t ≥ 2. La
martingale t 7→ Xt = E[X | Ft] est telle que X1 = cste ∈ L2 et X2 6∈ L2.

Théorème 2.22 [Théorème de convergence des martingales] Soit X une martingale continue.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) X est une martingale fermée par X∞.

(b) X converge p.s. et dans L1 vers X∞.
(c) X est uniformément intégrable.

On prendra garde, dans ce théorème, que la limite de Xt est une variable aléatoire X∞. De plus, il
existe des martingales qui ne sont pas uniformément intégrables, autrement dit qui ne convergent pas.
Un exemple typique de martingale non convergente est le mouvement brownien, que nous verrons au
chapitre suivant. Le théorème suivant est le plus important de cette série pour la finance :
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Théorème 2.23 [Théorème d’arrêt] Soit M une (Ft)-martingale continue et S, T deux temps d’arrêt
tels que S ≤ T p.s. Supposons que M soit uniformément intégrable ou que les temps d’arrêt soient bornés
par une constante finie déterministe K. Alors MT est une v. a. intégrable et

E[MT |FS ] = MS .

Quand les deux temps d’arrêt ne sont pas bornés, l’uniforme intégrabilité de la martingale est une
condition essentielle, comme nous le verrons au chapitre suivant avec le mouvement brownien. Quand
la martingale n’est pas UI, une technique standard consiste à utiliser les temps d’arrêt S ∧ n et T ∧ n
qui sont bornés par n, et faire tendre n vers +∞. Quand la martingale est UI, nous avons vu qu’elle
était fermée par M∞. Le théorème d’arrêt reste alors valable avec des valeurs infinies pour T , au sens
où

E[M∞|FS ] = MS .

La caractérisation des martingales donnée par la proposition suivante est quelquefois utile :

Proposition 2.24 Soit X un processus (Ft)-adapté et intégrable tel que E[Xτ ] = E[X0] pour tout
temps d’arrêt borné τ . Alors le processus X est une martingale.

On prendra garde que la condition E[Xt] = E[X0] pour tout t ≥ 0 n’est pas suffisante pour que X soit
une martingale. Un contre-exemple typique est le processus Xt =

∫ t

0
Mudu, où M est une martingale

d’espérance nulle : X est un processus d’espérance constante (nulle), mais n’est pas une martingale. La
proposition suivante montre enfin que les trajectoires d’une martingale continue non constante sont très
irrégulières :

Proposition 2.25 Si une martingale M continue est un processus à variations finies, alors elle est
constante : Mt = M0 p.s. pour tout t ≥ 0.



Chapitre 3

Le mouvement brownien

3.1 Un peu d’histoire

Avant d’être un objet mathématique rigoureux, le mouvement brownien a été étudié en Botanique,
en Finance, et en Physique. Le botaniste R. Brown observe d’abord vers 1828 le mouvement irrégulier de
particules de pollen en suspension dans l’eau. En 1877, Delsaux explique les changements incessants de
direction de trajectoire par les chocs entre les particules de pollen et les molécules d’eau. Un mouvement
de ce type est alors appelé mouvement au hasard. En 1900, L. Bachelier, en vue d’étudier les cours de
la Bourse de Paris dans sa thèse, met en évidence le caractère markovien du mouvement brownien : la
position d’une particule à l’instant t+s dépend de sa position en t, et ne dépend pas de sa position avant
t. Peu après, vers 1905, A. Einstein détermine la densité de transition du Brownien par l’intermédiaire
de l’équation de la chaleur. La même année, Smoluchowski décrit le mouvement brownien comme une
limite de promenades aléatoires. La première étude mathématique rigoureuse du Brownien est faite par

N. Wiener (1923), qui construit une mesure de probabilités sur l’espace des fonctions continues sous
laquelle le processus canonique est un mouvement Brownien. Des recherches d’une influence considérable
ont ensuite été menées par P. Lévy (1948), lequel s’est intéressé aux propriétés fines des trajectoires
du Brownien. Ces objets ont été developpés par les potentialistes américains à la suite de J. L. Doob,
puis systématisés par les spécialistes de la “Théorie Générale des Processus” de l’école de Strasbourg,
autour de P.-A. Meyer.

3.2 Définitions, constructions, et premières propriétés

Définition 3.1 Soit X = {Xt, t ≥ 0} un processus issu de 0 et à valeurs dans R. On dit que X est un
mouvement brownien s’il vérifie l’une des deux conditions suivantes (équivalentes) :
(a) X est un processus gaussien centré et de fonction de covariance E[XsXt] = s ∧ t.

(b) X est un processus à accroissements indépendants et stationnaires tel que Xt ∼ N (0, t) pour tout
t ≥ 0.

On montre que le MB est à trajectoires continues. Précisons que la propriéte d’indépendance des
accroissements signifie que pour tout s ≤ t, la variable Xt − Xs est indépendante de σ {Xu, u ≤ s},
tribu du passé avant s. La propriété de stationnarité des accroissements signifie simplement que la loi
de Xt − Xs ne dépend que de t − s : pour t ≥ s, Xt − Xs

d= Xt−s. Les processus à accroissements
indépendants et stationnaires (P.A.I.S) portent aussi le nom de processus de Lévy. Leur structure a été
caractérisée dans les années trente successivement par De Finetti, Khintchine et Lévy. Nous reviendrons
plus loin sur ces processus très importants qu’utilisent de plus en plus les financiers mathématiciens.
Contentons-nous pour l’instant de renvoyer aux deux monographes de référence [1], [21] ou encore [20]
pour de plus amples informations.

Comme nous le disions plus haut, la preuve rigoureuse de l’existence du mouvement brownien repose
sur la construction d’une mesure de probabilités sur l’espace des trajectoires, la mesure de Wiener. Plus
précisément, on prend comme espace de probabilités sous-jacent l’espace Ω = C(R+,R) des fonctions
continues de R+ dans R, on note Xt(ω) = ω(t) pour tout t ≥ 0 le processus canonique (ici, ω ∈ Ω
est une fonction), FX

t = σ {Xs, s ≤ t} la filtration canonique et F = F∞. La mesure de Wiener est

23
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une probabilité sur (Ω, F , {FX
t }) sous laquelle X est un mouvement brownien au sens de la définition

précédente. Nous renvoyons par exemple à [11] pour la construction de cette mesure. Signalons au
passage que la construction de Wiener a donné naissance à une axiomatique plus générale, l’axiomatique
de Kolmogorov (1933), laquelle permet de construire une classe beaucoup plus large de processus. Dans
la suite, le mouvement brownien sera souvent noté B (comme Brownien) ou W (comme Wiener). Quand
il sera nécessaire de considérer la mesure de probabilités sur l’espace des trajectoires, nous utiliserons
plutôt la notation X du processus canonique. On peut aussi construire plus simplement le Brownien
comme limite de promenades aléatoires renormalisées :

-

6

0
1 2

1

2

n

Sn

Cette propriété est notamment exploitée pour les simulations. Soit X une v.a. de Bernoulli, i. e. P[X =
1] = P[X = −1] = 1/2 et soit {Xn, n ≥ 0} une suite de v.a. indépendantes et équidistribuées de même
loi que X. On considère Sn = X1 + . . . + Xn la marche aléatoire symétrique simple. On voit facilement
que E[Sn] = 0 et Var [Sn] = n. On procède ensuite à une double renormalisation en temps et en espace
en fixant N et en considérant Uk/N = Sk/

√
N pour k = 0, . . . , N . Remarquons que Uk/N est indexé

par {0, 1/N, . . . , 1}, que E[Uk/N ] = 0 et que Var[Uk/N ] = k/N. On définit ensuite un processus à temps
continu

{
UN

t , t ∈ [0, 1]
}

à partir de Uk/N en imposant à la fonction t → UN
t d’être affine entre k/N et

k + 1/N :
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Pour t = 1 on a

UN
1 =

SN −NE[X1]√
NVar[X1]

,

de sorte que par le Théorème Central Limite, UN
1 → N (0, 1) en loi. De même, on voit que UN

t → N (0, t)
en loi pour tout t ∈ [0, 1]. On peut alors montrer alors que toute la trajectoire du processus UN converge
en loi vers celle du mouvement brownien B. Cette convergence en loi de processus porte aussi le nom
de principe d’invariance de Donsker, et utilise de façon cruciale la notion de tension d’une famille de
lois de probabilités. Nous renvoyons par exemple à [10] pour plus de détails sur ces deux notions.

Etablissons maintenant l’équivalence entre les points (a) et (b) dans la définition du Brownien :
supposons d’abord que (a) soit vraie et fixons r ≤ s < t. On a

E[Xr(Xt −Xs)] = E[XrXt]− E[XrXs] = r ∧ t− r ∧ s = r − r = 0.
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Fig. 3.1 – Trajectoires Browniennes

Donc H = Vect{Xr, r ≤ s} est orthogonal à Xt−Xs dans L2. Mais comme X est un processus gaussien
par hypothèse, ceci entrâıne que σ(H) = σ {Xr, r ≤ s} est indépendante de Xt − Xs, et donc que X
est à accroissements indépendants. Enfin, on sait que Xt−Xs est une gaussienne centrée, et qu’il suffit
donc de calculer sa variance pour déterminer sa loi. Or

Var(Xt −Xs) = E[(Xt −Xs)2] = E[X2
t ]− 2E[XsXt] + E[X2

t ] = t− 2s + s = t− s,

d’où Xt − Xs ∼ N (0, t − s), ce qui montre (b). Réciproquement, supposons que (b) ait lieu. Soient
a1, . . . , an ∈ R et 0 = t0 ≤ t1 < . . . < tn. On peut redécomposer

n∑

i=1

aiXti =
n∑

i=1

(ai + . . . + an)(Xti −Xti−1)

et on voit que le terme de droite est une somme de gaussiennes indépendantes (par indépendance
des accroissements), donc une gaussienne. Ceci entrâıne que X est un processus gaussien, et l’on voit
immédiatement qu’il est centré. Pour calculer sa covariance, on écrit pour tout s ≤ t

E[XsXt] = E[Xs(Xs + Xt −Xs)] = E[X2
s ] + E[Xs(Xt −Xs)] = s + 0 = s = s ∧ t.

¤

Exercice 3.2 * Soit W un mouvement brownien et 0 ≤ r < s < t. Calculer les quantités P[Wr >
0],P[Wr > 0,Ws > 0] et P[Wr > 0,Ws > 0,Wt > 0].

Exercice 3.3 (a) Soit X un processus à accroissements indépendants. Montrer que si E[|Xt|] < +∞
(resp. E[|Xt|2] < +∞), alors le processus X1

t = Xt − E[Xt] (resp. X2
t = X2

t − E[X2
t ]) est une FX

t -
martingale. Montrer aussi que si E[exp θXt] < +∞ pour un certain θ ∈ R, alors

X3
t =

exp θXt

E[exp θXt]
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est une FX
t -martingale.

(b) Après avoir vérifié les hypothèses d’intégrabilité, identifier les processus X1, X2 et X3 dans le cas
du mouvement brownien B : montrer que X1

t = Bt, X
2
t = (Bt)2 − t et que X3

t = exp
[
θBt − θ2t/2

]
.

Le point (b) de l’exercice précédent admet une célèbre (et très utile) réciproque, due à Paul Lévy :

Théorème 3.4 [Théorème de caractérisation de P. Lévy] Soit {Xt, t ≥ 0} un processus continu
issu de 0. Alors X est un mouvement brownien si l’une des deux conditions suivantes est vérifiée :
(a) Les processus X et t 7→ (Xt)2 − t sont des martingales.
(b) Le processus t 7→ exp

[
θXt − θ2t/2

]
est une martingale pour tout θ ∈ R.

Remarque 3.5 Si B1 et B2 sont deux Browniens indépendants, alors le produit B1B2 est une mar-
tingale. On peut le voir de deux façons :
(a) En utilisant le fait que si F ,G sont deux tribus et X,Y sont deux v.a. telles que X ∨F et G sont
indépendantes ainsi que Y ∨ G et F , alors E[XY |F ∨ G ] = E[X|F ]E[Y |G ].
(b) En remarquant que (B1 +B2)/

√
2 est un processus gaussien de covariance t∧ s, donc un Brownien.

Donc (B1
t + B2

t )2/2− t est une martingale, de sorte que B1
t B2

t = ((B1
t + B2

t )2 − t)− ((B1
t )2 − t)/2−

((B2
t )2 − t)/2, différence de trois martingales, est aussi une martingale.

Le théorème suivant, également célèbre, va maintenant permettre de préciser la régularité de la
trajectoire brownienne :

Théorème 3.6 [Lemme de Kolmogorov] Soit {Xt, t ≥ 0} un processus à valeurs dans Rd tel qu’il
existe c, ε, p avec

E [|Xt −Xs|p] ≤ c|t− s|1+ε

pour tous t, s ≥ 0. Alors p.s. les trajectoires de X sont α-Hölder pour tout α ∈]0, ε/p[.

Les démonstrations des théorèmes de Lévy et de Kolmogorov sont par exemple données dans [11] ou
dans [17]. Rappelons qu’une fonction f : R+ → Rd est α-Hölder si

sup
0≤s<t≤T

|f(t)− f(s)|
|t− s|α < +∞

pour tout T ≥ 0. En particulier, on voit que pour tout β ≥ α ≥ 0, f β-Hölder ⇒ f α-Hölder ⇒
f continue, et que f dérivable ⇒ f 1-Hölder. En gros, la α-Hölderianité de f signifie que localement
au voisinage de x0, la courbe de f est comprise entre celle de x 7→ f(x0) + |x − x0|α et celle de
x 7→ f(x0)− |x− x0|α. Pour le Brownien, on calcule

E [|Xt −Xs|p] =
1√

2π(t− s)

∫

R
|x|pe−|x|2/2(t−s) dx

=
(

1√
2π

∫

R
|x|pe−|x|2/2 dx

)
|t− s|p/2 = cp |t− s|1+(p−2)/2

,

de sorte que par le lemme de Kolmogorov, le Brownien est α-Hölder pour tout α ∈]0, 1/2 − 1/p[. En
faisant tendre p → ∞, on voit que le Brownien est α-Hölder pour tout α ∈]0, 1/2[. On peut montrer
que la valeur 1/2 n’est pas atteinte :

sup
0≤s<t≤T

|Xt −Xs|
|t− s|1/2

= +∞

pour tout T ≥ 0. En particulier, la courbe brownienne a la propriété remarquable d’être partout continue
et nulle part dérivable. Signalons qu’il n’est pas évident de construire de telles fonctions sans faire appel
aux probabilités, un exemple célébre étant cependant la fonction de Weierstrass (1889) :

f(t) =
+∞∑

k=1

αk cos βkt,

qui est partout continue et nulle part dérivable dès que αβ > 1 + 3π/2.
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La filtration naturelle de B est FB
t = σ{Bs, s ≤ t} ∨N où N représente la tribu des négligeables

pour P. Comme B est à trajectoires continues, rappelons que
{
FB

t , t ≥ 0
}

est automatiquement càd :

FB
t =

⋂
s>t

FB
s .

Transformations du Brownien. Si {Bt, t ≥ 0} est un mouvement brownien, alors on peut montrer,
en vérifiant leur caractère gaussien et en calculant leur espérance et leur covariance, que les processus
suivants :
(a) t 7→ −Bt (processus symétrique),
(b) t 7→ c−1Bc2t (processus rééchelonné),
(c) t 7→ tB1/t si t 6= 0, t 7→ 0 si t = 0 (processus inversé),
sont aussi des mouvements browniens. Remarquons que le fait que le processus (b) soit un Brownien est
implicite dans la construction par discrétisation en (N−1/2, N−1) vue précédemment. L’invariance du
processus (b) porte aussi le nom d’invariance par Scaling et signifie que le Brownien est un processus
autosimilaire. Une étude exhaustive des processus autosimilaires, assez couramment utilisés en Finance,
est le livre [20]. Venons-en maintenant à d’autres propriétés trajectorielles du Brownien :

Proposition 3.7 Soit {Bt, t ≥ 0} un mouvement brownien. Alors p.s.
(a) lim supt→+∞ t−1/2Bt = lim supt→0 t−1/2Bt = +∞.

(b) lim inft→+∞ t−1/2Bt = lim inft→0 t−1/2Bt = −∞.

(c) limt→+∞ t−1Bt = 0.

Preuve : Pour (a), on considère la v.a.

R = lim sup
t→+∞

t−1/2Bt = lim sup
t→+∞

t−1/2(Bt −Bs)

pour tout s ≥ 0. Par indépendance des accroissements de B, R est indépendante de σ {Bu, u ≤ s}
pour tout s ≥ 0, et donc de σ {Bu, u ≥ 0} en faisant tendre s → ∞. Or R est clairement mesurable
par rapport à σ {Bu, u ≥ 0} , de sorte que R est indépendante d’elle-même, et ceci n’est évidemment
possible que si R est une constante déterministe (loi du tout ou rien). Supposons que R soit finie. Alors
P[t−1/2Bt ≥ R + 1] → 0 quand t → +∞. Mais par scaling,

P[t−1/2Bt ≥ R + 1] = P[B1 ≥ R + 1] 6= 0

pour tout t ≥ 0, de sorte que nécessairement R = +∞. De même, on montre que lim supt→0 t−1/2Bt =
+∞ p.s.

Le point (b) est une conséquence immédiate de la symétrie du Brownien, et le point (c) découle
simplement de la loi des grands nombres.

¤

Cette proposition permet de mesurer grossièrement deux quantités reliées à la courbe brownienne, d’une
part sa vitesse locale en chaque point t0 - qui est plus grande que |t − t0|1/2, d’autre part le volume
qu’elle occupe dans le demi-espace R+×R - qui est plus grand à l’infini que celui délimité par les courbes
t 7→ √

t et t 7→ −√t, mais plus petit que celui délimité par les courbes t 7→ t et t 7→ −t. Une question
naturelle concerne alors la vitesse locale et le taux de croissance exacts du Brownien. La réponse est
donné par le célèbre théorème suivant, dû à Khintchine :

Théorème 3.8 [Loi du logarithme itéré] Soit {Bt, t ≥ 0} un mouvement brownien. Alors p.s.
(a) lim supt→+0 Bt/ψ(t) = 1 et lim inft→0 Bt/ψ(t) = −1,

(b) lim supt→+∞Bt/ϕ(t) = 1 et lim inft→+∞Bt/ϕ(t) = −1,

où l’on a posé ψ(t) =
√

2t log log(1/t) pour tout t < 1/e, et ϕ(t) =
√

2t log log t pour tout t > e.

Remarquons que les fonctions ψ et ϕ ressemblent beaucoup à t 7→ √
t au sens où ψ(t)/t1/2 → +∞, ψ(t)/tα →

0 pour tout α < 1/2 quand t → 0, et ϕ(t)/t1/2 → +∞, ϕ(t)/tα → 0 pour tout α > 1/2 quand t → +∞.
Ainsi, une bonne image déterministe de la courbe brownienne, aussi bien localement que globalement,
sont les fonctions t 7→ √

t et t 7→ −√t. Ceci était d’ailleurs déjà suggéré par la propriété de Scaling vue
précédemment. Le théorème suivant sera utilisé dans la construction de l’intégrale stochastique. Il met
une nouvelle fois en évidence le caractère “quadratique” de la courbe brownienne :
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Théorème 3.9 Fixons t > 0 et posons tj = jt/2n pour tout n ∈ N et j = 0, . . . , 2n. Alors

Zn
t =

2n∑

j=1

|Btj
−Btj−1 |2 → t

quand n →∞, p.s. et dans L2.

Preuve : Remarquons déjà que E[Zn
t ] = t. Pour la convergence dans L2 il faut montrer que E[|Zn

t −t|2] →
0, soit Var[Zn

t ] → 0 ce qui se déduit de

Var[Zn
t ] =

2n∑

j=1

Var[Btj −Btj−1 ]
2 =

2n∑

j=1

2(t/2n)2 = 21−nt2,

où la deuxième égalité vient de ce que si X ∼ N (0, σ2), alors Var X2 = 2σ4. On en déduit d’autre part
que

E

[ ∞∑
n=1

|Zn
t − t|2

]
= t

∞∑
n=1

2−n < ∞,

d’où
∑∞

n=1 |Zn
t − t|2 < ∞ p.s. (une v.a. positive d’espérance finie est finie), de sorte que le terme

général de la série |Zn
t − t|2 converge nécessairement p.s. vers 0.

¤

Le théorème suivant, d’une portée surtout théorique mais fondamentale pour la théorie actuelle des
équations différentielles stochastiques, montre cependant que le choix d’une subdivision non régulière
peut rendre infinie la variation quadratique du Brownien :

Théorème 3.10 [Théorème de la p-variation forte] Pour tout p ≥ 1, soit

V p
t = sup

0=t0≤t1...≤tn=t

(
n∑

i=1

|Bti+1(ω)−Bti(ω)|p
)

la p-variation forte du Brownien sur [0, t]. Alors pour tout t ≥ 0, V p
t = ∞ p.s. ⇔ p ≤ 2.

Il est facile de voir par l’inégalité de Hölder que si p ≥ q, V p
t < ∞ ⇒ V q

t < ∞ pour tout t ≥ 0. En
particulier, le théorème précédent entrâıne que le Brownien n’est pas à un processus à variations finies,
au sens du chapitre 1.

3.3 La propriété de Markov et ses conséquences

La propriété de Markov du Brownien W est ici une conséquence de l’indépendance de ses accrois-
sements : on sait que, pour tout s ≥ 0, le processus {W s

u = Wu+s −Ws, u ≥ 0} est un mouvement
brownien indépendant de FW

s et ceci entrâıne le

Théorème 3.11 [Propriété de Markov simple] Soit W un mouvement brownien. Pour toute fonc-
tion f borélienne bornée et pour tout s ≤ t,

E[f(Wt) |FW
s ] = E[f(Wt) |Ws] =

1√
2π(t− s)

∫

R
f(y) e−(y−Ws)2/2(t−s) dy.

Preuve : On utilise les propriétés élémentaires de l’espérance conditionnelle :

E[f(Wt) |FW
s ] = E[f(Ws + Wt −Ws) |FW

s ] = E[f(x + Wt −Ws)]x=Ws

puisque Ws est FW
s -mesurable et (Wt−Ws) est indépendant de FW

s . Comme (Wt−Ws) ∼ N (0, t−s),
on peut calculer

E[f(x + Wt −Ws)] =
1√

2π(t− s)

∫

R
f(y + y) e−(y)2/2(t−s) dy

=
1√

2π(t− s)

∫

R
f(y) e−(y−x)2/2(t−s) dy.
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¤

Une autre façon de décrire cette propriété est de dire que pour t ≥ s, conditionnellement à FW
s , la v.a.

Wt est de loi gaussienne d’espérance Ws et de variance t− s. Le théorème suivant étend la propriété de
Markov à des temps aléatoires :

Théorème 3.12 [Propriété de Markov forte] Soit W un mouvement brownien et T un (FW
t )-

temps d’arrêt à valeurs finies. Pour toute fonction f borélienne bornée et pour tout t ≥ 0,

E[f(WT+t) |FT ] = E[f(WT+t) |WT ] =
1√
2πt

∫

R
f(x) e−(x−WT )2/2t dx.

En particulier, pour tout temps d’arrêt fini T , le processus
{
WT

t = WT+t −WT , t ≥ 0
}

est un Brownien
indépendant de FW

T .

La propriété de Markov forte est sans conteste l’une des propriétés les plus utiles du Brownien. Une
combinaison de cette propriété avec l’invariance par Scaling et le Théorème d’arrêt forme un cocktail
d’une efficacité rarement démentie, et dont nous verrons quelques exemples par la suite.

Théorie des Fluctuations. Cette théorie concerne la loi jointe du processus bivarié {(Wt, St), t ≥ 0}
où S est le processus (croissant) du supremum unilatère : St = sups≤t Ws. On a vu précédemment
que lim supt→+∞ t−1/2Wt = +∞, ce qui entrâıne clairement que St → +∞ p.s. quand t → +∞. En
particulier, si Ta = inf {t > 0, Wt = a} désigne le temps d’atteinte du Brownien au seuil a > 0, alors
pour tout M > 0, {Ta < M} = {SM > a} et comme P[SM > a] ↑ 1 quand M ↑ +∞, on voit que p.s.
Ta < +∞, autrement dit Ta est un temps d’arrêt fini (attention, Ta n’est pas un temps d’arrêt borné :
en effet E(Ta) = ∞). Le théorème suivant, utilisé en Finance pour évaluer les options barrières, précise
la loi jointe du couple de v.a. (Wt, St) :

Théorème 3.13 [Théorème de Désiré André] Pour tout t, x ≥ 0 et pour tout y ≤ x

P[St ≥ x, Wt ≤ y] = P[Wt ≥ 2x− y].

Preuve : On écrit d’abord

P[St ≥ x,Wt ≤ y] = P[Tx ≤ t,Wt ≤ y] = P[Tx ≤ t, Wt−Tx+Tx −WTx ≤ y −WTx ].

D’une part WTx = x - par continuité de W , d’autre part W x
s = Ws+Tx − WTx est un Brownien

indépendant de FTx (donc de Tx). On en déduit que

P[St ≥ x, Wt ≤ y] = P[Tx ≤ t, W x
t−Tx

≤ y − x] = P[Tx ≤ t, W x
t−Tx

≥ x− y]

où la deuxième égalité vient de la symétrie du processus W x sachant Tx. Mais

P[Tx ≤ t,W x
t−Tx

≥ x− y] = P[Tx ≤ t,Wt − x ≥ x− y] = P[Wt ≥ 2x− y]

où la deuxième égalité vient de l’inclusion {Wt ≥ 2x− y} ⊂ {Tx ≤ t} , laquelle découle immédiatement
de ce que 2x− y ≥ x.

¤

En dérivant par rapport à x puis y, on obtient la densité jointe du couple de v.a. (St,Wt) :

f(St,Wt)(x, y) =
2(2x− y)√

2πt3
e−(2x−y)2/2t11{x≥y,x≥0}

pour tout t ≥ 0. On peut aussi calculer la loi de St, soit en intégrant l’expression précédente par rapport
à y, soit en écrivant pour tout x ≥ 0

P[St ≥ x] = P[St ≥ x,Wt ≥ x] + P[St ≥ x,Wt ≤ x]
= P[Wt ≥ x] + P[Wt ≥ 2x− x]
= 2P[Wt ≥ x] = P[|Wt| ≥ x]
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où la deuxième égalité est une conséquence du théorème de Désiré André et la dernière vient de la
symétrie du Brownien. Par égalité des fonctions de répartition on en déduit alors que

St
d= |Wt|

pour tout t ≥ 0. Ceci permet de calculer simplement la loi de Ta pour a > 0 :

P[Ta ≤ t] = P[St ≥ a] = P[|Wt| ≥ a] = P[W 2
t ≥ a2] = P[tW 2

1 ≥ a2] = P[a2W−2
1 ≤ t]

de sorte que par égalité des fonctions de répartition,

Ta
d=

a2

W 2
1

.

On calcule alors directement la densité

fTa
(t) =

a√
2πt3

e−a2/2t11{t≥0}.

On peut également montrer que

Théorème 3.14 Les processus {St −Wt, t ≥ 0} et {|Wt|, t ≥ 0} ont même loi.

La force de ce théorème vient de ce qu’il s’agit d’une égalité en loi entre processus, qui est bien plus
forte que l’égalité en loi entre v.a. Par exemple on a vu que St

d= |Wt| pour tout t ≥ 0 mais les processus
S et |W | n’ont pas la même loi, puisque |W | n’est pas croissant. En revanche, ce théorème entrâıne le
fait curieux que les v.a. St et St −Wt ont même loi.
Nous souhaitons maintenant retrouver la densité de Ta par une autre méthode, très instructive, reposant
sur le théorème d’arrêt. Soit a > 0. Comme Ta ∧ n est un temps d’arrêt borné et que t 7→ eλWt−λ2t/2

est une martingale pour tout λ ≥ 0, ce théorème entrâıne que

E[eλWTa∧n−λ2(Ta∧n)/2] = E[eλW0−λ2.0/2] = 1.

On fait tendre n → +∞ : Ta ∧ n → Ta et comme p.s. Ta < +∞, WTa∧n → WTa = a. De plus, comme
a, λ ≥ 0 et par définition de Ta, pour tout n ≥ 0

eλWTa∧n−λ2(Ta∧n)/2 ≤ eλWTa∧n ≤ eλa

et eλa est constante finie, donc une v.a. intégrable. On peut appliquer le théorème de convergence
dominée, qui donne

1 = E[eλWTa∧n−λ2(Ta∧n)/2] → E[eλa−λ2Ta ]

quand n → +∞, de sorte que
E[exp−λTa] = e−a

√
2λ

pour tout λ ≥ 0. Par inversion de la transformée de Laplace, on obtient alors la densité de Ta donnée
précédemment.

Remarque 3.15 Pour a < 0, on peut remarquer que Ta = inf{t ≥ 0; Bt = a} = inf{t ≥ 0;Wt = −a},
avec W = −B. Il serait faux de conclure que E(exp−λTa) = exp(−a

√
2λ) pour tout a car, pour a < 0

et λ > 0, le membre de gauche est plus petit que 1 et celui de droite serait plus grand que 1. Il convient
donc d’être vigilant en appliquant le théorème d’arrêt de Doob.

On peut également s’intéresser au premier temps de passage bilatère : T̂a = inf{t ≥ 0, |Bt| = a} pour
a > 0, et au processus supremum bilatère associé S∗t = sups≤t |Ws|. Avec des méthodes analogues, on
montre que

E[e−λT̂a ] = 1/ cosh a
√

2λ

pour tout λ ≥ 0. L’inversion de cette transformation de Laplace donne cependant une densité plus
compliquée obtenue sous forme de développement en série, voir [11].
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Fig. 3.2 – Mouvement Brownien avec drift

Exercice 3.16 (a) Calculer la transformée de Laplace et la densité de Ta pour a < 0.

(b) Montrer que E[Ta] = +∞ pour tout a 6= 0.

(c)* Soit a < 0 < b. Montrer que P[Ta < Tb] = b/(b− a) et, si on pose T = Ta ∧ Tb, que

E[e−λT 11{T=Ta}] =
sinh b

√
2λ

sinh(b− a)
√

2λ
et E[e−λT ] =

cosh(a + b)
√

λ/2
cosh(b− a)

√
λ/2

Terminons cette section en évoquant le mouvement brownien drifté :

Wµ = {Wµ
t = Wt + µt, t ≥ 0}

pour tout µ ∈ R. Le processus Wµ est une sous-martingale si µ > 0 et une surmartingale si µ < 0. La
variable Wµ

t est une Gaussienne d’espérance µt et de variance t. Un certain nombre de propriétés du
Brownien se transmettent au Brownien drifté : propriété de Markov, théorèmes d’arrêt... mais attention
pas toutes : par exemple, Wµ n’est invariant par scaling que pour µ = 0. Nous reviendrons sur le
Brownien drifté vers la fin de ce cours, dans le cadre du théorème de Girsanov.

Exercice 3.17 Soit W un mouvement brownien. On considère les processus t 7→ |Wt|, t 7→ eWt et
t 7→ ∫ t

0
Ws ds.

(a) Calculer leur espérance et leur variance.

(b) Lesquels sont des processus gaussiens ? Des processus de Markov ?

3.4 Equation de la chaleur

Cette section peut être omise en première lecture. Soit g(t, x) la densité gaussienne centrée de
variance t. On note

q(t, x, y) =
1√
2πt

e−(y−x)2/2t = g(t, x− y)
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la densité de transition du mouvement brownien. C’est de façon heuristique, la probabilité pour que
le Brownien soit en y sachant que t instants auparavant, il se trouvait en x. Par stationnarité des
accroissements du Brownien, c’est aussi la densité conditionnelle

P[Bt+s ∈ dy |Bs = x] = q(t, x, y) dy.

La densité de transition q vérifie les équations forward et backward

∂q

∂t
(t, x, y) =

1
2

∂2q

∂y2
(t, x, y) =

1
2

∂2q

∂x2
(t, x, y).

Si, pour une fonction mesurable bornée f , on considère la fonction

uf (t, x) = E[f(Bt + x)] =
∫

f(x + y)g(t, y)dy =
∫

f(y)q(t, x, y)dy ,

on déduit de l’équation forward et du théorème de dérivation sous l’intégrale que uf vérifie l’équation
aux dérivées partielles 




uf (0, x) = f(x)
1
2

∂2uf

∂x2
=

∂uf

∂t

Cette équation porte le nom d’équation de la chaleur (uf représente l’évolution de la température dans
un corps homogène, avec conditions initiales données par f). De plus, en dérivant sous l’intégrale, on a

∂2uf

∂x2
(t, x) =

∫

R
f ′′(x + y)g(t, y) dy = uf ′′(t, x) = E[f ′′(Bt + x)].

On peut ainsi écrire

E[f(Bt + x)]− f(x) = uf (t, x)− uf (0, x) =
∫ t

0

∂uf

∂t
(s, x) ds =

1
2

∫ t

0

∂2uf

∂x2
(s, x) ds,

d’où

E[f(Bt + x)] = f(x) +
1
2

∫ t

0

E[f ′′(Bs + x)] ds.

Une formule liant les processus f(Bt + x) et f ′′(Bt + x) sera donné dans le prochain chapitre (lemme
d’Itô). On peut également considérer des fonctions temps-espace :

Proposition 3.18 Soit f : R+ × R→ R une fonction de classe C 1
b en temps et C 2

b en espace et B un
Brownien. Alors

E[f(t, x + Bt)] = f(0, x) +
∫ t

0

E
[
f ′t(s, x + Bs) +

1
2
f ′′xx(s, x + Bs)

]
ds.

Preuve : On pose uf (t, x) = E[f(t, x + Bt)]. En utilisant le théorème de dérivation des fonctions com-
posées et l’équation de la chaleur, on en déduit que

duf

dt
(t, x) = E

[
f ′t(t, x + Bt) +

1
2
f ′′xx(t, x + Bt)

]
.

En intégrant par rapport à t, on trouve

uf (t, x)− uf (0, x) =
∫ t

0

E
[
f ′t(s, x + Bs) +

1
2
f ′′xx(s, x + Bs)

]
ds.

¤

On définit maintenant le générateur L du processus espace-temps (t, Bt) comme l’opérateur agissant
sur les fonctions de classe C 1

b en temps et C 2
b en espace :

L (f)(t, x) = ∂tf(t, x) +
1
2
∂xxf(t, x).

Le théorème suivant est très utile en Finance :
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Théorème 3.19 Soit u de classe C 1
b en temps et C 2

b en espace telle que L u ≡ 0. Alors le processus
t 7→ u(t, Bt) est une martingale.

Preuve : On utilise à nouveau l’indépendance des accroissements du Brownien :

E[u(t, Bt)|Fs] = E[u(s + t− s, x + Bt−s)]x=Bs
= E[us,x(t− s,Bt−s)]x=Bs

où l’on a noté us,x(t, y) = u(s + t, x + y). Par la proposition précédente, on a donc

E[us,x(t− s, Bt−s)] = us,x(0, 0) +
∫ t

0

E [L us,x(w, Bw)] dw

Comme L us,x ≡ 0 par hypothèse, il en résulte que

E[u(t, Bt)|Fs] = us,x(0, 0)x=Bs = u(s,Bs).

¤

3.5 Mouvement brownien multidimensionnel

Soit
{
Bt = (B1

t , B2
t , . . . , Bn

t ), t ≥ 0
}

un processus n-dimensionnel. On dit que B est un Brownien
multidimensionnel si les processus Bi, i ≤ n sont des Browniens réels indépendants. B est aussi un
processus à accroissements indépendants et stationnaires et un processus gaussien de fonction de cova-
riance

E[(Bt, Bs)] = n(s ∧ t)

(où (, ) désigne le produit scalaire dans Rn). On a également une caractérisation de type Lévy : un
processus n-dimensionnel B est un mouvement brownien si et seulement si tous les processus Bi et
(Bi

tB
j
t − δi,jt, t ≥ 0) sont des martingales (avec la notation de Kronecker δi,j = 0 pour i 6= j et δi,i = 1).

Pour tous a1, . . . , an, il est facile de vérifier en calculant son espérance et sa covariance que le processus
W défini par

Wt =
1√

a2
1 + . . . + a2

n

(a1B
1
t + . . . + anBn

t )

est un Brownien réel. On dira que deux mouvements Browniens réels B1 et B2 sont corrélés avec
coefficient de corrélation ρ si le processus t 7→ B1

t B2
t − ρt est une martingale. On ”décorrèle” alors B1

et B2 en introduisant le processus

B3
t =

1√
1− ρ2

(B2
t − ρB1

t ).

Ce processus est une martingale et en écrivant

(B3
t )2 − t =

1
1− ρ2

((B2
t )2 + ρ2(B1

t )2 − 2ρB2
t B1

t − t(1− ρ2))

=
1

1− ρ2
[(B2(t))2 − t + ρ2[(B1(t))2 − t]− 2ρ[B2(t)B1(t)− ρt],

on montre que (B3
t )2 − t est une martingale, de sorte que B3 est un MB. On peut montrer que B3 est

indépendant de B2, de sorte que le produit B2B3 est une martingale.
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Chapitre 4

L’intégrale stochastique - Formule
d’Itô

Dans ce chapitre on cherche à définir des variables aléatoires du type

ω 7→ Y1(ω) =
(∫ 1

0

Xs dBs

)
(ω) (4.1)

où {Xt, t ≥ 0} est un certain processus et {Bt, t ≥ 0} un mouvement brownien. Le problème est bien
sûr de donner un sens à l’élément différentiel dBs puisque la fonction s 7→ Bs n’est pas dérivable.
Un objet mathématique adéquat, introduit par K. Itô en 1942, est l’intégrale stochastique, laquelle
permet de construire Y1(ω) comme une limite de v.a, sous l’hypothèse - cruciale - d’adaptation du
processus X à la filtration du Brownien porteur. La théorie plus récente du calcul anticipatif permet
de lever cette hypothèse d’adaptation dans certains cas, ce qui est d’un intérêt évident en Finance,
mais nous n’aborderons pas ce sujet ici. Dans la pratique on s’intéresse souvent à des quantités du type
F (Y1(ω)) où F est une fonction réelle. Quand F est suffisamment régulière, le Lemme d’Itô permet alors
d’exprimer F (Y1(ω)) au moyen d’intégrales stochastiques, ce qui est par exemple une étape importante
dans le calcul des espérances. Cette méthodologie s’applique aux intégrales

∫ t

0
Xs dBs et l’on peut ainsi

considèrer le processus ∫ t

0

Xs dBs, t ≥ 0

qui est, sous conditions d’intégrabilité de X une martingale. Le processus F (Yt) est alors décomposé en
une martingale et un processus à variation finies.

4.1 L’intégrale de Wiener

Dans cette section, les fonctions et processus seront à valeurs réelles, les définitions et résultats
se généralisant sans difficulté au cas Rd. L’intégrale de Wiener est simplement une intégrale du type
(4.1) avec X fonction déterministe, i.e. ne dépendant pas de ω. On fixe un horizon T > 0 déterministe
(éventuellement T = +∞) et on note

L2([0, T ],R) =

{
f : [0, T ] → R /

∫ T

0

|f(s)|2 ds < ∞
}

.

Remarquons que si T < +∞, les fonctions continues et les fonctions bornées sont contenues dans
L2([0, T ],R). On peut montrer que muni du produit scalaire

< f, g > =
∫ T

0

f(s)g(s) ds,

L2([0, T ],R) est un espace de Hilbert, au sens où toute suite de L2([0, T ],R) qui soit de Cauchy pour la
norme

||f ||2,T =
√

< f, f > =

(∫ T

0

f2(s) ds

)1/2

35
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converge vers un élément unique de L2([0, T ],R). La propriété fondamentale des espaces de Hilbert
est l’existence d’une base orthonormée dénombrable : il existe un système de fonctions {fn, n ≥ 0} de
L2([0, T ],R) tel que < fn, fp >= 0 si n 6= p et < fn, fp >= 1 si n = p, et tel que tout élément f de
L2([0, T ],R) s’écrive de manière unique sous la forme

f =
∑

n≥1

anfn

pour des coefficients an qu’on appelle les coordonnées de f dans la base {fn, n ≥ 0}. Dans le cas précis
de L2([0, T ],R), la base {fn, n ≥ 0} peut être constituée de fonctions en escalier :

fn(t) =
pn∑

i=1

αi11]t
(n)
i ,t

(n)
i+1]

(t) (4.2)

où pn ∈ N, les αi sont réels et
{

t
(n)
i

}
une suite croissante de [0, T ]. On en déduit alors le lemme suivant :

Lemme 4.1 [Lemme hilbertien] Soit f ∈ L2([0, T ],R). Il existe une suite de fonctions en escalier
{fn} telle que

||f − fn||2,T → 0

quand n → +∞.

4.1.1 Le cas des fonctions en escalier

Si fn est la fonction donnée par (4.2), que l’on note simplement fn(t) =
∑pn

i=1 αi11]ti,ti+1](t) il est
très facile de définir son intégrale de Wiener par :

IT (fn) =
∫ T

0

fn(s)dBs =
pn∑

i=1

αi

(
Bti+1 −Bti)

Remarquons que par le caractère gaussien du Brownien et l’indépendance de ses accroissements, la
variable aléatoire IT (fn) est une variable gaussienne d’espérance nulle et de variance

Var [IT (fn)] =
pn∑

i=1

α2
i Var

(
Bti+1 −Bti

)
=

pn∑

i=1

α2
i (ti+1 − ti) =

∫ T

0

f2
n(s) ds.

De plus, on remarque que f 7→ IT (f) est une fonction linéaire au sens où IT (af +bg) = aIT (f)+bIT (g)
pour toutes fonctions f, g en escalier et tous a, b ∈ R. Enfin, si f et g sont deux fonctions en escalier,
on a

E [IT (f)IT (g)] =
1
2

(Var [IT (f) + I(g)]−Var [IT (f)] + Var [IT (g)])

=
1
2

(∫ T

0

(f + g)2(s)ds−
∫ T

0

f2(s)ds−
∫ T

0

g2(s)ds

)

=
∫ T

0

f(s)g(s)ds.

Cette dernière égalitést très importante et signifie que l’application

f 7→ IT (f)

est une isométrie de L2([0, T ],R) dans L2(Ω,P). On parle alors de la propriété d’isométrie de l’intégrale
de Wiener, ce qui signifie

〈IT (f), IT (g)〉L2(Ω) = 〈f, g〉L2(R) .
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4.1.2 Le cas général

Pour construire IT (f) quand f est un élément quelconque de L2([0, T ],R), on utilise l’isométrie mise
en place et le lemme suivant :

Lemme 4.2 [Lemme gaussien] Soit {Xn, n ≥ 0} une suite de variables gaussiennes N (µn, σn)
convergeant vers une v.a. X dans L2 (soit telle que

E
[|X −Xn|2

] → 0

quand n → +∞. Alors, µn → µ et σn → σ quand n → +∞ et X ∼ N (µ, σ).

Soit maintenant f ∈ L2([0, T ],R) et soit, d’après le Lemme 4.1, {fn, n ≥ 0} une suite de fonctions en
escalier telle que ||f − fn||2,T → 0 quand n ↑ +∞. D’après le paragraphe précédent on peut construire
les intégrales de Wiener IT (fn) qui sont des gaussiennes centrées qui, par isométrie forment une suite
de Cauchy. L’espace L2 étant complet, cette suite converge vers une v.a. gausienne notée IT (f). Par le
Lemme 4.2, IT (f) ∼ N (0, ||f ||22,T ). Il reste à vérifier que la limite Y ne dépend que de f et non pas de la
suite {fn} choisie. En particulier IT (f) n’est jamais une variable p.s. positive, même quand f elle-même
est toujours positive. De plus, l’application f → IT (f) est linéaire et isométrique de L2([0, T ],R) dans
L2(Ω), au sens où IT (af + bg) = aIT (f) + bIT (g) et

E [IT (f)IT (g)] =
∫ T

0

f(s)g(s)ds

pour tous a, b ∈ R et f, g ∈ L2([0, T ],R). Enfin, IT (f) est une variable gaussienne mesurable par rapport
à σ {Bt, 0 ≤ t ≤ T} qui vérifie pour tout t ∈ [0, T ]

E [IT (f)Bt] = E

[(∫ T

0

f(s)dBs

)(∫ T

0

11[0,t](s) dBs

)]

=
∫ T

0

f(s)11[0,t](s)ds =
∫ t

0

f(s)ds,

où la deuxième égalité provient de la formule d’isométrie. Par propriété d’espace gaussien, cette for-
mule caractérise l’intégrale stochastique : IT (f) est l’unique v.a. Z gaussienne mesurable par rapport à
σ {Bt, 0 ≤ t ≤ T} telle que

E [ZBt] =
∫ t

0

f(s)ds

pour tout t ∈ [0, T ].

4.1.3 L’intégrale de Wiener vue comme processus gaussien

On note L2
loc(R+,R) la réunion des L2([0, T ],R) pour T > 0 et on considère f ∈ L2

loc(R+,R). Par le
paragraphe précédent, le processus

Mt =
∫ t

0

f(s)dBs

a donc bien un sens pour tout t ≥ 0. On montre alors le

Théorème 4.3 Le processus {Mt, t ≥ 0} est un processus gaussien (FB
t )-adapté, centré, de fonction

de covariance

Γ(s, t) =
∫ t∧s

0

f2(u) du.

De plus, M est un P.A.I. au sens où

{Mt+s −Ms, t ≥ 0} ⊥ σ {Bu, u ≤ s}

pour tout s ≥ 0.



38 CHAPITRE 4. L’INTÉGRALE STOCHASTIQUE - FORMULE D’ITÔ

Preuve : Si l’on note Mn
t la suite d’intégrales de Wiener associée à la suite {fn} approchant f dans

L2, on voit que t 7→ Mn
t est un processus gaussien comme le Brownien. Par stabilité dans L2 des

espaces gaussiens, on en déduit que t 7→ Mt est un processus gaussien. L’expression de son espérance et
sa fonction de covariance découle des calculs précédents, et il est évident par construction que M est
(FB

t )-adapté. Pour montrer l’indépendance des accroissements, on écrit pour tout s, t ≥ 0

Mt+s −Ms =
∫ t+s

s

f(u) dBu

=
∫ t+s

s

f(u) du(Bu −Bs)

∈ σ {Bu −Bs, u ∈ [s, t + s]}

et l’on utilise l’indépendance des accroissements du processus B, qui entrâıne que

σ {Bu −Bs, u ∈ [s, t + s]} ⊥ σ {Bu, u ≤ s}
¤

Comme conséquence de l’exercice 3.3, on obtient alors immédiatement l’important

Corollaire 4.4 Les processus {Mt, t ≥ 0} et {M̃t, t ≥ 0}, où

M̃t = M2
t −

∫ t

0

f2(s) ds

sont des (FB
t )-martingales.

Remarquons que sauf lorsque f est constante, le processus M est un P.A.I. mais n’est pas un P.A.I.S.
(processus à accroissements indépendants et stationnaires, ou encore processus de Lévy), au sens où
l’égalité

Mt+s −Ms
d= Mt

n’est pas vérifiée pour tout t. Ceci se comprend intuitivement vue l’expression de M sous forme intégrale.
C’est aussi une conséquence d’un résultat beaucoup plus profond, la formule de Lévy-Khintchine [1] [21],
qui est une sorte de formule de structure sur les P.A.I.S. Elle entrâıne que les seuls processus de Lévy
qui soient des martingales continues sont du type cBt pour un certain c ∈ R. En particulier, M est un
P.A.I.S. si et seulement si f ≡ c pour un certain c ∈ R.

Rappelons aussi, conséquence immédiate de la formule d’isométrie, que si f, g ∈ L2
loc(R+,R), alors

E
[(∫ t

0

f(u)dBu

)(∫ s

0

g(u)dBu

)]
=

∫ t∧s

0

f(u)g(u)du.

La formule suivante, très utile en pratique, montre enfin qu’on aurait pu définir IT (f) à l’aide d’une
intégrale déterministe (en travaillant ω par ω), pourvu que f soit dérivable :

Théorème 4.5 [Formule d’intégration par parties] Soit f ∈ C 1(R+,R) et soit {Bt, t ≥ 0} un
mouvement brownien réel. Alors

It(f) = f(t)Bt −
∫ t

0

f ′(s)Bs ds

pour tout t ≥ 0.

Preuve : Fixons t ≥ 0. Par propriété des espaces gaussiens, il suffit de vérifier que

E[BuIt(f)] = E
[
Bu

(
f(t)Bt −

∫ t

0

f ′(s)Bsds

)]
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pour tout tout u ≤ t. En utilisant la formule d’intégration par parties classique, on calcule

E
[
Bu

(
f(t)Bt −

∫ t

0

f ′(s)Bsds

)]
= uf(t)−

∫ t

0

f ′(s)(s ∧ u) ds

= uf(t)−
(

u

∫ t

u

f ′(s) ds +
∫ u

0

f ′(s)s ds

)

= uf(u)−
∫ u

0

f ′(s)s ds

=
∫ u

0

f(s) ds = E[BuIt(f)].

¤

4.2 Application de l’intégrale de Wiener

4.2.1 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

C’est le processus solution de l’équation suivante, dite équation de Langevin :

Xt = X0 − a

∫ t

0

Xs ds + σBt, (4.3)

où a, σ ∈ R, X0 est une certaine variable aléatoire (très souvent une constante en finance) et B un
Brownien indépendant de X0. On écrit l’équation précédente sous la forme

dXt = − aXt dt + σdBt .

Le théorème suivant montre que la solution de cette équation est explicite en termes d’une intégrale de
Wiener :

Théorème 4.6 L’équation de Langevin a pour unique solution

Xt = e−at

(
X0 + σ

∫ t

0

eas dBs

)
. (4.4)

Preuve : Notons Yt le second membre de (4.4). En utilisant le théorème 4.5, on transforme l’intégrale
∫ t

0

easdBs = eatBt − a

∫ t

0

easBsds

et l’on en déduit que

Yt = e−at

(
X0 − aσ

∫ t

0

easBsds

)
+ σBt.

D’autre part, en appliquant le théorème de Fubini,

a

∫ t

0

Ysds = aX0

∫ t

0

e−asds + aσ

∫ t

0

Bsds − a2σ

∫ t

0

e−as

(∫ s

0

eauBudu

)
ds

= X0(1− e−at) + aσ

∫ t

0

Bsds − a2σ

∫ t

0

eauBu

(∫ t

u

e−asds

)
du

= X0(1− e−at) + aσ

∫ t

0

Bsds − a2σ

∫ t

0

Bu

(∫ t−u

0

e−asds

)
du

= X0(1− e−at) + aσ

∫ t

0

Bsds − aσ

∫ t

0

Budu + aσ

∫ t

0

ea(u−t)Budu

= X0(1− e−at) + aσ

∫ t

0

ea(u−t)Budu

= X0 − e−at

(
X0 − aσ

∫ t

0

eauBudu

)
= X0 − Yt + σBt,
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Fig. 4.1 – Processus O.U.

de sorte que

Yt = X0 − a

∫ t

0

Ysds + σBt

ce qui est bien l’équation (4.3). Remarquons maintenant que si X1 et X2 sont deux solutions de (4.3),
alors Z = X1 −X2 vérifie l’EDO

Zt = −a

∫ t

0

Zsds

dont l’unique solution est zéro (cette équation s’écrit Z ′(t) = −aZ(t)dt, Z(0) = 0). Ainsi X1 ≡ X2 et
(4.3) a bien une unique solution qui, d’après ce qui précède, est le processus Y .

¤

Remarque 4.7 On aurait pu également poser Yt = eatXt et appliquer la formule d’intégration par
parties (en admettant qu’elle est valable pour le processus X, ce que nous justifierons plus tard) pour
trouver

dYt = eatdXt + aeatXtdt = eatσdBt,

équation dont la solution est

Yt = X0 + σ

∫ t

0

easdBs,

de sorte que

Xt = e−at

(
X0 + σ

∫ t

0

easdBs

)
.

La propriété de Markov du processus d’Ornstein-Uhlenbeck est établie dans la proposition suivante.
Elle est en fait valable dans un cadre beaucoup plus général que nous verrons au chapitre suivant.
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Proposition 4.8 L’unique solution de (4.3) est un processus de Markov simple : pour tout s, t ≥ 0 et
toute fonction réelle mesurable f ,

E
[
f(Xt+s) | FB

s

]
= E [f(Xt+s) | Xs] = Φ(t,Xs)

où l’on a noté Φ(t, x) = E[f(Xt) | X0 = x].

Preuve : On écrit

Xt+s = e−a(t+s)

(
X0 + σ

∫ t+s

0

eaudBu

)

= e−atXs + σe−a(t+s)

∫ t+s

s

eaudBu

= e−at

(
Xs + σ

∫ t

0

eaudB̃u

)

où le processus B̃ défini par B̃u = Bs+u − Bs est un Brownien indépendant de FB
s et donc aussi de

Xs ∈ FB
s . En utilisant la propriété que si X et Y sont deux v.a. telles que X ∈ FB

s et Y ⊥ FB
s alors

E
[
F (X, Y )|FB

s

]
= E [F (x, Y )]x=X , on en déduit que

E
[
f(Xt+s) | FB

s

]
= E [f(Xt+s) | Xs] = Φ(t,Xs)

pour toute fonction réelle mesurable f .
¤

La proposition suivante considère la situation où X0 est une gaussienne indépendante du Brownien
porteur.

Proposition 4.9 Supposons X0 ∼ N (m,σ2
0) indépendante de B. Alors la solution de (4.3) est un

processus gaussien de fonction espérance

E [Xt] = me−at

et de fonction de covariance

cov[Xs, Xt] = e−a(t+s)

(
σ2

0 +
σ2

2a

(
e2a(s∧t) − 1

))
.

Preuve : On sait que les deux processus

t 7→ e−atX0 et t 7→ σ

∫ t

0

e−a(t−s)dBs

sont gaussiens et indépendants. Donc X, qui est leur somme, est un processus gaussien. Comme
l’intégrale de Wiener est d’espérance nulle, on a

E[Xt] = e−atE [X0] = me−at.

Enfin, par indépendance de X0 et de B, et par isométrie de l’intégrale de Wiener,

cov[Xs, Xt] = cov[X0e
−as , X0e

−at] + cov
[
σ

∫ s

0

ea(u−s)dBu , σ

∫ t

0

ea(u−t)dBu

]

= e−a(t+s)

(
Var[X0] + σ2

∫ s∧t

0

e2au du

)

= e−a(t+s)

(
σ2

0 +
σ2

2a

(
e2a(s∧t) − 1

))
.

¤

Remarque 4.10 Si X0 est une constante (i.e. σ2
0 = 0), on a

cov[Xs, Xt] =
σ2

2a

(
e−a|t−s| − e−a(t+s)

)
et Var[Xt] =

σ2

2a

(
1− e−2at

)
.
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4.2.2 Le processus de Vašicek

C’est une généralisation du modèle précédent, avec l’ajout d’une constante dans le drift :

dYt = a(b− Yt)dt + σdBt. (4.5)

Cette équation est utilisée pour étudier l’évolution des taux d’intérêt dans le modèle financier dit de
Vašicek. Un tel modèle est qualifé de mean-reverting (retour à la moyenne) car, pour a et b positifs, le
processus Yt tend vers b (en un sens à préciser), quand t tend vers l’infini. Ce comportement se justifie
intuitivement : si b > Yt, le drift a(b − Yt) est positif et le processus Y est, ”en moyenne” croissant.
Quand Yt = b, le processus est en moyenne constant et si b < Yt, le drift a(b − Yt) est négatif et le
processus Y est, ”en moyenne” décroissant. Si l’on pose Xt = Yt − b, on voit que le processus X est
solution de l’équation de Langevin, et l’on en déduit que (4.5) a une solution explicite donnée par

Yt = (Y0 − b)e−at + b + σ

∫ t

0

e−a(t−u)dBu.

On a des propriétés analogues à celles du processus de Ornstein-Uhlenbeck : si X0 ∼ N (m,σ2
0) est

indépendante de B, Y est un processus gaussien de fonction espérance

E [Yt] = me−at + b(1− e−at)

et de fonction de covariance

cov[Ys, Yt] = cov[Xs, Xt] = e−a(t+s)

(
σ2

0 +
σ2

2a

(
e2a(s∧t) − 1

))
.

De plus, l’égalité

Yt = (Ys − b)e−a(t−s) + b + σ

∫ t

s

e−a(t−u)dBu

pour tout s ≤ t établit le caractère gaussien de Y . Cette expression explicite montre aussi que condi-
tionnellement à FB

s ∨ σ(Y0), Yt+s est une gaussienne d’espérance

E[Yt+s |FB
s ] = Yse

−at + b(1− e−at)

et de variance

Var[Yt+s |FB
s ] =

σ2

2a

(
1− e−2at

)
.

L’intégrale du processus de Vašicek intervient en Finance pour le calcul du prix P (t, T ) d’un zéro-
coupon de maturité T , lorsque le taux court est supposé suivre un processus de Vašicek (hypothèse
assez irréaliste, principalement car ce processus prend des valeurs négatives mais qui a constitué un des
premiers modèles de taux). On montrera dans le cours de finance que ce prix P (t, T ) est obtenu par

P (t, T ) = E

[
exp−

∫ T

t

Yudu

∣∣∣∣∣ FB
t

]
.

Par l’équation (4.5), on a

Zt
def
=

∫ t

0

Ysds = a−1 (Y0 − Yt + abt + σBt)

= a−1

(
Y0 + abt + σBt − (Y0 − b)e−at − b− σ

∫ t

0

e−a(t−u)dBu

)

= a−1

(
b(at− 1− e−at) + Y0(1− e−at) + σBt − σe−at

∫ t

0

eaudBu

)
.

Ainsi, quand Y0 ∼ N (m,σ2
0) est indépendante de B, alors Z est un processus gaussien d’espérance

E [Zt] = bt +
(m− b)(1− e−at)

a
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et de fonction de covariance

cov[Zs, Zt] =
σ2

0

a2
(1− e−as)(1− e−at)

+
σ2

a2

(
t ∧ s +

e−a(t+s)(e2a(s∧t) − 1)
2a

− (1 + e−a|t−s|)(1− e−a(s∧t))
a

)
.

De même, on montre que pour t > s, conditionnellement à FB
s , la variable Zt − Zs est une gaussienne

d’espérance
M(s, t) = b(t− s) + a−1(Ys − b)(1− e−a(t−s))

et de variance

V (s, t) =
σ2

0

a2
(1− e−a(t−s))2 +

σ2

a2

(
(t− s) +

(1− e−2a(t−s))
2a

− 2(1− e−a(t−s))
a

)
.

On connait la transformée de Laplace d’une v.a. gaussienne, on en déduit alors la valeur du zéro-coupon :

P (t, T ) = E

[
exp−

∫ T

t

Yu du

∣∣∣∣∣ FB
t

]

= = exp
[
M(t, T ) +

1
2
V (t, T )

]
.

= = exp
[
−b(t− s) − a−1(Ys − b)(1− e−a(t−s)) +

1
2
V (t, T )

]
.

On calculera plus tard dP (t, T ) pour obtenir la dynamique du prix.

4.3 L’intégrale stochastique générale

On cherche maintenant à définir la v.a.
∫ t

0

θs dBs

quand {θs, s ≥ 0} est un processus stochastique. Le caractère aléatoire de θ va exiger des conditions
supplémentaires par rapport au cas de l’intégrale de Wiener. On note

{
FB

t , t ≥ 0
}

la filtration naturelle
du mouvement brownien B.

Définition 4.11 On dit que {θt, t ≥ 0} est un bon processus 1 s’il est (FB
t )-adapté, càglàd, et si

E
[∫ t

0

θ2
s ds

]
< +∞

pour tout t > 0.

Comme dans le cas de l’intégrale de Wiener, la construction de It(θ) se fait par discrétisation :

4.3.1 Cas des processus étagés

Ce sont les processus du type

θn
t =

pn∑

i=0

θi11]ti,ti+1](t)

où pn ∈ N, 0 = t0 ≤ t1 . . . ≤ tpn et θi ∈ L2(Ω,Fti ,P) pour tout i = 0 . . . pn. On voit immédiatement
que θn est un bon processus. On définit alors

It(θn) =
∫ t

0

θn
s dBs =

pn∑

i=0

θi(Bti+1 −Bti)

1Cette dénomination n’est pas standard
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et on vérifie que pour i 6= j,

E
(
θi(Bti+1 −Bti

)θi(Bti+1 −Bti
)
)

= 0

et que

E [It(θn)] = 0 et Var [It(θn)] = E
[∫ t

0

(θn
s )2 ds

]
.

Cependant, on prendra garde que par le caractère aléatoire de θn, la variable It(θn) n’est pas une
Gaussienne en général.

4.3.2 Cas général

Le principe est le même que pour l’intégrale de Wiener, mais les outils mathématiques sous-jacents
plus compliqués que les lemmes hilbertien et gaussien du paragraphe précédent. Nous passerons les
détails. Si θ est un bon processus, on montre d’abord qu’il existe {θn, n ≥ 0} suite de processus étagés
telle que

E
[∫ t

0

(θs − θn
s )2 ds

]
→ 0

quand n ↑ +∞, puis que pour tout t > 0 il existe une v.a. It(θ) de carré intégrable telle que

E
[
|It(θ)− It(θn)|2

]
→ 0

quand n ↑ +∞, avec It(θn) défini comme au paragraphe précédent. On pose alors naturellement

It(θ) =
∫ t

0

θs dBs

pour tout t ≥ 0. Par indépendance, on remarque d’abord que

E [It(θn)] =
pn∑

i=0

E [θi]E
[
Bti+1 −Bti

]
= 0,

de sorte, en passant à la limite, que
E [It(θ)] = 0.

De même, on obtient

Var [It(θ)] = lim
n↑+∞

Var [It(θn)] = lim
n↑+∞

E
[
It(θn)2

]

= lim
n↑+∞

E

[
pn∑

i=0

θ2
i (ti+1 − ti)

]
= E

[∫ t

0

θ2
s ds

]
.

Insistons à nouveau sur le point que It(θ) n’est pas gaussienne en général, sauf lorsque θ est déterministe.
En revanche, d’autres propriétés de l’intégrale de Wiener sont conservées :

Linéarité : Pour tous t ≥ 0, a1, a2 ∈ R et θ1, θ2 bons processus, on a

It(a1θ
1 + a2θ

2) = a1It(θ1) + a2It(θ2).

Propriétés de martingale : Pour tout bon processus θ, les processus

t 7→ It(θ) et t 7→ It(θ)2 −
∫ t

0

θ2
sds

sont des (FB
t )-martingales continues. On a donc, pour tout s ≤ t

E
[
It(θ)

∣∣ FB
s

]
= Is(θ)
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(soit E
[
It(θ)− Is(θ)

∣∣ FB
s

]
= 0), et on montre également que

E
[
(It(θ)− Is(θ))2

∣∣ FB
s

]
= E

[
(It(θ))2 − (Is(θ))2

∣∣ FB
s

]
= E

[∫ t

s

θ2
udu

∣∣FB
s

]
.

En conséquence du théorème de Doob, on voit aussi que pout tout (FB
t )-temps d’arrêt τ et tout θ bon

processus tel que

E
[∫ τ

0

θ2
s ds

]
< ∞,

on a

E [Iτ (θ)] = 0 et E
[
I2
τ (θ)

]
= E

[∫ τ

0

θ2
s ds

]
.

Enfin, on peut aussi appliquer les théorèmes 2.19 et 2.20. Par exemple, en prenant p = q = 2 dans le
théorème 2.20, on obtient

E

[(
sup
s≤t

Is(θ)
)2

]
≤ 4E

[
(It(θ))

2
]

= 4
∫ t

0

E[θ2
u] du.

Propriété d’isométrie : Pour tous bons processus ϕ, θ et tout s, t ≥ 0, on a

E [Is(ϕ)It(θ)] = E
[∫ s∧t

0

θuϕu du

]
.

De plus, le processus

It(θ)It(ϕ)−
∫ t

0

θuϕu du

est une (FB
t )-martingale.

La proposition suivante est un premier calcul sur les intégrales stochastiques, qui montre que la
formule d’intégration par parties n’admet pas d’extension triviale au cas d’intégrale d’Itô. On y voit
apparâıtre un terme déterministe à cause de la variation quadratique non nulle du Brownien. Ce terme
“du deuxième ordre” se retrouvera dans la formule d’Itô.

Proposition 4.12 Pour tout t ≥ 0 on a
∫ t

0

Bs dBs =
1
2
(B2

t − t).

Preuve : En prenant pour {tni , i = 0 . . . 2n} la subdivision régulière de [0, t], on écrit

∫ t

0

Bs dBs = lim
n→+∞

2n−1∑

i=0

Btn
i
(Btn

i+1
−Btn

i
)

= lim
n→+∞

(
1
2

(
2n−1∑

i=0

(B2
tn
i+1

−B2
tn
i
− (Btn

i+1
−Btn

i
)2)

))

=
1
2

(
B2

t − lim
n→+∞

(
2n−1∑

i=0

(Btn
i+1

−Btn
i
)2

))

=
1
2

(
B2

t − t
)
.

¤

Dans la définition d’un bon processus, la condition d’intégrabilité

E
[∫ t

0

θ2
s ds

]
< +∞
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est parfois trop exigeante dans la pratique. Il est possible de définir It(θ) sous la seule condition

∫ t

0

θ2
s ds < +∞ p.s.

Cependant, t 7→ It(θ) n’est plus nécessairement une martingale, et en particulier E [It(θ)] peut être non
nul. Pour définir It(θ), il faut introduire la notion importante de martingale locale :

Définition 4.13 Soit {Ft, t ≥ 0} une filtration et {Xt, t ≥ 0} un processus (Ft)-adapté. On dit que
X est une (Ft)-martingale locale s’il existe une suite {τn, n ≥ 0} de (Ft)-temps d’arrêt telle que

P [τn → +∞] = 1

et le processus Xn : t 7→ Xt∧τn
est une martingale pour tout n ≥ 0.

Par le lemme de Fatou, on voit qu’une martingale locale positive est une surmartingale. Par le théorème
de convergence dominée, une martingale locale uniformément intégrable est une vraie martingale. Fixons
maintenant B un mouvement brownien.

Définition 4.14 On dit que {θt, t ≥ 0} est un bon processus local s’il est càglàd, (FB
t )-adapté, et si

∫ t

0

θ2
s ds < +∞ p.s.

pour tout t > 0.

Soit θ un bon processus local. On pose

τn = inf
{

t > 0 /

∫ t

0

θ2
s ds = n

}
.

Comme

{τn > t} =
{∫ t

0

θ2
s ds < n

}

pour tout n ∈ N, t ≥ 0, on voit que τn est un (FB
t )-temps d’arrêt pour tout n ∈ N par adaptation de θ.

De plus, l’hypothèse d’intégrabilité sur θ entrâıne facilement que τn → +∞ p.s. Enfin, par construction
on a

E
[∫ t∧τn

0

θ2
s ds

]
≤ n < +∞.

Ainsi, par le paragraphe précédent, on peut définir It∧τn(θ) qui est une martingale. Comme p.s. τn →
+∞, on peut définir It(θ) pour tout t > 0, qui est une martingale locale. De même, en prenant la même
suite de temps d’arrêt, on montre que le processus

It(θ)2 −
∫ t

0

θ2
s ds

est une martingale locale.

Exemple 4.15 Soit α ∈ R. On veut savoir quand l’intégrale stochastique

It(Bα) =
∫ t

0

Bα
s dBs

a un sens, et quand le processus associé est une martingale. Remarquons déjà que

E
[∫ t

0

(Bα
s )2 ds

]
=

∫ t

0

E
[
B2α

s

]
ds

=
∫ t

0

sαE
[
B2α

1

]
ds = E

[
B2α

1

] ∫ t

0

sα ds.
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Dans le terme de droite, l’intégrale est finie si et seulement si α > −1. Donc, pour que t 7→ It(Bα) soit
bien défini et une martingale, il faut et il suffit que α > −1 et E

[
B2α

1

]
< +∞. Or

E
[
B2α

1

]
=

1√
2π

∫

R
x2αe−x2/2 dx

et cette intégrale est finie si et seulement si α > −1/2 (puisque le seul problème d’intégrabilité est en
0). On en déduit finalement que

t 7→
∫ t

0

Bα
s dBs est une martingale ⇐⇒ α > −1/2.

Quand −1 < s ≤ −1/2, on cherche alors à savoir quand It(Bα) est malgré tout défini comme martin-
gale locale. On utilise alors les théorèmes 3.7 et 3.8, qui permettent de comparer le comportement du
Brownien au voisinage de 0 avec celui de t 7→ t1/2. On en déduit que

∫ t

0

B2α
s ds < +∞ p.s. ⇐⇒ α > −1.

D’où, d’après ce qui précède,

t 7→
∫ t

0

Bα
s dBs est défini et une martingale locale ⇐⇒ α > −1.

Nous terminons sur ce paragraphe en revenant sur le crochet de deux martingales locales, reprenant
les considérations du chapitre 2 après la décomposition de Doob-Meyer. On a vu que si Z est une
(Ft)-martingale continue de carré intégrable, alors < Z > est l’unique processus croissant continu
(Ft)-adapté tel que t 7→ Z2

t− < Z >t soit une (Ft)-martingale. Quitte à utiliser les temps d’arrêt

τn = inf
{
t ≥ 0 / Z2

t = n
}

,

on peut maintenant étendre cette définition aux martingales locales : si Z est une martingale locale,
< Z > est l’unique processus croissant continu (Ft)-adapté tel que t 7→ Z2

t− < Z >t soit une (Ft)-
martingale locale. Par polarité, on peut définir le crochet de deux (Ft)-martingales locales M et N en
écrivant

< M, N >t =
1
2

(< M + N >t − < M >t − < N >t) .

Le crochet < M, N > est aussi l’unique processus à variation finie tel que le processus MN− < M, N >
soit une martingale locale. On a alors la

Proposition 4.16 Soit M une martingale locale continue. Alors M est une martingale L2 si et seule-
ment si E [〈M〉t] < +∞ pour tout t ≥ 0.

Enfin, la proposition suivante donne enfin de < M, N > une importante construction trajectorielle :

Proposition 4.17 Soient M et N deux martingales locales continues. Alors p.s. pour tout t ≥ 0,

< M,N >t = lim
n→+∞

2n∑

i=1

(Mtn
i
−Mtn

i−1
)(Ntn

i
−Ntn

i−1
)

où {tni , i = 0 . . . 2n} désigne la subdivision régulière sur [0, t].

Remarque 4.18 Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, le terme de droite est bien défini pour deux proces-
sus à variation quadratique finie. Cependant, on voit aussi que ce crochet sera nul dès qu’une variation
quadratique est nulle, en particulier dès qu’un des deux processus est à variation finie.

Il résulte aussi de cette proposition le fait crucial que le crochet < M, N > reste inchangé si l’on effectue
un changement de probabilité équivalente. On dit enfin que deux martingales continues sont orthogonales
si leur crochet est nul, c’est-à-dire si leur produit est une martingale. Par exemple, deux Browniens
indépendants sont des martingales orthogonales. La proposition 4.12 établit que le crochet du Brownien
B est < B >t= t. On peut aussi calculer le crochet de deux Browniens corrélés avec coefficient ρ :par
définition, < B1, B2 >t= ρt. On peut aussi bien entendu calculer le crochet d’intégrales stochastiques
générales, et les propriétés de martingale entrâınent immédiatement que

< I(θ) >t =
∫ t

0

θ2
s ds et < I(θ), I(ϕ) >t=

∫ t

0

θsϕsds.
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4.4 Processus d’Itô

Ce sont des processus écrits sous la forme

Xt = x +
∫ t

0

bs ds +
∫ t

0

σs dBs (4.6)

où b est un processus FB
t -adapté tel que

∫ t

0

|bs| ds < +∞ p.s.

pour tout t ≥ 0, et σ un bon processus local. On utilise la notation formelle

dXt = bt dt + σt dBt

X0 = x .

Le coefficient b s’appelle la dérive (ou le drift) du processus, et σ son coefficient de diffusion. On appelle
aussi le processus

t 7→ x +
∫ t

0

bs ds

la partie à variation finie de X, et le processus

t 7→
∫ t

0

σs dBs

la partie martingale de X (c’est a priori une martingale locale). Comme, d’après la proposition 2.25,
une martingale locale à variation finie est un processus constant, on en déduit que la décomposition
(4.6) du processus X est unique, au sens où si X admet une autre décomposition

Xt = x +
∫ t

0

b̃s ds +
∫ t

0

σ̃s dBs,

alors b ≡ b̃ et σ ≡ σ̃. En particulier, X sous la forme (4.6) est une martingale locale si et seulement si b ≡
0. En fait, cette représentation des martingales locales dans une filtration Brownienne est caractéristique,
indépendamment de ce que le processus soit a priori un processus d’Itô :

Théorème 4.19 [Théorème de représentation des martingales locales] Soit B un mouvement
brownien et M une (FB

t )-martingale locale continue. Alors il existe x ∈ R et θ bon processus local tel
que

Mt = x +
∫ t

0

θs dBs.

Ce théorème est extrémement important en Finance et est lié à la complétion d’un marché financier.
L’hypothèse fondamentale est que M est une martingale par rapport à la filtration naturelle du Brownien.
Signalons enfin que dans certains cas, la formule de Clark-Ocone - voir [13] - donne une représentation
explicite du processus θ. Si X1 et X2 sont deux processus d’Itô de décomposition

Xi
t = x +

∫ t

0

bi
s ds +

∫ t

0

σi
s dBs

pour i = 1, 2, leur crochet est par définition le crochet de leurs parties martingales. Autrement dit

< X1, X2 > = < I(σ1), I(σ2) > .

Attention, à cause de la partie à variation finie, le processus t 7→ X1
t X2

t− < X1, X2 >t n’est pas une
martingale locale en général. En revanche, comme Xi − I(σi) est un processus à variation finie, on a
toujours

< X1, X2 >t= lim
n→+∞

2n∑

i=1

(X1
tn
i
−X1

tn
i−1

)(X2
tn
i
−X2

tn
i−1

)

du fait de la remarque 4.18.
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4.5 Formule d’Itô

Dans ce paragraphe, on se donne un processus d’Itô réel X de décomposition (4.6) et une fonction
f : R→ R suffisamment régulière. La formule d’Itô vise à donner une formule de changement de variable
pour le processus f(Xt) qui sera un processus d’Itô. Imaginons un instant que σ ≡ 0 et que b soit C 0.
Alors X est un processus C 1 et (f ◦X)′ = (f ′ ◦X)X ′. D’où, par la formule de changement de variables
classique,

f(Xt) = f(X0) +
∫ t

0

(f ◦X)′(s) ds

= f(x) +
∫ t

0

f ′(Xs)X ′
s ds = f(x) +

∫ t

0

f ′(Xs) dXs.

Cette formule garderait encore un sens quand σ 6≡ 0, en posant

dXs = bs ds + σs dBs.

Mais en fait, cette formule du 1er ordre n’est plus vraie quand σ 6≡ 0, à cause du caractère quadratique
de la partie martingale de X. On a une formule du 2ème ordre :

Théorème 4.20 [Première formule d’Itô] Supposons f de classe C2. Alors

f(Xt) = f(x) +
∫ t

0

f ′(Xs)dXs +
1
2

∫ t

0

f ′′(Xs)σ2
sds.

Si f est à dérivées bornées, le processus f(Xt) −
∫ t

0
f ′(Xs)bs ds − 1

2

∫ t

0
f ′′(Xs)σ2

sds est une martingale.

Cette formule s’écrit sous forme condensée

df(Xt) = f ′(Xt)dXt +
1
2
f ′′(Xt)σ2

t dt

= f ′(Xt)btdt +
1
2
f ′′(Xt)σ2

t dt + f ′(Xt)σtdBt

= f ′(Xt)btdt +
1
2
f ′′(Xt) d〈X〉t + f ′(Xt)σtdBt.

On utilise souvent (dans les articles de finance écrits par des non-mathématiciens) la notation

df(Xt) = f ′(Xt)dXt +
1
2
f ′′(Xt)dXt · dXt

avec la table de multiplication
dt dBt

dt 0 0
dBt 0 dt

En particulier, t 7→ f(Xt) est un processus d’Itô de dérive

∫ t

0

(
f ′(Xs)bs +

1
2
f ′′(Xs)σ2

s

)
ds

et de partie martingale ∫ t

0

f ′(Xs)σs dBs.

Quand les dérivées sont bornées, l’intégrale stochastique apparaissant dans la formule est une vraie
martingale, et on en déduit :

E [f(Xt)] = E [f(X0)] + E
[∫ t

0

(
f ′(Xs)bs +

1
2
f ′′(Xs)σ2

s

)
ds

]

= E [f(X0)] +
∫ t

0

E
[
f ′(Xs)bs +

1
2
f ′′(Xs)σ2

s

]
ds.
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En faisant Xt = Bt, on retrouve ainsi le premier résultat du paragraphe 3.4. On peut également calculer
de la même façon des espérances conditionnelles :

E
[
f(Xt) |FB

s

]
= f(Xs) + E

[∫ t

s

(
f ′(Xu)bu +

1
2
f ′′(Xu)σ2

u

)
du

∣∣∣∣ FB
s

]

= f(Xs) +
∫ t

s

E
[
f ′(Xu)bu +

1
2
f ′′(Xu)σ2

u

∣∣∣∣ FB
s

]
du.

La deuxième formule d’Itô fait intervenir le temps en première variable. Elle sera très utile pour étudier
des EDS inhomogènes.

Théorème 4.21 [Deuxième formule d’Itô] Soit f une fonction définie sur R+×R de classe C 1 par
rapport à t, de classe C 2 par rapport à x. On a

f(t,Xt) = f(0, X0) +
∫ t

0

f ′t(s,Xs)ds +
∫ t

0

f ′x(s,Xs)dXs +
1
2

∫ t

0

f ′′xx(s,Xs)σ2
sds.

Comme précedemment, on peut écrire cette formule sous forme différentielle :

df(t,Xt) =
(

f ′t(t,Xt) +
1
2
f ′′xx(t,Xt)σ2

t

)
dt + f ′x(t,Xt)dXt

= f ′t(t,Xt)dt + f ′x(t,Xt)dXt +
1
2
f ′′xx(t,Xt)d〈X〉t.

Exemple 4.22 Le mouvement brownien géométrique, ou processus log-normal est défini par l’équation

Xt = x + µ

∫ t

0

Xs ds + σ

∫ t

0

Xs dBs

avec µ, σ ∈ R. Si on pose Yt = e−µtXt pour tout t ≥ 0, la deuxième formule d’Itô donne

dYt = σe−µtXtdBt = σYtdBt

Nous verrons au chapitre suivant dans un cadre général (c’est aussi une conséquence de la première
formule d’Itô) que Y s’écrit

Yt = x exp
[
σBt − σ2t/2

]
.

On en déduit que
Xt = x exp

[
µt + σBt − σ2t/2

]
.

On peut aussi considérer le cas où µ et σ sont des fonctions déterministes :

Xt = x +
∫ t

0

µ(s)Xs ds +
∫ t

0

σ(s)Xs dBs

On dit alors que X est un Brownien géométrique à coefficients déterministes. Toujours par la deuxième
formule d’Itô, on montre que le processus

t 7→ Xt exp
[
−

∫ t

0

µ(s)ds

]

est une martingale locale. C’est en fait une vraie martingale et

Xt = X0 exp
[∫ t

0

µ(s)ds +
∫ t

0

σ(s)ds− 1
2

∫ t

0

σ2(s)ds .

]

Enfin, la troisième formule d’Itô permet de traiter des processus bivariés :
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Théorème 4.23 [Troisième formule d’Itô] Soient X1 et X2 deux processus d’Itô issus de x1 (resp.
de x2) de coefficient de dérive b1 (resp. b2), de coefficient de diffusion σ1 (resp. σ2) et portés respective-
ment par deux Browniens B1 et B2 corrélés avec coefficient ρ. On suppose que bi, σi sont (FBi

t )-adaptés.
Soit f une fonction de R2 dans R de classe C2 à dérivées bornées. On a

f(X1
t , X2

t ) = f(x1, x2) +
∫ t

0

f ′1(X
1
s , X2

s ) dX1
s +

∫ t

0

f ′2(X
1
s , X2

s ) dX2
s

+
1
2

∫ t

0

(
f ′′11(X

1
s , X2

s )
(
σ1

s

)2
+ 2ρf ′′12(X

1
s , X2

s )σ1
sσ2

s + f ′′22(X
1
s , X2

s )
(
σ2

s

)2
)

ds

où f ′i désigne la dérivée par rapport à xi et f ′′ij la dérivée seconde par rapport à xj puis xi, i, j = 1, 2.

En différentiel, la troisième formule d’Itô peut prendre une forme sommatoire :

df(X1
t , X2

t ) =
∑

i=1,2

f ′i(X
1
t , X2

t ) dXi
t +

1
2


 ∑

i,j=1,2

cijf
′′
ij(X

1
t , X2

t )σi
tσ

j
t


 dt

avec cij = 1 si i = j et cij = ρ sinon. Un exemple important d’application de la troisième formule d’Itô
est la formule d’intégration par parties, où l’on choisit la fonction f(x, y) = xy :

Proposition 4.24 [Formule d’intégration par parties] Avec les mêmes notations que dans le
théorème 4.23, on a

X1
t X2

t = x1x2 +
∫ t

0

X1
s dX2

s +
∫ t

0

X2
s dX1

s + ρ

∫ t

0

σ1
sσ2

s ds.

On retrouve l’expression du crochet de X1 et X2 :

< X1, X2 >t = ρ

∫ t

0

σ1
sσ2

s ds,

et la formule d’intégration par parties s’écrit

d(X1X2)t = X1
t dX2

t + X2
t dX1

t + d〈X1, X2〉t .

4.6 Formule de Black & Scholes

On considère un marché financier comportant un actif dit sans risque de taux constant r et de prix
S0

t = ert (soit dS0
t = rS0

t dt) et un actif risqué dont le prix S vérifie

dSt = b St dt + σ St dBt

soit
St = S0 exp

[
σBt + (b− σ2/2)t

]

avec B mouvement brownien et b, σ ∈ R. On fixe un horizon T > 0 et on souhaite donner le prix d’un
actif financier qui versera h(ST ) à la date T . Le cas d’un call Européen de maturité T et de strike K
correspond au cas h(x) = (x −K)+. On procède par duplication (hedging) : on forme un portefeuille
et d’αt parts de l’actif sans risque (le montant de la richesse investie dans cet actif est αert) et de βt

parts de l’actif risqué. On va trouver un portefeuille auto-finançant (ne nécessitant pas de mise de fonds
autre qu’à la date 0) de valeur terminale h(ST ). La valeur de ce portefeuille à la date t est

Vt = αtS
0
t ; + βtSt .

La condition d’auto-financement se formalise par

dVt = αtdS0
t + βtdSt ;

soit

dVt = αtrS
0
t dt + βtdSt

= rVtdt + βtSt ((b− r)dt + σdBt)
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(La valeur initiale du portefeuille sera la valeur de l actif financier. On suppose que la valeur Vt du
portefeuille à la date t est une fonction déterministe du temps et de la valeur de l’actif risqué, soit
Vt = V (t, St). En utilisant la deuxième formule d’Itô, on calcule

dVt =
(

∂V

∂t
(t, St) + b St

∂V

∂x
(t, St) +

σ2S2
t

2
∂2V

∂x2
(t, St)

)
dt

+
(

σSt
∂V

∂x
(t, St)

)
dBt.

En utilisant et en identifiant avec la condition d’auto-financement les parties martingales on obtient

σβtSt + σSt
∂V

∂x
(t, St) = 0 soit βt =

∂V

∂x
(t, St),

ce qui entrâıne alors en identifiant les parties à variation finie

rSt
∂V

∂x
(t, St) +

∂V

∂t
(t, St) +

σ2S2
t

2
∂2V

∂x2
(t, St) − rV (t, St) = 0

avec pour condition terminale V (T, ST ) = h(ST ). Comme St est une v.a. qui peut prendre toutes les
valeurs de R+, on en déduit que V satisfait l’EDP

rx∂V
∂x (t, x) + ∂V

∂t (t, x) + σ2x2

2
∂2V
∂x2 (t, x) − rV (t, x) = 0 (4.7)

avec pour condition terminale V (T, x) = h(x). On notera que le coefficient b a disparu ! Dans le cas
d’un call européen h(x) = (x−K)+, et pour σ > 0, cette équation se résoud alors en :

V (t, x) = xN (d1)−Ke−r(T−t)N (d2)

où N est la fonction de répartition d’une v.a. gaussienne standard :

N (x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2du,

et avec les notations

d1 =
1

2σ
√

T − t

(
ln

(
xer(T−t)/K

)
+

1
2
σ2(T − t)

)
et d2 = d1 − σ

√
T − t.

La quantité
∂C

∂x
(t, St) = N (d1)

qui représente le nombre de parts de l’actif sous jacent utilisées pour répliquer l’option s’appelle le Delta
de l ’option et représente aussi la sensibilité du prix de l option par rapport au prix du sous jacent. Le
couple (V (t, St)− βtSt , βt) représente le portefeuille de couverture.

Remarque 4.25 Comme conséquence de la formule d’Itô appliquée aux EDS, on verra plus tard une
formule probabiliste pour le prix du call :

C(t, St) = er(t−T )E
[
(ST −K)+ | Ft

]

où dans le calcul de l’espérance on considère que S a pour dynamique

dSt = rStdt + σStdWt .

Cette formule est fondamentale en Finance, et fait intervenir un changement de probabilité.



Chapitre 5

Equations différentielles
stochastiques

Les équations différentielles stochastiques (EDS) sont les équations qui régissent l’évolution de la
plupart des prix des actifs financiers, et ce chapitre en donne une courte introduction. Pour une étude
plus approfondie, nous suggérons la lecture de [15] [16] [17], dans un ordre croissant de difficulté.

5.1 Définitions

Rappelons qu’une équation différentielle ordinaire (EDO) sur R+ × R est un système du type
{

y0 = y
y′t = f(t, yt)

(5.1)

où y : R+ → R est la fonction inconnue et f : R+ × R → R est une fonction donnée. L’étude
mathématique des équations différentielles ordinaires, d’une importance considérable pour les applica-
tions notamment en physique, s’est développée au début du 19-ème siècle avec la théorie des fonctions
spéciales. Ces dernières peuvent être vues comme la généralisation de la fonction exponentielle, laquelle
est solution de {

y0 = 1
y′t = yt.

La théorie a pris un nouvel essor à la fin du 19-ème siècle avec les travaux de Lie et de Poincaré, et
continue aujourd’hui de mobiliser une communauté très importante de mathématiciens. En général, il
est impossible de donner une solution explicite à une EDO. On peut cependant chercher à savoir s’il
existe une solution, et si elle est unique. Un critère est le :

Théorème 5.1 [Cauchy-Lipschitz] Supposons qu’il existe une constante K > 0 telle que pour tous
t ∈ R+, x, y ∈ R

{ |f(t, x)− f(t, y)| ≤ K|x− y| (condition de Lipschitz globale)
|f(t, x)| ≤ K(1 + |x|) (condition de croissance linéaire)

Alors l’EDO (5.1) a une solution unique définie sur R+.

Remarquons que la condition de Lipschitz globale est assez naturelle pour que la solution soit bien
définie sur tout R+. Si on considère par exemple y0 = 1 et f(t, y) = y2, alors on voit facilement que
l’unique solution du système (5.1) correspondant est yt = 1/(1− t), et que cette solution “explose“ en
t = 1 avec valeur +∞.

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une perturbation de (5.1) avec un terme aléatoire
modélisant un “bruit” autour du phénomène déterministe décrit par (5.1). La perturbation la plus
simple est l’ajout d’un Brownien, où l’on considère

{
Y0 = y

dYt = f(t, Yt)dt + σdBt
(5.2)

53
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soit, sous forme intégrale (la seule qui ait un sens mathématique, puisque le Brownien n’est pas
dérivable) :

Yt = y +
∫ t

0

f(s,Xs)ds + σBt

pour tout t ≥ 0. On a coutume d’utiliser des majuscules pour les solutions d’EDS et des minuscules pour
les solutions d’EDO. Le caractère martingalien du Brownien entrâıne que pour σ petit, la trajectoire
non dérivable de la solution de (5.2) va suivre en gros celle régulière et déterministe de (5.1), en oscillant
aléatoirement autour. Mais quand σ est grand, la trajectoire de (5.2) n’a plus rien à voir avec celle de
(5.1).

Le cadre général des EDS concerne la situation où le coefficient σ dépend aussi du temps et de la
solution Yt (en finance, on parle alors de modèle à volatilité locale). On peut encore gagner en généralité
en considérant un modèle multidimensionnel. Ceci donne la

Définition 5.2 Soient d,m ∈ N, b : R+ × Rd → Rd et σ : R+ × Rd → Md,m(R) deux fonctions mesu-
rables bornées (b(x) = {bi(x), 1 ≤ i ≤ d} est un champ de vecteurs et σ(x) = {σij(x), 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ m}
un champ de matrices). Soit x ∈ Rd une condition initiale. Une solution de l’EDS

Ex(b, σ) :
{

X0 = x
dXt = b(t,Xt) dt + σ(t,Xt) dBt

est constituée par :
(a) Un espace de probabilité filtré (Ω, F , {Ft, t ≥ 0} ,P)
(b) Un (Ft)-mouvement brownien B = (B1, . . . , Bm) à valeurs dans Rm.
(c) Un processus X = {Xt, t ≥ 0} continu Ft-adapté tel que les intégrales

∫ t

0

b(s, Xs) ds et
∫ t

0

σ(s,Xs) dBs

aient un sens et tel que l’égalité

Xt = x +
∫ t

0

b(s,Xs) ds +
∫ t

0

σ(s,Xs) dBs

soit satisfaite pour tout t P p.s. Autrement dit, pour tout i = 1, . . . , d on a

Xi
t = x +

∫ t

0

bi(s,Xs) ds +
m∑

j=1

∫ t

0

σij(s,Xs) dBj
s .

Le caractère aléatoire des EDS impose plusieurs notions d’existence et d’unicité. On dit qu’il y a
(1) Existence d’une solution faible si Ex(b, σ) admet une solution X.
(2) Existence d’une solution forte si Ex(b, σ) admet une solution X qui soit adaptée à la filtration du
Brownien porteur.
(3) Unicité faible si tous les processus X solutions de Ex(b, σ) ont même loi.
(4) Unicité trajectorielle si, l’espace de probabilité et le Brownien porteur étant fixés, deux solutions
quelconques X et X ′ de Ex(b, σ) sont indistinguables au sens où

P [∃ t ∈ R / Xt 6= X ′
t] = 0.

L’exemple suivant montre que l’on peut avoir (1) et (3) (existence et unicité faible), mais ni (2) ni (4) :

Exemple 5.3 Soit {Wt, t ≥ 0} un Brownien standard. On considère le processus

Bt =
∫ t

0

sgn(Ws) dWs

où sgn est la fonction définie par

sgn(x) =
{

1 si x ≥ 0
−1 si x < 0.
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Comme sgn2(x) = 1, on remarque facilement que le processus B est bien défini et que B est une
martingale continue de crochet t. Par le théorème de caractérisation de Paul Lévy, B est donc un
mouvement brownien. On considère maintenant l’EDS

{
X0 = 0

dXt = sgn(Xt) dBt

Par construction, on voit que W est solution de cette équation. De plus, par le même argument que
précedemment, on voit que toutes les solutions de cette équation sont des mouvements browniens et
sont donc égaux en loi : on a existence et unicité faibles. En revanche le point (4) n’est pas vérifié : le
processus −W est aussi solution de l’équation avec pour tout t > 0,

P[Wt 6= −Wt] = P[2Wt 6= 0] = 1,

de sorte que W et −W sont deux processus solution qui ne sont pas indistinguables. De plus, par
construction on voit intuitivement (et on peut démontrer rigoureusement) que la filtration naturelle du
processus B est celle de |X|, laquelle est bien sûr plus petite que celle de X, puisqu’elle ne prend pas
en compte le signe de X. Donc toute solution X n’est pas (FB

t )-adaptée et il n’y a pas existence de
solution forte.

Le théorème suivant nous dit en revanche que (1) + (4) =⇒ (2) + (3) :

Théorème 5.4 [Yamada-Watanabe] Supposons que Ex(b, σ) admette une solution faible et que
toutes ses solutions soient indistinguables. Alors Ex(b, σ) admet une unique solution forte.

Le théorème suivant est l’analogue du théorème de Cauchy-Lipschitz pour les EDS. Il fournit les condi-
tions standard d’existence et d’unicité de solution forte :

Théorème 5.5 [Théorème d’existence sous conditions lipschitziennes] Supposons que pour tout
compact K de Rd, il existe une constante MK > 0 telle que
(a) |bi(t, x)− b(t, y)| + |σij(t, x)− σij(t, y)| ≤ MK |x− y| pour tout i = 1 . . . d, j = 1 . . . m, t ≥ 0,
x, y ∈ K (condition de Lipschitz locale)
et qu’il existe une constante M > 0 telle que
(b) |bi(t, x)|+ |σij(t, x)| ≤ M(1 + |x|) pour tout i = 1 . . . d, j = 1 . . . m, t ≥ 0, x, y ∈ Rd (condition de
croissance linéaire),
alors il existe une unique solution forte à Ex(b, σ), de durée de vie infinie.

La démonstration de l’existence faible repose sur une méthode de point fixe, un peu trop longue à
détailler ici. L’idée est de construire une suite Xn par

Xn
t = x +

∫ t

0

bi(s,Xn−1
s ) ds +

m∑

j=1

∫ t

0

σij(s,Xn−1
s ) dBj

s ,

et de montrer la convergence de cete suite vers une solution.
Nous allons en revanche démontrer l’unicité trajectorielle, qui suffit pour avoir existence et unicité

d’une solution forte, d’après le théorème de Yamada-Watanabe. On suppose pour simplifier que b et σ
sont globalement lipschitziennes en espace, avec constante M . L’argument repose sur le lemme suivant
qui est extrêmement utile :

Lemme 5.6 [Gronwall] Soit T > 0 et g une fonction positive mesurable bornée telle que

g(t) ≤ a + b

∫ t

0

g(s) ds

pour tout t ≤ T, où a et b sont des constantes positives. Alors

g(t) ≤ aebt

pour tout t ≤ T.
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La preuve est facile par itération de la condition sur g sous l’intégrale : on écrit

g(t) ≤ a + b

∫ t

0

(
a + b

∫ s

0

g(u) du

)
ds

≤ a + abt + b2

∫

0≤u≤s≤t

g(u) du ds

≤ a + abt + b2

∫

0≤u≤s≤t

(
a + b

∫ u

0

g(v) dv

)
du ds

≤ a + abt + ab2

∫

0≤u≤s≤t

du ds + b3

∫ t

0

∫ s

0

∫ u

0

g(v) dv du ds

≤ a + abt + a
b2t2

2
+ b3

∫ t

0

∫ s

0

∫ u

0

g(v) dv du ds

...

≤ a + abt + a
b2t2

2
+ a

b3t3

3!
+ · · · = aebt.

¤
On fixe alors t > 0 et on considère deux solutions distinctes X et Y de Ex(b, σ). On a

E
(|Xt − Yt|2

)
= E

∣∣∣∣
∫ t

0

b(s,Xs)− b(s, Ys) ds +
∫ t

0

σ(s,Xs)− σ(s, Ys) dBs

∣∣∣∣
2

≤ 2

(
E

(∫ t

0

|b(s,Xs)− b(s, Ys)| ds

)2

+ E
(∫ t

0

|σ(s,Xs)− σ(s, Ys)| dBs

)2
)

≤ 2M2

(
t2

∫ t

0

E |Xs − Ys|2 ds +
∫ t

0

E |Xs − Ys|2 ds

)

≤ K

∫ t

0

E |Xs − Ys|2 ds

pour une certaine constante K > 0, où dans la première inégalité on a utilisé la formule (a + b)2 ≤
2(a2 + b2) et dans la deuxième inégalité on a utilisé la lipschitziannité de b et σ, l’inégalité de Hölder
pour la première intégrale et l’isométrie de l’intégrale stochastique pour la deuxième. On en déduit le
résultat en utilisant le lemme de Gronwall.

¤

Dans la pratique, le théorème d’existence lipschitzien est parfois insuffisant pour ce qui concerne le
coefficient de diffusion. On peut cependant notablement améliorer ce théorème dans le cas réel :

Théorème 5.7 [Yamade-Watanabe II] Soit d = m = 1. Supposons que b et σ soient à croissance
linéaire, que b vérifie la condition de Lipschitz locale et que |σ(t, x) − σ(t, y)|2 ≤ ρ(|x − y|) pour tout
t ≥ 0, où ρ est une fonction borélienne de ]0,∞[ dans lui-même telle que

∫

|z|≤ε

dz

ρ2(z)
= +∞.

pour tout ε > 0. Alors Ex(b, σ) admet une unique solution forte.

Une classe très importante d’EDS sont les équations de Bessel :

Xt = x + 2
∫ t

0

√
XsdWs + δ t (5.3)

sur R, où W est un Brownien réel et x, δ > 0. Par le deuxième théorème de Yamada-Watanabe appliqué
avec la fonction ρ(x) =

√
x, on voit que (5.3) admet une unique solution forte. De plus, on peut montrer

que cette solution est toujours positive et de durée de vie infinie. Cependant, le théorème d’existence
lipschitzien n’aurait pas permis d’obtenir ce résultat, car σ(x) =

√
x n’est pas lipschitzienne en zéro.

Le processus X est un processus de Bessel carré de dimension δ. Nous reviendrons plus tard sur les
processus de Bessel et sur leurs liens avec le mouvement brownien.
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5.2 Quelques propriétés

5.2.1 Propriété de Markov

Supposons que Ex(b, σ) ait une unique solution forte {Xt(x), t ≥ 0}. Par linéarité de l’intégrale, on
voit que pour tout s, t ≥ 0,

Xs+t(x) = Xs(x) +
∫ s+t

s

b(u,Xu(x)) du +
∫ s+t

s

σ(u, Xu(x)) dBu.

Comme la variable Xs(x) est FB
s -mesurable, elle est indépendante du processus des accroissements

{Bu −Bs, u ≥ s} , qui est lui même un Brownien B′ partant de 0. On peut donc écrire

Xs+t(x) = Xs(x) +
∫ t

0

b(s + u,Xs+u(x)) du +
∫ t

0

σ(s + u,Xs+u(x)) dB′
u

et par unicité, ceci entrâıne que Xs+t(x) = Xs
t (Xs(x)) pour tout t ≥ 0, où Xs

t (x) est l’unique solution
de Ex(b(s + ., .), σ(s + ., .)) portée par le Brownien B′. Pour tout s, t ≥ 0 et toute fonction borélienne
f , on déduit alors de l’indépendance de B′ et FB

s que

E
[
f(Xt+s) |FB

s

]
= E [f(Xt+s) |Xt] = Φt(s,Xs)

où Φt(s, x) = E [f(Xs
t (x))] . Ceci signifie que X vérifie la propriété de Markov inhomogène. C’est un

résultat important qui permet de calculer facilement certaines espérances conditionnelles. Dans le cas
où les coefficients b et σ ne dépendent pas du temps, X vérifie de plus la propriété de Markov homogène,
au sens où

E
[
f(Xt+s) |FB

s

]
= E [f(Xt+s) |Xs] = Φt(Xs)

avec Φt(x) = E [f(Xt(x))] . La différence entre homogène et inhomogène provient de la dépendance en
temps. Dans le cas homogène, on peut étendre la propriété aux temps d’arrêt finis :

Théorème 5.8 [Propriété de Markov forte] Soit X l’unique solution forte de Ex(b, σ) avec b et σ
ne dépendant pas du temps. Soit T un temps d’arrêt fini p.s. pour la filtration naturelle du Brownien
porteur. Alors pour tout t ≥ 0 et toute fonction f mesurable bornée,

E
[
f(XT+t) |FB

T

]
= E [f(XT+t) |XT ] = Φt(XT )

où l’on a noté Φt(x) = E [f(Xt(x))] .

Dans le cas inhomogène, on montre que le processus espace-temps t 7→ (t,Xt) vérifie la propriété de
Markov forte, au sens où pour tout temps d’arrêt fini T et toute fonction f de deux variables,

E
[
f(T + t,XT+t)

∣∣ FB
T

]
= E [f(T + t, XT+t) |T, XT ] = Φt(T,XT )

avec la notation Φt(s, x) = E [f(s + t,Xs
t (x))] . On voit donc que en général, un couple de processus

(X,Y ) peut être fortement markovien sans que ses composantes le soient.

5.2.2 Théorème de comparaison

Ce théorème permet de comparer presque sûrement deux EDS uni-dimensionnelles, et s’avère souvent
extrémement utile en pratique. La preuve, qui utilise des arguments semblables à ceux de l’unicité
trajectorielle vus précédemment, peut être trouvée dans [11].

Théorème 5.9 Soit {Wt, t ≥ 0} un mouvement brownien réel, b1, b2 et σ trois fonctions globablement
lipschitziennes, x1 ≥ x2 deux réels. On considère les deux EDS

Xi
t = xi +

∫ t

0

bi(Xi
s) ds +

∫ t

0

σ(Xi
s) dWs

pour i = 1, 2. Supposons que b1(x) ≥ b2(x) pour tout x ∈ R. Alors X1
t ≥ X2

t p.s. pour tout t ≥ 0.
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5.2.3 Fonction d’échelle

On considère l’EDS homogène

Xt = X0 +
∫ t

0

b(Xs) ds +
∫ t

0

σ(Xs) dBs

où b et σ sont des fonctions de R dans R globalement lipschitziennes. D’après la formule d’Itô, on voit
que si f est une fonction de R dans R de classe C 2 à dérivées bornées et telle que

b(x)f ′(x) +
1
2
σ2(x)f ′′(x) = 0

pour tout x ∈ R, alors le processus t 7→ f(Xt) est une martingale (martingale locale si f n’est pas à
dérivées bornées). La fonction f est appelée fonction d’échelle du processus X. Elle est déterminée à
deux constantes près c1 et c2 par la formule

f(x) =
∫ x

c1

exp
(
−2

∫ u

c2

b(v)/σ2(v) dv

)
du.

L’opérateur L qui à f ∈ C 2(R,R) fait correspondre

L f : x 7→ b(x)f ′(x) +
1
2
σ2(x)f ′′(x)

s’appelle le générateur infinitésimal du processus X ou encore son Dynkin. On peut montrer qu’il vérifie

L f(x) = lim
t→0

Ex [f(Xt)]− f(x)
t

= lim
t→0

E [f(Xt) | X0 = x]− f(x)
t

pour tout x ∈ Rd. Le générateur infinitésimal a aussi un sens dans le cas inhomogène : si l’on considère
l’EDS

Xt = X0 +
∫ t

0

b(s, Xs) ds +
∫ t

0

σ(s,Xs) dBs,

alors on peut définir son générateur infinitésimal comme l’opérateur L agissant sur les fonctions de
R+ × R une fois dérivables en temps et deux fois en espace par

L (f)(t, x) = b(t, x)f ′x(t, x) +
σ2(t, x)

2
f ′′xx(t, x).

D’après la formule d’Itô, on voit que si f est une fonction de R+ × R dans R telle que

L (f)(t, x) + f ′t(t, x) = 0,

alors le processus {f(t,Xt), t ≥ 0} est une martingale locale. C’est de plus une vraie martingale sous
des conditions supplémentaires d’intégrabilité, par exemple quand la fonction σf ′x est bornée.

On peut enfin introduire un coefficient exponentiel (qui joue le rôle d’un coefficient d’actualisation
en finance) pour retrouver le prix d’un call européen vu au chapitre précédent. En effet, supposons que
X est un brownien géométrique

dXt = rXtdt + σXtdBt

et soit f une fonction de R+ × R dans R telle que σf ′x est bornée et

f ′t(t, x) + L (f)(t, x) = rf(t, x), (5.4)

alors le processus t 7→ e−rtf(t, Xt) est une martingale. En particulier, si f vérifie ∀x , f(T, x) = h(x)
comme condition au bord, alors

f(t,Xt) = er(t−T ) E [h(XT ) | Ft] .

On donnera des applications en finance dans la section 5.3.2.
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5.2.4 Martingale exponentielle et condition de Novikov

Soit θ un bon processus local et Z0 une constante. Par la formule d’Itô, on démontre que l’unique
solution de l’EDS

Zt = Z0 +
∫ t

0

θsZs dBs (5.5)

est

Zt = Z0 exp
[∫ t

0

θs dBs − 1
2

∫ t

0

θ2
sds

]
.

Le processus Z, noté Et(θ ? B) est appelé l’exponentielle de Doléans-Dade de θ ? B. Par (5.5), c’est une
martingale locale positive dès que Z0 > 0. Le critère suivant, de preuve difficile, permet de savoir quand
l’exponentielle de Doléans-Dade est une martingale :

Théorème 5.10 [Condition de Novikov] Supposons que

E
[
exp

(
1
2

∫ t

0

θ2
s ds

)]
< ∞

pour tout t > 0. Alors t 7→ Et(θ ? B) est une vraie martingale.

Quand la condition de Novikov n’est pas satisfaite, E (θ ? B) est une martingale locale positive, donc
une surmartingale, et E [Zt] ≤ E [Zs] ≤ Z0 pour tout t ≥ s ≥ 0. On ne connait pas de conditions plus
faciles à vérifier que la condition de Novikov, sauf dans le cas particulier suivant :

Proposition 5.11 Supposons θt = f(t, Bt) où f est une fonction globalement lipschitzienne. Alors
t 7→ Et(θ ? B) est une vraie martingale.

5.3 Lien avec les équations aux dérivées partielles

5.3.1 Problème parabolique

On considère l’opérateur A f(t, x) = f ′t(t, x) + L f(t, x) où L est le générateur infinitésimal du
processus X solution de l’EDS

Xt = X0 +
∫ t

0

b(s, Xs) ds +
∫ t

0

σ(s,Xs) dBs. (5.6)

On cherche les solutions du problème parabolique suivant
{

A f(t, x) = 0 pour tout x ∈ R et t ∈ [0, T ]
f(T, x) = g(x) pour tout x ∈ R. (5.7)

où g est une fonction de R dans R. Si f est une solution de (5.7) et si pour tout u ≥ t ≥ 0 on note Xx,t
u

une solution de
Xx,t

u = Xx,t
t +

∫ u

t

b(s,Xx,t
s ) ds +

∫ u

t

σ(s, Xx,t
s ) dBs

avec pour condition initiale Xx,t
t = x, la formule d’Itô conduit alors à

f(u,Xx,t
u ) = f(t, x) +

∫ u

t

f ′x(s,Xx,t
s )σ(s,Xx,t

s )dBs.

En faisant u = T en particulier, on en déduit que

g(Xx,t
T ) = f(t, x) +

∫ T

t

f ′x(s,Xx,t
s )σ(s,Xx,t

s ) dBs.

Si f ′x et σ vérifient des conditions d’intégrabilité suffisante, alors l’intégrale stochastique est une mar-
tingale. On en déduit une importante représentation probabiliste de la solution de (5.7) :

f(t, x) = E
[
g(Xx,t

T )
]
.
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On écrit parfois ce résultat sous la forme f(t, x) = Ex,t [g(XT )] , où X est la solution de (5.6) prise sous
la probabilité Px,t qui est telle que processus X prend la valeur x à l’instant t. On peut s’intéresser à
un problème un peu plus général que (5.7) :

{
A f(t, x) = αf(t, x) pour tout x ∈ R et t ∈ [0, T ]

f(T, x) = g(x) pour tout x ∈ R. (5.8)

avec α > 0. Avec les notations précédentes, si f est solution de (5.8), la formule d’Itô entre t et T
conduit à

e−αT f(T, Xx,t
T ) = e−αtf(t, x) +

∫ T

t

e−αsf ′x(s,Xx,t
s )σ(s,Xx,t

s ) dBs.

A nouveau sous des conditions d’intégrabilité suffisantes sur f ′x et σ, l’intégrale stochastique est une
martingale et on en déduit la représentation probabiliste

f(t, x) = Ex,t

[
eα(t−T )g(XT )

]
.

5.3.2 Formule de Black & Scholes

On considère à nouveau un sous jacent de dynamique

dSt = St(bdt + σdBt) .

Les résultats précédents entrâınent que la solution de l’équation de Black & Scholes

xr
∂C

∂x
(t, x) +

∂C

∂t
(t, x) +

σ2x2

2
∂2C

∂x2
(t, x) = rC(t, x)

avec C(T, x) = (x−K)+, est donnée par

C(t, x) = E
[
er(t−T )(S̃x,t

T −K)+
]

(5.9)

avec
dS̃t = S̃t(rdt + σdWt)

où W est un mouvement Brownien. La solution de cette équation vérifie

S̃T = S̃t exp
(
σ(WT −Wt)(r − σ2/2)(T − t)

)

soit
S̃x,t

T = xeσ
√

T−tG+(r−σ2/2)(T−t)

avec G ∼ N (0, 1). Pour t = 0, le calcul donne

E
[
e−rT (S̃x

T −K)+
]

= e−rT
(
E

[
S̃x

T 11{S̃x
T≥K}

]
− KP

[
S̃x

T ≥ K
])

= xe−rTE
[
eσ
√

T G+(r−σ2/2)(T )11{σ
√

T G+(r−σ2/2)(T )≥ln(K/x)}
]

−Ke−rTP
[
σ
√

T G + (r − σ2/2)(T ) ≥ ln(K/x)
]

L’espérance et la probabilité se calculent alors en explicitant les intégrales qui font intervenir la densité
gaussienne. Nous verrons plus loin que le calcul du premier terme peut se déduire du second. L’expression
(5.9) permet également de calculer le ’Delta’ de l’option : dans le cas t = 0, on a

C(0, x) = E
[
e−rT (xMT erT −K)+)

]

avec la notation S̃t = xMte
rt et où M est une martingale. En dérivant par rapport à x sous l’espérance,

on retrouve
∂C

∂x
(0, x) = E

[
MT 11{xMT erT≥K}

]
= N (d1)

avec la formule pour d1 donnée au chapitre précédent.
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5.3.3 Formule de Feynman-Kac

Nous venons de voir comment les processus permettent de résoudre explicitement certaines EDP.
Les mêmes techniques peuvent être aussi employées pour l’étude de certaines EDO du deuxième ordre.
On s’intèresse par exemple au problème suivant, dit de Sturm-Liouville :

(α + k)f =
f ′′

2
+ g (5.10)

où α > 0, k : R→ R+ est une fonction continue et g : R→ R une fonction continue telle que :
∫

R
|g(x + y)|e−|y|

√
2α dy < +∞

pour tout x ∈ R. On a le

Théorème 5.12 [Formule de Feynman-Kac] La fonction f définie par :

f(x) = E
[∫ ∞

0

g(x + Bt) exp
(
−αt−

∫ t

0

k(x + Bs)ds

)
dt

]
,

où {Bt, t ≥ 0} est un mouvement brownien standard issu de 0, est l’unique solution bornée et C 2 de
(5.10).

Donnons une idée de la démonstration. Tout d’abord, les conditions de positivité sur α et k et de
bornitude sur g garantissent l’existence d’une solution continue et bornée à l’équation (5.10). Soit
{Zt, t ≥ 0} le processus à variation finie défini par :

Zt = αt +
∫ t

0

k(x + Bs)ds.

On applique la première formule d’Itô au processus

Ut(x) = f(x + Bt)e−Zt +
∫ t

0

g(x + Bs)e−Zsds

où f est une fonction C 2, et on obtient

dUt(x) = f ′(x + Bt)e−ZtdBt

+
(

f ′′(x + Bt)
2

+ g(x + Bt)− (α + k(x + Bs))f(x + Bt)
)

e−Ztdt.

Si f est solution de (5.10), alors

f ′′(x)
2

+ g(x)− (α + k(x))f(x) = 0,

de sorte que

Ut(x) = f(x) +
∫ t

0

f ′(x + Bs)e−Zs dBs

est une martingale locale. Comme Z est positive et f ′ bornée, U est en fait une vraie martingale et on
a

f(x) = E [Ut(x)]

pour tout t ≥ 0. Pour obtenir la formule du théorème, il suffit alors de démontrer que

E
[
f(Bt)e−Zt

] −→ 0

quand t → +∞.

¤
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Ce résultat nous donne en particulier la transformée de Laplace en temps de la variable

g(Bt) exp−
∫ t

0

k(Bs)ds

pour toute fonction g, et donc par inversion la loi du couple
(

Bt,

∫ t

0

k(Bs)ds

)
.

Ce couple est très important en Finance, puisqu’il permet de pricer certaines options exotiques avec
temps d’occupation. La formule de Feynman-Kac permet aussi de calculer la densité de la variable
aléatoire

A+
t =

∫ t

0

11[0,∞[(Bs) ds

qui représente le temps d’occupation de R+ par le Brownien. En effet, si on pose k(x) = β11x≥0 et
g(x) = 1, on en déduit que pour α, β > 0 la fonction

f(x) = E
[∫ ∞

0

exp
(
−αt− β

∫ t

0

11[0,∞)(x + Bs)ds

)
dt

]

est solution de l’EDO 



αf(x) = 1− βf(x) +
f ′′(x)

2
si x ≥ 0,

αf(x) = 1 +
f ′′(x)

2
si x ≤ 0.

L’unique solution bornée et continue de cette EDO est donnée par :

f(x) =





Ae−x
√

2(α+β) +
1

α + β
si x ≥ 0,

Bex
√

2α +
1
α

si x ≤ 0.

En imposant la continuité de f et f ′ en zéro, on trouve

A =
1√

α(α + β)
− 1

(α + β)
et B =

1√
α(α + β)

− 1
α

.

On en déduit que ∫ ∞

0

e−αtE
[
e−βA+

t

]
dt = f(0) =

1√
α(α + β)

et, en utilisant l’égalité ∫ ∞

0

e−αt

(∫ t

0

du e−βu

π
√

u(t−u)

)
dt =

1√
α(α + β)

,

que la densité de A+
t est donnée par :

P
[
A+

t ∈ du
]

=
11{u<t}du

π
√

u(t− u)
.

La fonction de répartition de cette loi est

P
[
A+

t ≤ θ
]

=
∫ θ

0

ds

π
√

s(t− s)
=

∫ θ/t

0

du

π
√

u(1− u)
=

2
π

arg sin

√
θ

t

et l’on donne alors à la loi de A+
t le nom de loi de l’arcsinus. On remarque enfin que

P
[
A+

t ≤ θ
]

= P
[
tA+

1 ≤ θ
]
,

ce qui montre que les variables A+
t et tA+

1 ont même loi. On aurait pu aussi obtenir ce résultat direc-
tement par scaling du Brownien.
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5.4 Processus de Bessel

5.4.1 Norme d’un mouvement Brownien n-dimensionel

Soit n > 1 et B = (B1, B2, . . . , Bn) un mouvement Brownien n-dimensionel. Soit X défini par
Xt = ||Bt||, soit X2

t =
∑n

i=1(Bi)2(t). En appliquant la formule d’Itô dX2
t =

∑n
i=1 2Bi(t)dBi(t) + n dt.

Le processus β défini par

dβt =
1

Xt
Bt · dBt =

1
||Bt||

n∑

i=1

Bi(t)dBi(t), β0 = 0,

est une martingale continue et son crochet est t (en effet, (β2
t − t, t ≥ 0) est une martingale). Il en

résulte que β est un mouvement Brownien. L’égalité d(X2
t ) = 2Bt · dBt + ndt s’écrit

d(X2
t ) = 2Xtdβt + ndt .

Une nouvelle application de la formule d’Itô conduit à

dXt = dβt +
n− 1

2
dt

Xt

où β est un mouvement Brownien, ainsi, en posant Vt = X2
t

dVt = 2
√

Vtdβt + n dt .

On dit que X est un processus de Bessel (BES) de dimension n, et que V est un processus de Bessel
carré (BESQ) de dimension n.

5.4.2 Définition gńérale

Soit W un mouvement Brownien. En utilisant l’inégalité |√x−√y| ≤
√
|x− y|, le second théorème

d’existence montre que pour δ ≥ 0 et α ≥ 0 ,l’équation

dZt = δ dt + 2
√
|Zt| dWt , Z0 = α

a une unique solution forte. Cette solution est un processus de Bessel carré de dimension δ, que l’on
désigne par BESQδ. En particulier, si α = 0 et δ = 0, la solution Z ≡ 0 est l’unique solution.En utilisant
le théorème de comparaison, si 0 ≤ δ ≤ δ′ et si ρ et ρ′ sont des processus de Bessel carré de dimension
δ etδ′ partant du même point, alors 0 ≤ ρt ≤ ρ′t a.s.
Dans le cas δ > 2, le processus de Bessel carré BESQδpartant de α n’atteint jamais 0. Si 0 < δ < 2, le
processus ρ atteint 0 en un temps fini. Si δ = 0 le processus reste en 0dès qu’il atteint ce point.

Définition 5.13 (BESQδ) Pour tout δ ≥ 0 etα ≥ 0, l’unique solution forte de

ρt = α + δt + 2
∫ t

0

√
ρs dWs

processus de Bessel carré de dimension δ, partant de α et est noté BESQδ.

Définition 5.14 (BESδ) Soit ρ un BESQδpartant de α. Le processus R =
√

ρ est un processus de
Bessel de dimension δ, partant de a =

√
α et est noté BESδ.

Définition 5.15 Le nombre ν = (δ/2)− 1 (soit δ = 2(ν + 1)) est l’indice du processus de Bessel ,et un
processus de Bessel d’indice ν est noté BES(ν).

Pour δ > 1, un BESδest solution de

Rt = α + Wt +
δ − 1

2

∫ t

0

1
Rs

ds . (5.11)
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5.4.3 Probabilités de transition

Les fonctions de Bessel modifiées Iν et Kν solutions de

x2u′′(x) + xu′(x)− (x2 + ν2)u(x) = 0

sont données par :

Iν(z) =
(

z

2

)ν ∞∑
n=0

z2n

22n n! Γ(ν + n + 1)

Kν(z) =
π(I−ν(z)− Iν(z))

2 sin πz

Les probabilités de transition q
(ν)
t d’un BESQ(ν)sont

q
(ν)
t (x, y) =

1
2t

(y

x

)ν/2

exp
(
−x + y

2t

)
Iν(

√
xy

t
) (5.12)

et le processus de Bessel d’indice ν a une probabilité de transition p
(ν)
t donnée par

p
(ν)
t (x, y) =

y

t

(
y

x

)ν

exp(−x2 + y2

2t
)Iν(

xy

t
) , (5.13)

5.5 Modèle de Cox-Ingersoll-Ross

Pour modéliser des taux, Cox- Ingersoll-Ross étudient l’équation suivante

drt = k(θ − rt)dt + σ
√

rtdBt (5.14)

L’unique solution est un processus positif pour kθ ≥ 0 (utiliser le second théorème d’existence). ll n’est
pas possible d’obtenir une formule explicite. Soit rx le processus solution de (5.14) avec rx

0 = x.
Le changement de temps A(t) = σ2t/4 réduit l’étude de (5.14) au cas σ = 2 : En effet, si Zt = rσ2t/4,

alors
dZt = k′(θ − Zt) dt + 2

√
ZtdBt

avec k′ = kσ2/4 etoù B est un mouvement Brownien.
Le processus de CIR process (5.14) est un BESQ changé de temps : en effet,

rt = e−ktρ(
σ2

4k
(ekt − 1))

où (ρ(s), s ≥ 0) est un BESQδ(α), avec δ =
4kθ

σ2
.

On peut montrer que, si T x
0

def
= inf{t ≥ 0 : rx

t = 0} et 2kθ ≥ σ2 alors P (T x
0 = ∞) = 1. Si 0 ≤ 2kθ < σ2

et k > 0 alors P (T x
0 < ∞) = 1 et si k < 0 on a P (T x

0 < ∞) ∈]0, 1[. (Cela se fait au moyen du théorème
de comparaison)
Cependant, on peut calculer l’espérance de la v.a. rt au moyen de l’égalité E(rt) = r0+k(θt−∫ t

0
E(rs)ds),

en admettant que l’intégrale stochastique est une martingale, ce qui est le cas. On calcule sans difficultés
supplémentaires l’espérance conditionnelle, en utilisant le caractère Markovien :

Théorème 5.16 Soit r le processus vérifiant

drt = k(θ − rt)dt + σ
√

rtdBt.

L’espérance conditionnelle et la variance conditionnelle sont données par

E(rt |Fs) = rse
−k(t−s) + θ(1− e−k(t−s)),

Var(rt |Fs) = rs
σ2(e−k(t−s) − e−2k(t−s))

k
+

θσ2(1− e−k(t−s))2

2k
.
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Preuve : Par définition, on a pour s ≤ t

rt = rs + k

∫ t

s

(θ − ru)du + σ

∫ t

s

√
ru dBu,

et en appliquant la formule d’Itô

r2
t = r2

s + 2k

∫ t

s

(θ − ru)rudu + 2σ

∫ t

s

(ru)3/2dBu + σ2

∫ t

s

rudu

= r2
s + (2kθ + σ2)

∫ t

s

rudu− 2k

∫ t

s

r2
udu + 2σ

∫ t

s

(ru)3/2dBu.

En admettant que les intégrales stochastiques qui interviennent dans les égalités ci-dessus sont d’espérance
nulle, on obtient, pour s = 0

E(rt) = r0 + k

(
θt−

∫ t

0

E(ru)du

)
,

et

E(r2
t ) = r2

0 + (2kθ + σ2)
∫ t

0

E(ru)du− 2k

∫ t

0

E(r2
u)du.

Soit Φ(t) = E(rt). En résolvant l’équation Φ(t) = r0 +k(θt−∫ t

0
Φ(u)du) qui se transforme en l’équation

différentielle Φ′(t) = k(θ − Φ(t)) et Φ(0) = r0, on obtient

E[r(t)] = θ + (r0 − θ)e−kt.

De la même façon, on introduit ψ(t) = E(r2
t ) et en résolvant Ψ′(t) = (2kθ+σ2)Φ(t)−2kΨ(t), on calcule

Var [rt] =
σ2

k
(1− e−kt)[r0e

−kt +
θ

2
(1− e−kt)] .

L’espérance et la variance conditionnelle de r s’obtiennent en appliquant la propriété de Markov :

E(rt |Fs) = θ + (rs − θ)e−k(t−s) = rs e−k(t−s) + θ(1− e−k(t−s)),

Var(rt |Fs) = rs
σ2(e−k(t−s) − e−2k(t−s))

k
+

θρ2(1− e−k(t−s))2

2k
.

¤.
On va utiliser les méthodes du chapitre précédent pour calculer E

(
exp− ∫ T

t
ru du |Ft

)
.

Calcul du prix d’un zéro-coupon

Proposition 5.17 Soit
drt = a(b− rt)dt + σ

√
rtdBt.

Alors

E

(
exp−

∫ T

t

ru du |Ft

)
= G(t, rt)

avec
G(t, x) = Φ(T − t) exp[−xΨ(T − t)]

Ψ(s) =
2(eγs − 1)

(γ + a)(eγs − 1) + 2γ
, Φ(s) =

(
2γe(γ+a) s

2

(γ + a)(eγs − 1) + 2γ

)2ab

ρ2

, γ2 = a2 + 2ρ2 .

Preuve : Soit rx,t la solution de

drx,t
s = a(b− rx,t

s )ds + ρ

√
rx,t
s dBs , rx,t

t = x

et Rt
s = exp

(− ∫ s

t
rx,t
u du

)
. La propriété de Markov implique qu’il existe G telle que

exp
(
−

∫ s

t

rx,t
u du|Ft

)
= G(t, rt)
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On admet que G est de classe C1,2. On applique la formule d’Itô à G(s, rx,t
s )Rt

s qui est une martingale.
Il vient

G(T, rx,t
T )Rt

T = G(t, x) +
∫ T

t

Rt
s(−rx,t

s G +
∂G

∂t
+ a(b− rx,t

s )
∂G

∂x
+

1
2
σ2rx,t

s

∂2G

∂x2
)(s, rs)ds + MT −Mt

où Mt est une intégrale stochastique. Si l’on choisit G telle que

−xG +
∂G

∂t
+ a(b− x)

∂G

∂x
+

1
2
σ2x

∂2G

∂x2
= 0 (5.15)

et G(T, x) = 1,∀x, il vient
Rt

T = RtG(t, rt) + MT −Mt,

où M est une martingale. En particulier, E

(
exp

(
−

∫ T

0

rsds

))
= E(RT ) = R0G(0, x). En se plaçant

entre t et T , on obtient

E

(
exp

(
−

∫ T

t

rx,t
u du

))
= G(t, x)

Il reste à calculer la solution de l’équation aux dérivées partielles (5.15). Un calcul assez long montre
que

G(t, x) = Φ(T − t) exp[−xΨ(T − t)]

avec

Ψ(s) =
2(eγs − 1)

(γ + a)(eγs − 1) + 2γ
Φ(s) =

(
2γe(γ+a) s

2

(γ + a)(eγs − 1) + 2γ

)2ab

ρ2

γ2 = a2 + 2σ2 .

¤

Si l’on note P (t, T ) le prix du zero-coupon associé,

P (t, T ) = Φ(T − t) exp[−rtΨ(T − t)]

on montre que
dP (t, T ) = B(t, T ) (rtdt + σ(T − t, rt)dBt)

avec σ(u, r) = σΨ(u)
√

r.



Chapitre 6

Changement de probabilité -
Théorème de Girsanov

Avec la formule d’Itô, le théorème de Girsanov est l’outil fondamental du calcul stochastique. Il
décrit comment changer de façon absolument continue la loi de certains processus. Plus précisément,
on considère un processus {Xt, t ≥ 0} défini sur un espace de probabilité (Ω, F ,Ft,P) et on perturbe
la mesure P à l’aide d’une (Ft)-martingale exponentielle. On obtient alors une nouvelle mesure de
probabilité Q, sous laquelle le processus X suit une autre loi, qu’il aurait pu être délicat d’étudier
directement. On étudie alors cette loi en revenant sous la mesure P avec la martingale exponentielle.
Les applications de cette méthode sont multiples, aussi bien en Finance que pour le mouvement brownien
proprement dit.

6.1 Généralités

Soit (Ω, F ,P) un espace probabilisé et Z une v.a. F -mesurable positive d’espérance 1. On définit une
nouvelle probabilitéQ sur F parQ(A) = E(Z11A) . On a, pour toute v.a.Q intégrable EQ(X) = EP(ZX).
Si l’espace de probabilité est muni d’une filtration, et si ZT est une v.a. FT -mesurable positive d’espérance
1, on définit Q sur FT par Q(A) = E(ZT 11A) . La probabilité Q est équivalente à P sur FT si ZT est
stricte positivité. Enfin, pour tout t < T et tout A ∈ Ft on a

QT [A] = EP [EP [ZT |Ft] 11A] = EP [Zt11A] ,

en posant Zt = EP [ZT |Ft] et
dQ|Ft = ZtdP|Ft .

Lemme 6.1 Soit {Mt, t ≥ 0} un processus. C’est une (Ft)-martingale sous Q si et seulement si le
processus t 7→ ZtMt est une (Ft)-martingale sous P.

Preuve : Supposons que M soit une Q-martingale. Pour tout s ≤ t ≤ T et tout A ∈ Fs on a

EP [ZtMt11A] = EQ [Mt11A] = EQ [Ms11A] = EP [ZsMs11A]

et l’on en déduit que ZM est une P-martingale. La réciproque se démontre de la même façon.
¤

6.2 La formule de Cameron-Martin

Avant de passer à cette formule qui est de type fonctionnel, donnons un exemple en dimension finie.
Soient (X1, . . . , Xn) des variables gaussiennes centrées réduites indépendantes, construites sur un même
espace de probabilité (Ω,F ,P). Pour tout (µ1, . . . , µn) ∈ Rn on calcule

E

[
exp

n∑

i=1

µiXi

]
=

n∏

i=1

E [exp [µiXi]] =
n∏

i=1

exp
[
µ2

i

2

]
= exp

1
2

[
n∑

i=1

µ2
i

]
,

67
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ce qui entrâıne que

E

[
exp

n∑

i=1

(
µiXi − µ2

i

2

)]
= 1.

Ainsi, on peut définir une nouvelle probabilité Q sur (Ω, F ) en posant

Z(ω) = exp
n∑

i=1

(
µiXi(ω)− µ2

i

2

)

et Q(dω) = Z(ω)P(dω), autrement dit

Q [A] = EP [Z11A] =
∫

A

Z(ω)P(dω)

pour tout A ∈ F . La mesure Q est bien une probabilité sur (Ω, F ) puisque EP [Z] = 1 et que L est
strictement positive. De plus, comme p.s. Z > 0, les probabilités P et Q sont équivalentes, au sens où

P [A] = 0 ⇐⇒ Q [A] = 0

pour tout A ∈ F . La variable Z désigne la densité de P par rapport à Q, telle qu’elle est avait été
donnée au chapitre 1 par le théorème de Radon-Nikodym. On cherche maintenant à savoir quelle est la
loi du n-uple (X1, . . . , Xn) sous cette nouvelle probabilité Q. Pour cela on écrit

Q(X1 ∈ dx1, . . . , Xn ∈ dxn) = e
∑n

i=1(µixi−µ2
i /2)P(X1 ∈ dx1, . . . , Xn ∈ dxn)

= (2π)−n/2
e
∑n

i=1(µixi−µ2
i /2)e−

∑n
i=1

x2
i
2 dx1 · · · dxn

= (2π)−n/2
e−

1
2

∑n
i=1(xi−µi)

2
dx1 · · · dxn

et l’on en déduit que sous Q,

(X1, . . . , Xn) ∼ N (µ, Id),

où µ = (µ1, . . . , µn).

La formule de Cameron-Martin obéit au même principe de changement de probabilité, sauf que celui-
ci a lieu sur l’espace des fonctions continues et donc en dimension infinie. On se donne {Wt, t ≥ 0}
un mouvement brownien sur (Ω, F ,P), et on note

{
FW

t , t ≥ 0
}

sa filtration naturelle complétée. Pour
tout m ∈ R, on sait que le processus

t 7→ Zm
t = exp

[
mWt − m2t

2

]

est une (FW
t )-martingale positive. Remarquons déjà l’analogie entre cette martingale Zm et la variable

Z définie plus haut. On fixe alors un horizon T > 0 et on construit une nouvelle mesure de probabilité
Qm

T sur (Ω, FT ) en posant
Qm

T [A] = EP [Zm
T 11A] .

La formule de Cameron-Martin spécifie alors la loi de W sous Qm
T :

Théorème 6.2 [Formule de Cameron-Martin] Sous la mesure Qm
T , le processus

W̃ : t 7→ Wt − mt, t ≤ T

est un mouvement brownien.

Preuve : Remarquons d’abord que les tribus FW
t et F W̃

t sont égales pour tout t ≤ T . On fixe λ ∈ R et
on considère le processus

Lλ
t = exp

[
λW̃t − λ2t/2

]
.
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Pour tout s ≤ t ≤ T et tout A ∈ FW
s , on remarque que

EQ
[
Lλ

t 11A

]
= EP

[
Lλ

t Zt11A

]
= EP

[
exp

[
λW̃t − λ2t/2 + mWt −m2t/2

]
11A

]

= EP
[
exp

[
λWt − λmt− λ2t/2 + mWt −m2t/2

]
11A

]

= EP
[
exp

[
(λ + m)Wt − (λ + m)2t/2

]
11A

]

= EP
[
exp

[
(λ + m)Ws − (λ + m)2s/2

]
11A

]

= EP
[
Lλ

s Zs11A

]
= EQ

[
Lλ

s 11A

]

où dans la quatrième ligne on a utilisé la propriété de (FW
t )-martingale sous P du processus

t 7→ exp
[
(λ + m)Wt − (λ + m)2t/2

]
,

puisque W est un Brownien sous P. On en déduit que

EQ
[
Lλ

t 11A

]
= EQ

[
Lλ

s 11A

]

et ceci signifie que
EQ

[
Lλ

t |FW
s

]
= Lλ

s

pour tout s ≤ t ≤ T , donc que Lλ est une (FW
t )-martingale pour tout λ ∈ R. Par le théorème de

caractérisation de Paul Lévy (théorème 3.4), ceci signifie que W̃ est un mouvement brownien.
¤

6.3 Les deux théorèmes de Girsanov

On se donne à nouveau {Wt, t ≥ 0} un mouvement brownien sur (Ω,F ,P), et on note
{
FW

t , t ≥ 0
}

sa filtration naturelle complétée. Soit {θt, t ≥ 0} un bon processus local vérifiant la condition de Novi-
kov. Par les résultats du chapitre précédent, on sait que l’unique solution de l’EDS

Zθ
t = 1 +

∫ t

0

θsZ
θ
s dWs

qui s’écrit

Zθ
t = exp

[∫ t

0

θsdWs − 1
2

∫ t

0

θ2
sds

]
,

est une (FW
t )-martingale. Comme précédemment, on fixe un horizon T > 0 et on définit la mesure

Qθ
T (dω) = ZT (ω)P(dω)

sur (Ω, FW
T ), qui est une probabilité équivalente à P sur FW

T . La loi de W sous Qθ
T est alors donnée par

le théorème suivant, lequel peut être vu comme une généralisation de la formule de Cameron-Martin au
cas θ 6≡ m :

Théorème 6.3 [Théorème de Girsanov] Sous la mesure Qθ
T , le processus

W̃ : t 7→ Wt −
∫ t

0

θs ds, t ≤ T

est un mouvement brownien.

Ce théorème s’avère extrémement utile en pratique. La preuve s’établi de deux façons. L’une repose sur
le lemme 6.1. On démontre d’abord directement que ZW̃ est une martingale sous P, de sorte que par
le lemme 6.1, W̃ est une martingale sous Qθ

T . De plus, le crochet sous P de W̃ vu comme processus
d’Itô est celui de sa partie martingale, donc 〈W̃ 〉t = t. Mais on a vu que ce crochet était invariant par
changement de probabilité équivalent, et l’on en déduit que sous Qθ

T , W̃ est une martingale continue de
crochet 〈W̃ 〉t = t, autrement dit un mouvement brownien.

¤
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La deuxième méthode repose sur le théorème de Girsanov abstrait, d’intérêt moins évident a priori,
mais qui reste valable dans un cadre très général.

Théorème 6.4 [Théorème de Girsanov abstrait] Soit P et Q deux mesures de probabilité équivalentes
sur un espace filtré (Ω, {Ft, t ≤ T}). On suppose que toutes les (Ft)-martingales sont continues. Alors
sous P il existe L une (Ft)-martingale continue telle que pour tout t ≤ T et tout A ∈ Ft,

Q [A] = EP [exp [Lt − 〈L〉t/2] 11A] .

De plus, si M une martingale locale continue sous P, alors le processus

M̃ : t 7→ Mt − 〈M, L〉t
est une martingale locale continue sous Q.

Expliquons d’abord la première partie de ce théorème concernant l’existence de la martingale L. Elle
repose sur le théorème de Radon-Nikodym, qui assure l’existence d’un processus densité {Dt, t ≥ 0} de
P par rapport à Q, au sens où pour tout t ≤ T et tout A ∈ Ft,

Q [A] = EP [Dt11A] .

Comme A ∈ FT , on a aussi

Q [A] = EP [DT 11A] = EP [EP [DT |Ft] 11A]

de sorte, par identification, que
Dt = EP [DT |Ft]

pour tout t ≤ T . On en déduit que D est une martingale UI continue sous P. De plus elle est stricte-
ment positive, par équivalence entre P et Q. On peut alors (on peut effectivement définir une intégrale
stochastique par rapport à une martingale continue) définir le processus

Lt = log D0 +
∫ t

0

dDs

Ds

et on applique la formule d’Itô à

Rt = exp [Lt − 〈L〉t/2] = D0 +
∫ t

0

Rs dLs − 1
2

∫ t

0

Rs d〈L〉s +
1
2

∫ t

0

Rs d〈L〉s

= D0 +
∫ t

0

Rs dLs.

Mais par définition de L, on a aussi

Dt = D0 +
∫ t

0

Ds dLs,

de sorte que D et R sont solutions fortes de la même EDS. Par unicité, on en déduit que R ≡ D, d’où

Dt = exp [Lt − 〈L〉t/2] .

Ceci entrâıne finalement que pour tout t ≤ T et tout A ∈ Ft,

Q [A] = EP [exp [Lt − 〈L〉t/2] 11A] .
¤

On voit enfin facilement comment le théorème 6.4 entrâıne le théorème 6.3. La martingale L du théorème
6.4 est ici

Lt =
∫ t

0

θs dBs

et on a donc

〈B,L〉t =
∫ t

0

θs ds.

Comme B est une martingale locale continue sous P, B̃ est une martingale locale continue sous Qθ
T .

On démontre comme ci-dessus que son crochet est 〈B̃〉t = t, et l’on en déduit que B̃ est un mouvement
brownien sous Qθ

T .
¤
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6.4 Théorème de représentation prévisible

Soit B un mouvement brownien et F sa filtration naturelle, soit FB
t = σ(Bs, s ≤ t). (il est important

que (FB
t ) soit la filtration naturelle).

6.4.1 Représentation prévisible

Théorème 6.5 Soit B un mouvement Brownien et (FB
t ) sa filtration naturelle. Soit M une (FB

t )-

martingale, telle que supt≤T E[M2
t ] < ∞. Il existe un unique processus prévisible H vérifiant E(

∫ T

0

H2
s ds) <

∞, tel que

∀t ∈ [0, T ], Mt = M0 +
∫ t

0

Hs dBs .

Si M est une (Ft)-martingale locale, il existe un unique processus prévisible H tel que
∫ T

0

H2
s < ∞ et

∀t Mt = M0 +
∫ t

0

Hs dBs

Preuve : On montre tout d’abord que si F est une v.a. F∞ mesurable, de carré intégrable, elle admet
la représentation

F = E(F ) +
∫ ∞

0

Hs dBs

Pour cela, notant H l’ensemble de v.a. possédant la propriété de représentation, on montre que H

est fermé dans L2 et contient les v.a. de la forme F = E (f ? B)∞ avec f =
∑

i

λi11]ti−1,ti], qui sont

totales dans L2. On en déduit le résultat pour des martingales bornées, puis le cas général par densité
et localisation. ¤

Remarque 6.6 Ce résultat est important en finance pour exhiber un portefeuille de couverture. On
remarque que d〈M, B〉t = Htdt. Si M est une martingale de la forme f(t, Bt), on trouve Ht = f ′x(t, Bt)
en appliquant la formule d’Itô. Ce théorème se généralise aux Browniens d-dimensionnels.
Les conditions d’intégrabilité exigées sur H sont importantes. Dudley a montré que pour toute v.a.

ζ ∈ FT on peut trouver un processus prévisible H tel que ζ =
∫ T

0

HsdBs. (le cas où ζ est positif non

nul est important en finance, puisqu’il génére un arbitrage).

Corollaire 6.7 Toutes les (FB
t )-martingales locales sont continues.

6.5 Applications au mouvement brownien et aux EDS

6.5.1 Calcul d’espérances Exemple 1

Le théorème de Girsanov permet de calculer diverses espérances de fonctionnelles du mouvement
brownien. Par exemple on peut s’intéresser à

E

[
Bt exp

[∫ T

0

θsdBs − 1
2

∫ T

0

θ2
sds

]]

pour t < T et θ fonction déterministe. On effectue un changement de probabilité en posant

Lt = exp
[∫ t

0

θsdBs − 1
2

∫ t

0

θ2
sds

]

et on calcule

EP [BtLT ] = EP [BtLt] = EQ [Bt] = EQ
[
B̃t +

∫ t

0

θsds

]

= EQ
[∫ t

0

θs ds

]
=

∫ t

0

θs ds.
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On en déduit que

E

[
Bt exp

[∫ T

0

θsdBs − 1
2

∫ T

0

θ2
sds

]]
=

∫ t

0

θs ds

et en faisant en particulier θ ≡ 1, que

E [Bt expBt] = tet/2,

ce qu’il aurait été plus difficile de calculer directement.

6.5.2 Calcul d’espérances Exemple 2

Intéressons-nous maintenant à un autre exemple plus elaboré, le calcul de

I = E
[
exp−

[
αB2

t +
β2

2

∫ t

0

B2
sds

]]

où B est un brownien issu de a. On pose x = a2 et on effectue un changement de probabilité P → Pβ

avec densité sur FW
t

dPβ

dP
= Lβ

t = exp−
[
β

2
(B2

t − x− t) +
β2

2

∫ t

0

B2
sds

]
.

En utilisant la formule d’intégration par parties, on calcule

Lβ
t = exp−

[
β

∫ t

0

Bs dBs +
β2

2

∫ t

0

B2
sds

]

et on vérifie avec la proposition 5.11 que Lβ est une martingale sous P. Sous Pβ , le théorème 6.3 entrâıne
que

Bt = a + Wt − β

∫ t

0

Bs ds

avec W Brownien. Donc B est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck sous Pβ , et l’on sait alors par le
paragraphe 4.2.1 que Bt une v.a. gaussienne d’espérance ae−βt et de variance 1

2β (1 − e−2βt). On en
déduit que

I = Eβ

[
L−1

t exp−
[
αB2

t +
β2

2

∫ t

0

B2
sds

]]
= Eβ

[
exp

[
−αB2

t +
β

2
(B2

t − x− t)
]]

.

Après quelques calculs simples et longs, on obtient

I = (cosh βt + 2α sinhβt/β)−1/2 exp
[
−xβ(1 + 2α coth βt/β)

2(coth βt + 2α/β)

]
.

En faisant a = α = 0 et β =
√

2λ, cette formule donne la transformée de Laplace de la norme L2 du
Brownien :

E
[
exp−λ

∫ t

0

B2
s ds

]
=

(
cosh

√
2λt

)−1/2

.

Signalons pour terminer que la simplicité de cette formule provient en fait du caractère hilbertien de
L2. Les choses deviennent nettement plus compliquées quand on s’intéresse aux quantités

E
[
exp−λ

∫ t

0

Bp
s ds

]

avec p 6= 2.
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6.5.3 Temps de passage du Brownien drifté

On considère W un mouvement Brownien standard issu de 0 et Tb son premier temps de passage au
seuil b :

Tb = inf {t > 0, Wt = b} .

Au chapitre 3, nous avons vu que la densité de Tb est donnée par

P [Tb ∈ dt] =
|b|√
2πt3

exp−
[
b2

2t

]
dt.

En particulier P [Tb < +∞] = 1, ce qui signifie que p.s. le Brownien franchit tout seuil réel en temps
fini. On considère maintenant

Tµ
b = inf {t > 0, Wt + µt = b} ,

premier temps de passage au seuil b du Brownien drifté Wµ : t 7→ Wt + µt, pour µ ∈ R. On définit

Pµ(dω) = exp
[
µWt − µ2t/2

]
P(dω)

sur FW
t . La formule de Cameron-Martin entrâıne alors que le processus W (−µ) avec W

(−µ)
t = Wt−µt est

un Brownien sous Pµ, donc que la loi de W sous Pµ est celle de Wµ sous P : utiliser que Wt = W
(−µ)
t +µt

est, sous Pµ un MB de drift µ. Ceci permet de calculer la densité de Tµ
b en écrivant

P [Tµ
b ≤ t] = Pµ [Tb ≤ t] = E

[
exp

[
µWt − µ2t/2

]
11{Tb≤t}

]

= E
[
11{Tb≤t}E(exp

[
µWt − µ2t/2|FTb

)
]]

= E
[
exp

[
µWTb

− µ2Tb/2
]
11{Tb≤t}

]

= eµb E
[
exp− [

µ2Tb/2
]
11{Tb≤t}

]

= eµb

∫ t

0

e−µ2s/2

(
|b| e−b2/2s

√
2πs3

)
ds

=
∫ t

0

|b|√
2πs3

exp−
[
(b− µs)2

2s

]
ds,

où dans la deuxième formule on a utilisé le théorème d’arrêt de Doob. Ceci entrâıne par dérivation que

P [Tµ
b ∈ dt] =

|b|√
2πt3

exp−
[
(b− µt)2

2t

]
dt.

On peut aussi calculer

P [Tµ
b < +∞] = eµb E

[
exp− [

µ2Tb/2
]]

= eµb−|µb|,

de sorte que P [Tµ
b < +∞] = 1 si µb ≥ 0 et P [Tµ

b < +∞] < 1 si µb < 0. Autrement dit, pour tout b < 0,
il existe des trajectoires browniennes driftées vers le haut qui restent toujours au dessus du seuil b. Enfin,
soit par calcul direct avec la densité, soit en utilisant une nouvelle fois la formule de Cameron-Martin,
on peut calculer la transformée de Laplace de Tµ

b :

E [exp−λTµ
b ] = exp

[
µb− |b|

√
µ2 + 2λ

]
.

Le temps de passage au seuil b du Brownien drifté Wµ peut aussi être interprété comme le premier
temps où la courbe brownienne touche la frontière donnée par la courbe t 7→ b− µt.

6.5.4 Solutions faibles d’EDS

Le théorème de Girsanov permet de démontrer l’existence d’une solution faible à des EDS n’admet-
tant pas forcément de solution forte. Considérons par exemple

Xt =
∫ t

0

a(Xs) ds + Bt (6.1)
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où B est un Brownien réel et a : R → R une fonction bornée. La condition sur a est trop faible pour
pouvoir appliquer le théorème d’existence lipschitzien, et on peut construire une fonction a telle que (6.1)
n’admette pas de solution forte. En revanche, si on part de l’espace de probabilité

(
Ω,

{
FB

t , t ≥ 0
}

,P
)

et si on pose

Zt = exp
[∫ t

0

a(Bs) dBs − 1
2

∫ t

0

a2(Bs) ds

]
,

alors Z est une FB
t -martingale sous P, puisque le caractère borné de a entrâıne

exp
[
1
2

∫ t

0

a2(Bs) ds

]
≤ et||a||2∞/2 < +∞

pour tout t ≥ 0, de sorte que la condition de Novikov est bien remplie. Le théorème de Girsanov entrâıne
que sous Qa définie par

Qa(dω) = Zt(ω)P(dω)

sur FB
t , le processus

Wt = Bt −
∫ t

0

a(Bs) ds

est un mouvement brownien. Ainsi, sous Qa, le processus B est solution de

Xt = Wt +
∫ t

0

a(Xs) ds

qui est précisément l’équation (6.1). On a donc construit une probabilité Qa et un processus (B, W )
tels que W soit un mouvement brownien et B une solution de (6.1) sous Qa : on a donc construit une
solution faible de (6.1). Ce fait met en évidence l’effet régularisant du Brownien W dans (6.1), si l’on
songe que l’EDO

xt =
∫ t

0

a(xs) ds

n’admet pas de solution en général quand a est seulement supposée bornée. Une extension de ce résultat
a été donnée par Beneš dans le cas d’un coefficient de diffusion non constant :

Théorème 6.8 [Théorème de Beneš] Soit a : R→ R une fonction bornée et σ : R→ R une fonction
globalement lipschitzienne et ne s’annulant pas. Soit B un mouvement brownien réel. L’équation

Xt =
∫ t

0

a(Xs) ds +
∫ t

0

σ(Xs) dBs

admet une solution faible qui est unique en loi.

Dans ce théorème, l’hypothèse cruciale est que le coefficient de diffusion ne s’annule pas. Elle signifie
que le processus ”diffuse tout le temps”, ce qui permet d’appliquer le théorème de Girsanov. D’une
manière générale, les conditions de non-annulation du coefficient de diffusion jouent un rôle fondamental
dans l’étude de la régularité des solutions d’EDS, via la théorie du calcul de Malliavin [13].

6.6 Théorème fondamental de la finance : Probabilité risque
neutre

Une opportunité d’arbitrage est une stratégie d’investissement qui permet, à partir d’une mise de
fonds initiale nulle, d’obtenir une richesse terminale positive, non nulle. Dans le cas d’un marché où
sont négociés un actif sans risque, c’est-à-dire d’un actif dont le prix suit la dynamique

dS0
t = S0ttrtdt

et un actif risqué de dynamique
dSt = St(µtdt + σtdBt)
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une stratégie d’investissement est un couple (π0, π) de processus adaptés. La quantité π0
t S0

t est le
montant monétaire (positif ou négatif) placé sur l’actif sans risque, πt (positif ou négatif) est le nombre
de parts d’actif financier dont l’agent dispose à la date t. La richesse associée est Xt = π0

t S0
t + πtSt. La

stratégie est dite auto-finançante si dXt = π0
t dS0

t + πtdSt (ne pas confondre avec la formule d’Itô). Il
en résulte que

dXt = rXtdt + πt(dSt − rStdt) .

On généralise immédiatement au cas où il y a plusieurs actifs risqués.

Définition 6.9 Une probabilité risque neutre est une probabilité Q équivalent à la probabilité P, telle
que les prix des actifs financiers actualisés par l’actif sans risque, soit S

(i)
t /S0

t soient des Q-martingales.

Dans le cas où il y a un seul actif risqué, ceci signifie que

St exp
(
−

∫ t

0

rsds

)
= StRt

est une martingale. On voit immédiatement que si Q existe

dQ|Ft
= exp

(
−

∫ t

0

θsdBs − 1
2

∫ t

0

θ2
sds

)

avec θs = µs−rs

σs
est la prime de risque.

Si Q existe, la valeur de tout portefeuille auto-finançant (soit X), actualisée est une martingale.
Dans un modèle de prix d’actifs financiers, on doit veiller à ce que le modèle ne présente pas

d’opportunités d’arbitrage. Dans un marché comportant un actif sans risque, c’est-à-dire d’un actif
dont le prix suit la dynamique

dS0
t = St

0rtdt

le théorème fondamental s’énonce

Théorème 6.10 Le marché est sans arbitrage si et seulement si il existe une probabilité risque-neutre.

Si la probabilité risque neutre est unique, la valeur d’un actif financier H, payé à la date T , est
calculée comme l’espérance sous la probabilité risque neutre du payoff actualisé, soit Vt = EQ(HRT ), où
RT =

∫ T

0
rsds. On parle alors de marché complet (cette notion est liée au théorème de représentation).

Si la probabilité risque neutre n’est pas unique, on parle de marché incomplet. On peut se référer à
l’ouvrage de Bjork ou à celui de Dana.

6.6.1 Changement de numéraire

Il est parfois très utile d’exprimer les prix en valeur relative par rapport à un autre processus de
prix. numéraire.

Définition 6.11 Un numéraire est un actif financier de prix strictement positif.

Si M est un numéraire (par exemple le prix d’un zéro-coupon) on peut évaluer la valeur Vt d’une stratégie
en terme de ce numéraire, soit Vt/Mt. Il est important de véridfier que les propriétés fondamentales ne
sont pas modifiées :

Proposition 6.12 Supposons qu’il y a d actifs risqués dans le marché, dont les prix (S(i)
t ; i = 1, · · · , d, t ≥

0) sont des processus d’Itô, et tels que S(1) est strictement positif. Soit Vt =
∑d

i=1 πi
tS

(i)
t le valeur du

portefeuille πt = (πi
t, i = 1, · · · , d). Si (πt, t ≥ 0) est auto-financant, i.e. si dVt =

∑d
i=1 πi

tdS
(i)
t , et si

l’on choisit S
(1)
t comme numéraire, alors

dV 1
t =

d∑

i=2

πi
tdS

(i,1)
t

où V 1
t = Vt/S

(1)
t , S

(i,1)
t = S

(i)
t /S

(1)
t .
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Preuve : Nous donnons la preuve pour deux actifs. Soit V la valeur d’un portefeuille auto-finançant
construit sur deux actifs de dynamique S(i), i = 1, 2. Alors

dVt = π1
t dS

(1)
t + π2

t dS
(2)
t = π2

t dS
(2)
t + (Vt − π2

t S
(2)
t )dS

(1)
t /S

(1)
t

= π2
t dS

(2)
t + (V 1

t − π2
t S

(2,1)
t )dS

(1)
t .

On exprime les prix en terme du numéraire S(1).A partir de V 1
t S

(1)
t = Vt on obtient

dVt = V 1
t dS

(1)
t + S

(1)
t dV 1

t + d〈S(1), V 1〉t . (6.2)

L’égalité S
(2,1)
t S

(1)
t = S

(2)
t implique

dS
(2)
t − S

(2,1)
t dS

(1)
t = S

(1)
t dS

(2,1)
t + d〈S(1), S(2,1)〉t

d’où en utilisant (6.2)

dV 1
t =

1

S
(1)
t

(
dVt − V 1

t dS
(1)
t − d〈V 1, S(1)〉t

)

=
1

S
(1)
t

(
π2

t dS
(2)
t − π2

t S
(2,1)
t dS

(1)
t − d〈V 1, S(1)〉t

)

= π2
t dS

(2,1)
t +

π2
t

S
(1)
t

d〈S(2,1), S(1)〉t − 1

S
(1)
t

d〈V 1, S(1)〉t

Cette dernière égalité implique d〈V 1, S(1)〉t = π2
t d〈S(2,1), S(1)〉t, d’où dV 1

t = π2
t dS

(2,1)
t .

¤

On associe à un numéraire M le changement de probabilité suivant : Soit Q la probabilité risque
neutre, telle que le processus (MtRt, t ≥ 0) est une Q-martingale. Soit QM défini par QM |Ft =
(MtRt)Q|Ft .

Proposition 6.13 Soit (Xt, t ≥ 0) le prix d’un actif financier et M un numéraire. Le prix de X, dans
le numéraire M , soit (Xt/Mt, 0 ≤ t ≤ T ) est une QM -martingale.

Preuve : Si X est un processus de prix, le processus actualisé X̃t
def
= XtRt est une Q-martingale. Il

en résulte que Xt/Mt est une QM -martingale si et seulement si (Xt/Mt)MtRt = RtXt est une Q-
martingale.

¤

Le calcul du terme EQ(ST e−rT 11ST≥a) qui apparait dans la formule de Black et Scholes est immédiat :
il suffit d’utiliser que, sous Q le processus Mt = Ste

−rt/S0 est une martingale strictement positive
d’espérance 1, et de poser dQ̂ = MtdQ

EQ(ST e−rT 11ST≥a) = EQ̂(S011ST≥a)

= S0Q̂(ST ≥ a) .

Il reste à exprimer la dynamique de S sous Q̂.
Un changement de numéraire est également très efficace pour calculer le prix d’une option d’échange,

qui est E((S1
T − S2

T )+).

Un exemple important : Probabilité forward-neutre

La valeur à la date t d’un flux déterministe F reçu à la date T est

FP (t, T ) = F EQ[exp−
∫ T

t

r(u) du |Ft].

Si ce flux est aléatoire, la valeur à la date t de ce flux est

EQ[F exp−
∫ T

t

r(u) du |Ft].
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Par hypothése A.O.A, le processus R(t)P (t, T ) est une Q-martingale, son espérance est constante, égale
à P (0, T ).

Pour tout T , le processus ζT
t :=

R(t)P (t, T )
P (0, T )

est une Q-martingale positive d’espérance 1. On peut

donc utiliser ζT
t comme densité de changement de probabilité. Soit QT la mesure de probabilité définie

sur (Ω, FT ) par QT (A) = EQ(ζT
t 1A) pour tout A ∈ Ft. Lorsque T est fixé, on notera ζt = ζT

t .

Définition 6.14 La probabilité QT définie sur FT , par
dQT

dQ
= ζT

t est appelée probabilité forward-

neutre de maturité T .

Avec cette notation
EQT (F |Ft) = EQ(F

ζT

ζt
|Ft) .

Lorsque r est déterministe, QT = Q.
La mesure QT est la martingale mesure associée au choix du zéro-coupon de maturité T comme

numéraire.
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Chapitre 7

Introduction aux modèles
poissonniens

Avec le mouvement Brownien, le processus de Poisson est l’autre processus fondamental du calcul
stochastique. Une des raisons principales de cette importance est la formule de Lévy-Khintchine, que
nous n’aborderons pas ici, selon laquelle tout P.A.I.S s’écrit comme le mélange d’un Brownien et d’une
certaine intégrale de comptage le long d’un processus de Poisson. Nous renvoyons par exemple au
chapitre introductif de [1] pour plus de détails sur cette formule, d’intérêt constant en Finance. Nous
ne traiterons dans ce chapitre que le cas simple des processus de Poisson ponctuels d’intensité finie. Les
distributions exponentielles de paramètre λ > 0, dont nous rappelons que la densité s’écrit

x 7→ λe−λx11{x≥0},

y joueront un rôle central, analogue à celui des distributions gaussiennes pour le Brownien. A la fin
du chapitre, nous donnerons un analogue de la formule d’Itô pour le processus de Poisson. En fait, il
s’agit d’une formule de changement de variable entièrement déterministe, et qui ne nécessite aucune
hypothèse particulière sur la fonction f .

7.1 Processus ponctuels sur R+

Un processus ponctuel est la donnée d’une suite ordonnée de variables aléatoires positives

0 = T0 < T1 < T2 < . . . < Tn < . . .

qui modélisent les instants d’arrivée (ou les instants de saut) d’un certain phénomène. On fait l’hypothèse
que deux instants d’arrivée ne peuvent pas cöıncider, soit Tn+1 6= Tn p.s. On suppose aussi que la suite
ne s’accumule pas en un point, autrement dit Tn ↑ +∞ p.s. Pour tout i ≥ 1 on note τi = Ti − Ti−1 le
i-ème délai d’arrivée. On remarque la formule

Tn =
n∑

i=1

τi. (7.1)

Pour tout t ≥ 0 on introduit
Nt =

∑

n≥1

11{Tn≤t}

et on dit que {Nt, t ≥ 0} est le processus de comptage associé à la suite {Tn, n ≥ 0} . C’est un processus
à valeurs dans N, qui compte le nombre de sauts ayant eu lieu avant t. En connaissant ce processus, on
peut retrouver la suite {Tn, n ≥ 0} grâce à l’identification entre événements :

{Nt = n} = {Tn ≤ t < Tn+1} .

Cette identification est immédiate en faisant un dessin :

79
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-

6

0
T1 T2 T3 tT4 T5 T6

1

2

3

Nt

5

On a aussi trois autres identifications entre événements, toutes également utiles :

{Nt < n} = {Tn > t} , {Nt ≥ n} = {Tn ≤ t} et {Ns < n ≤ Nt} = {s < Tn ≤ t} .

On fera attention que {Nt, t ≥ 0} est un processus continu à droite seulement, et non pas continu.
Dans les événements ci-dessus, le fait que les inégalités soient strictes ou larges n’est donc pas anodin.
Remarquons enfin que Nt < +∞ p.s. pour tout t > 0. En effet, on a

{Nt < +∞} =
⋃

n≥1

{Nt < n} =
⋃

n≥1

{Tn > t} = lim
n→+∞

{Tn > t}

et le dernier événement est de probabilité 1 puisque Tn ↑ +∞ p.s. par hypothèse.

7.2 L’hypothèse de Poisson

Cette hypothèse formule une hypothèse d’indépendance et de stationnarité sur le processus {Nt, t ≥ 0}
identique à celle du Brownien :

Définition 7.1 Soit {Tn, n ≥ 0} un processus ponctuel sur R+. On dit que c’est un processus ponctuel
de Poisson (P.P.P) si le processus de comptage associé {Nt, t ≥ 0} est un P.A.I.S. Autrement dit, si
FN

t = σ {Ns, s ≤ t} ∨ N désigne la filtration naturelle complétée du processus N , alors pour tout
t, s ≥ 0 la v.a. Nt+s −Nt est indépendante de FN

t et a même loi que Ns.

Le théorème suivant précise la structure des P.P.P. sur R+. C’est un cas particulier de la formule de
Lévy-Khintchine évoquée dans l’introduction.

Théorème 7.2 [Théorème de structure poissonnien] Soit {Tn, n ≥ 0} un processus ponctuel de
Poisson sur R+. Alors il existe θ > 0 tel que pour tout t > 0, la v.a. Nt suit la loi de Poisson d’intensité
θt. Autrement dit, pour tout t > 0, k ∈ N,

P [Nt = k] = e−θt (θt)
k

k!
.

On dit que θ est l’intensité du processus {Tn, n ≥ 0}.

Preuve : Rappelons que si X ∼ Poisson(λ), alors la fonction caractéristique de X est

E
[
uX

]
=

+∞∑

k=0

ukP[X = k] = e−λ
+∞∑

k=0

uk λk

k!
= eλ(u−1)
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pour tout u ∈]0, 1]. Par caractérisation, il suffit donc de montrer qu’il existe θ > 0 tel que

E
[
uNt

]
= eθt(u−1)

pour tout u ∈]0, 1] et t ≥ 0. On pose ft(u) = E
[
uNt

]
pour tout u ∈]0, 1]. C’est une fonction strictement

positive et, par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, continue à droite. Fixons u ∈]0, 1].
En utilisant l’hypothèse d’indépendance et de stationnarité des accroissements de Nt, on remarque que
pour tout t, s ≥ 0,

ft(u)fs(u) = E
[
uNt

]
E

[
uNs

]
= E

[
uNt

]
E

[
uNt+s−Nt

]

= E
[
uNtuNt+s−Nt

]
= E

[
uNt+s

]
= ft+s(u).

Ceci entrâıne que à u fixé, la fonction t 7→ gt(u) = log(ft(u)) est additive au sens où

gt+s(u) = gt(u) + gs(u)

pour tout t, s ≥ 0. Comme elle est continue à droite, un théorème d’analyse nous dit qu’il existe un
paramètre θ(u) ∈ R tel que gt(u) = tθ(u), autrement dit

ft(u) = etθ(u)

et il suffit de montrer que θ(u) = (u − 1)θ pour un certain θ > 0 indépendant de u. Pour cela, on
remarque que

θ(u) = lim
t↓0

etθ(u) − 1
t

= lim
t↓0
E[uNt ]− 1

t

= lim
t↓0

1
t

(
+∞∑

k=1

(uk − 1)P[Nt = k]

)

= (u− 1)
(

lim
t↓0
P[Nt = 1]

t

)
+ lim

t↓0

(
+∞∑

k=2

(uk − 1)
P[Nt = k]

t

)
.

Comme u ∈]0, 1], on a
∣∣∣∣∣
+∞∑

k=2

(uk − 1)
P[Nt = k]

t

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑

k=2

(
P[Nt = k]

t

)
≤ P[Nt ≥ 2]

t

et nous allons montrer que le terme de droite tend vers 0 quand t → 0. En effet, pour tout t > 0, on a
l’inclusion entre événements :

⋃

n≥0

{
Nnt = 0, N(n+1)t ≥ 2

} ⊂ {T2 < T1 + t}

la réunion à gauche étant constituée d’événements disjoints par croissance de Nt. D’où

P


 ⋃

n≥0

{
Nnt = 0, N(n+1)t ≥ 2

}

 =

∑

n≥0

P
[
Nnt = 0, N(n+1)t ≥ 2

]

=
∑

n≥0

P
[
Nnt = 0, N(n+1)t −Nnt ≥ 2

]

=
∑

n≥0

P [Nnt = 0]P [Nt ≥ 2]

= P [Nt ≥ 2]
∑

n≥0

fnt(0)

= P [Nt ≥ 2]
∑

n≥0

entθ(0).
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Comme la série est nécessairement convergente, ceci entrâıne que θ(0) < 0. On pose alors θ = −θ(0) > 0
et on trouve

P


 ⋃

n≥0

{
Nnt = 0, N(n+1)t ≥ 2

}

 = P [Nt ≥ 2]

(
1− e−tθ

)
,

d’où

lim
t↓0
P[Nt ≥ 2]

t
= lim

t↓0

(
1− e−tθ

t

)
P


 ⋃

n≥0

{
Nnt = 0, N(n+1)t ≥ 2

}



≤ θ

(
lim
t↓0
P [T2 < T1 + t]

)
= 0

par croissance de la suite {Tn}. Ceci entrâıne finalement que

θ(u) = (u− 1)
(

lim
t↓0
P[Nt = 1]

t

)
= (u− 1)

(
lim
t↓0
P[Nt ≥ 1]

t

)

= (u− 1)
(

lim
t↓0

(1− P[Nt = 0])
t

)

= (u− 1)
(

lim
t↓0

(1− e−θt)
t

)
= θ(u− 1)

pour un certain θ > 0, ce qui termine la preuve du théorème.

¤

Comme conséquence de l’indépendance et de la stationnarité des accroissements de N , on obtient
immédiatement que la loi conditionnelle de la v.a. (Nt+s − Nt) sachant FN

t est la loi de Poisson de
paramètre θs, autrement dit que

P
[
Nt+s −Nt = k | FN

t

]
= P [Ns = k] = e−θs (θs)k

k!

pour tout k ≥ 0. On peut aussi calculer la loi de T1 en écrivant

P [T1 > t] = P [Nt < 1] = P [Nt = 0] = e−θt,

ce qui entrâıne par comparaison des fonctions de répartition que

T1 ∼ Exp(θ).

Enfin, on peut aussi déterminer la loi du délai avant le premier instant de saut de la suite {Tn} ayant
lieu après un instant fixé t. En observant la figure précédente, on constate que ce délai est donné par la
variable

TNt+1 − t.

Or, pour tout s ≥ 0,

P [TNt+1 − t > s] = P [TNt+1 > t + s] = P [Nt+s = Nt] = P [Ns = 0] = e−θs

ce qui entrâıne, de même, que
TNt+1 − t

d= T1 ∼ Exp(θ).

Au paragraphe suivant, nous généraliserons ces résultats en calculant la loi de toute la suite {Tn, n ≥ 0} .

Exercice 7.3 Soit {Tn, n ≥ 1} un processus ponctuel de Poisson et soit N le processus de comptage
associé. Montrer que pour tout t > 0 la loi conditionnelle de T1 sachant {Nt = 1} est la loi uniforme
sur [0, t].
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Exercice 7.4 (a) Soient R1, . . . , Rn des variables uniformes sur [0, t] et indépendantes. Soit S1, . . . , Sn

leur réarrangement croissant, au sens où Si = Rσ(i) pour tout i = 1 . . . n, σ étant une certaine permu-
tation aléatoire de [1, . . . , n] choisie de telle sorte que

S1 ≤ . . . ≤ Sn.

Montrer que la densité du n-uple (S1, . . . , Sn) s’écrit

f(s1, . . . , sn) =
n!
tn

11{s1<...<sn}.

(b) Soit {Tn, n ≥ 1} un processus ponctuel de Poisson et soit N le processus de comptage associé.
Montrer que pour tout t > 0 la loi conditionnelle du n-uple (T1, . . . , Tn) sachant {Nt = n} est la même
que celle du n-uple (S1, . . . , Sn) défini précédemment.

7.3 La propriété de Markov forte et ses conséquences

Soit {Nt, t ≥ 0} un processus de comptage de Poisson d’intensité θ > 0. Par hypothèse, c’est un
P.A.I.S. au sens où pour tous s, t ≥ 0, la v.a. Nt+s − Nt est indépendante de FN

t et a même loi que
Ns,

{
FN

t , t ≥ 0
}

désignant la filtration naturelle complétée du processus N . Rappelons qu’un temps
d’arrêt T pour cette filtration est une v.a. positive telle que

{T ≤ t} ∈ FN
t

pour tout t ≥ 0. Si T est un temps d’arrêt, on peut alors définir la σ-algèbre

FN
T =

{
A ∈ FN

∞ / A ∩ {T ≤ t} ∈ FN
t pour tout t ≥ 0

}
.

La propriété de Markov forte étend la propriété de P.A.I.S. aux (FN
t )-temps d’arrêt. Remarquons que

dans ce cas précis, cette propriété est plus forte que la définition habituelle, puisqu’on a homogénéité
aussi bien dans le temps que dans l’espace.

Théorème 7.5 Pour tout temps d’arrêt T et tout temps déterministe t ≥ 0, la v.a. NT+t − NT est
indépendante de FN

T et a même loi que Nt.

Preuve : Nous montrons d’abord la propriété quand T prend une quantité dénombrable de valeurs
t1 . . . tn . . .. Soit A ∈ FN

T , p ≥ 1, s1, . . . , sp ≥ 0 et n1, . . . , np ∈ N. On introduit la notation N t
s =

Nt+s −Nt pour tous t, s ≥ 0 et on écrit

P
[
A, NT

si
= ni, 1 ≤ i ≤ p

]
=

∑

j≥1

P
[
A, T = tj , N tj

si
= ni, 1 ≤ i ≤ p

]

=
∑

j≥1

P
[
A, T = tj , N tj

si
= ni, 1 ≤ i ≤ p

]

=
∑

j≥1

P [A, T = tj ]P
[
N tj

si
= ni, 1 ≤ i ≤ p

]

=
∑

j≥1

P [A, T = tj ]P [Nsi = ni, 1 ≤ i ≤ p]

= P [A]P [Nsi = ni, 1 ≤ i ≤ p]

où dans la troisième ligne on a utilisé que A ∩ {T = tj} ∈ FN
tj

et l’indépendance des accroissements de
N , et dans la quatrième la stationnarité de ces accroissements. Ceci montre que le processus NT est
indépendant de A et a même loi que N pour tout A ∈ FN

T , et termine la preuve quand T prend des
valeurs dénombrables. Dans le cas général, on approche T par des nombres dyadiques et on passe à la
limite (nous laissons les détails ou renvoyons au chapitre 1 de [1] pour le lecteur intéressé).

¤

Rappelons que la suite {τn, n ≥ 1} des délais entre deux instants de saut d’un P.P.P. est donnée
par la formule τn = Tn − Tn−1. La propriété de Markov forte va nous permettre de calculer la loi de la
suite de ces délais :
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Corollaire 7.6 La suite {τn, n ≥ 1} est une suite i.i.d. avec τ1 ∼ exp(θ).

Preuve : Nous avons déjà vu que τn ∼ τ1 ∼ exp(θ). Pour montrer que la suite est i.i.d. on écrit, pour
tout n ∈ N et tout t1 . . . tn ≥ 0,

P [τi > ti, 1 ≤ i ≤ n] = P
[
NTi

ti
= 0, 1 ≤ i ≤ n

]

=
n∏

i=1

P [Nti
= 0]

=
n∏

i=1

P [τi > ti] ,

ce qui termine la preuve.
¤

Comme conséquence de la formule (7.1), on en déduit que si {Tn, n ≥ 1} est un processus ponctuel
de Poisson d’intensité θ > 0, alors pour tout n ≥ 1 Tn est la somme de n variables exponentielles
indépendantes de paramètre θ > 0.

7.4 Une formule d’Itô avec sauts

Nous terminons ce chapitre par une courte évocation du calcul stochastique discontinu, via la formule
d’Itô avec sauts. Soit N un processus de comptage de Poisson. Rappelons que la fonction t 7→ Nt est une
fonction càdlàg, constante par morceaux avec des sauts de taille 1. Soit t 7→ θt un processus quelconque.
On peut définir l’intégrale stochastique

Iθ
t =

∫ t

0

θs dNs =
∑

n≥1

θTn11{Tn≤t},

ce que l’on va également écrire
Iθ
t =

∑

0<s≤t

θs ∆Ns .

Plus précisément, Iθ
t = 0 sur {t < T1} (car N n’a pas varié), Iθ

t = θT1 sur {T1 ≤ t < T2} (car N a sauté
une fois en T1 et n’a pas varié ensuite), Iθ

t = θT1 + θT2 sur {T2 ≤ t < T3} (car N a sauté une fois en T1

et n’a pas varié, puis une fois en T2 et n’a pas varié ensuite)... etc. Remarquons de plus que si θ ≡ 1,
on a

Iθ
t =

∑

n≥1

11Tn≤t = Nt

de sorte que

Nt =
∫ t

0

dNs

comme il est souhaitable. Soit maintenant f : R→ R une fonction mesurable quelconque. On a f(Nt) =
f(0) si t < T1, f(Nt) = f(NT1) si T1 ≤ t < T2... ce qu’on peut récrire

f(Nt) = f(0) +
n∑

i=1

(
f(NTi)− f(NTi−1)

)

= f(0) +
n∑

i=1

(f(NTi)− f(NTi−))

= f(0) +
∑

s≤t

(f(Ns)− f(Ns−))

sur l’événement {Tn ≤ t < Tn+1} . Comme le dernier terme ne dépend pas de n on en peut en déduire
le
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Théorème 7.7 [Formule d’intégration pour le processus de Poisson] Pour toute fonction f :
R→ R mesurable on a

f(Nt) = f(0) +
∑

s≤t

(f(Ns)− f(Ns−))

On remarque que la preuve de cette formule est beaucoup plus élémentaire que pour le Brownien. De
plus aucune hypothèse particulière n’est faite sur f . Supposons maintenant que f soit de classe C 1.
Avec la définition précédente pour l’intégrale, on a

∫ t

0

f ′(Ns−)dNs =
n∑

i=1

f ′(NTi−)

=
∑

s≤t

f ′(Ns−)∆Ns

sur l’événement {Tn−1 ≤ t < Tn}. Remarquons que le dernier terme ne dépend pas de n. En retranchant
et en ajoutant on en déduit alors le

Théorème 7.8 [Deuxième formule d’intégration pour le processus de Poisson] Pour toute
fonction f : R→ R de classe C 1 on a

f(Nt) = f(0) +
∫ t

0

f ′(Ns−)dNs +
∑

s≤t

(f(Ns)− f(Ns−)− f ′(Ns−)∆Ns) .

Cette formule est plus compliquée mais son intérêt est qu’elle peut se généraliser à une classe plus grande
de processus à sauts, les processus de Lévy, lesquels comportent en général un nombre infini de sauts.
Nous renvoyons à [5] et à [16] pour plus de détails sur ce sujet. Dans le cas plus difficile où le processus
de Lévy est à variation forte infinie, une vraie théorie de l’intégrale stochastique est nécessaire, et la clé
en est la procédure de retranchement et d’ajout du terme comportant la dérivée vue ci-dessus, laquelle
porte le nom de compensation. Ce mécanisme de compensation joue d’ailleurs un rôle fondamental dans
toute la théorie générale des processus à sauts, voir [4].

7.5 Des martingales

Proposition 7.9 Pour tout α ∈ R, β > −1, pour toute fonction bornée h, les processus suivans sont
des (Ft)-martingales :

(i) Mt = Nt − λt,

(ii) M2
t − λt = (Nt − λt)2 − λt,

(iii) (a) exp(αNt + λt(1− eα)),

(b) exp[ln(1 + β)Nt − λβt] = (1 + β)Nte−λβt,

(c) exp
[ ∫ t

0

h(s)dNs − λ

∫ t

0

(1− eh(s))ds
]

Preuve : Soit s < t. En utilisant l’indépendance des accroissements du PP, on obtient
(i) E(Mt −Ms|Fs) = E(Nt −Ns)− λ(t− s) = 0
(ii) E(M2

t −M2
s |Fs) = E[(Mt −Ms)2|Fs] = E[(Nt −Ns + λ(t− s))2|Fs]

E[(Nt −Ns)2]− λ2(t− s)2 = λ(t− s)
(iii) E[exp(α(Nt −Ns) + λ(t− s)(1− eα))|Fs] = 1. Les autres formules sont faciles.
On peut généraliser : si Hest un processus borné (Ft)-prévisible, les processus suivants sont des

martingales

MH
t

def
=

∫ t

0

HsdNs − λ

∫ t

0

Hsds =
∫ t

0

HsdMs (7.2)
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Y H
t

def
= (MH

t )2 − λ

∫ t

0

H2
s ds (7.3)

ZH
t

def
= exp

(∫ t

0

HsdNs + λ

∫ t

0

(1− eHs)ds

)
(7.4)

7.5.1 Exemple de changement de probabilité

Si N est un PP d’intensité λ, alors, d’après la proposition 7.9 (iii,b) avec β = 1, le processsus

Lt = 2Nte−λt = eNt−λt
∏

0<s≤t

(1 + ∆Ns)e−∆Ns

est une martingale et est solution de dLt = Lt−dMt. Soit Q la probabilitédéfinie par
dQ

dP
|Ft = Lt. Il est

facile de vérifier que
EQ(xNt) = exp(2λt(x− 1))

et que le processus N a des A.I. sous Q. En effet,

EQ

(
n∏

i=1

x
Nti+1−Nti

i

)
= EP

(
n∏

i=1

(2xi)Nti+1−Nti e−λt

)

=

(
n∏

i=1

e−λ(ti+1−ti)eλ(ti+1−ti)2xie−λt

)

Il en résulte que N est un Q-processus de Poisson process d’intensité 2λ.
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Intégrale

de Wiener, 35

Lemme
de Gronwall, 56

Martingale, 20
locale, 46

Martingales
orthogonales, 47

Modification, 17
Mouvement Brownien, 23
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Probabilités

équivalentes, 12
absolument continues, 12

Processus
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Radon-Nikodym, 12
Représentation prévisible, 71

Scaling, 27
Solution

faible, 54
forte, 54

Sousmartingale, 20
Surmartingale, 20

Temps d’arrêt, 19
Théorème

de Bochner, 18
de classe monotone, 7
de convergence dominée, 14
de convergence monotone, 14
de représentation des martingales locales, 48
de Yamada-Watanabe, 55
de Yamada-Watanabe II, 56

Transformée
de Fourier, 9
de Laplace, 9

Tribu, 5
des Boréliens, 6
engendrée, 6

Unicité
faible, 54
trajectorielle, 54

Uniforme intégrabilité, 10

Variable gaussienne centrée réduite, 8
Version, 18
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