Intégrale stochastique
Plan

L’intégrale stochastique générale
Processus d’Ito

Formule d’Ito

Formule de Black & Scholes

Le processus B est un mouvement Brownien et {Ff , L > O} est sa

filtration naturelle.



1 L’intégrale stochastique générale

t
| 6.az.
0

quand {fs, s > 0} est un processus stochastique.

On cherche a définir

Définition 1.1 On dit que {6;, t > 0} est un bon processus s’il est
(FB)-adapté, caglad, et si

t
E[/ Hgds] < +00
0

pour tout t > 0.



1.1 Cas des processus étagés

Ce sont les processus du type

Pn
(97751 — Zei]]‘]ti,ti—l—l](t)
1=0

ot p, €EIN,0=tg <ty...<t, etb; €L*(Q,F,, P) pour tout
1 =20,...,p,. On définit

t Pn
It(Qn) — L 9? dBS — Zei(Bti_H — Btz)
1=0



Propriétés:

E[L(H™)] = 0
Var [[,(07)] = E[/Ot(egf ds].

Les processus I;(0™) et IZ(0™) — fg(@’;)st sont des martingales.



1.2 Cas général

Si 0 est un bon processus, il existe {0", n > 0} suite de processus étagés

E [/Ot(es —92)2ds] — 0

quand n T 4o00. Il existe une v.a. I;(#) de carré intégrable telle que

telle que

B [[1,(0) - L(e")]’] — o

quand n T +00. On pose

t
It(Q) — / HSdBS
0

pour tout t > 0.



Propriétés:

E[L@) = 0
t
Var [I;(0)] = FE [/ 02 ds].
0
Linéarité :
It(a1(91 —|—CL2(92) — allt(Gl) + aglt((92).
Propriétés de martingale : Pour tout bon processus 6, les processus
t
Lo L(0) et t L(0)2 — / 02ds
0

sont des (FP)-martingales continues.

E[(L(0) — I,(0)* | FP] = E U:egdu \ff].



Propriété d’isométrie : Pour tous bons processus ¢, 8 et tout s,t > 0,

on a
SAt
E|ls(p);(0) = FE [/ 0 Ou du] :
0
Le processus

It(Q)It(go)—/O 00y du

est une (FP)-martingale.



Proposition 1.2 Pour toutt > 0 on a

t
1
/ B,dBy, = —(B? —1t).
0 2



Il est possible de définir I;(6) sous la seule condition

t
/9? ds < 400 Dp.s.
0

Cependant, t — I;(0) n’est plus nécessairement une martingale.

Définition 1.3 Soit {F;, t > 0} une filtration et {X;, t > 0} un processus
(F¢)-adapté. On dit que X est une (F;)-martingale locale s’il existe une
suite {T,, n >0} de (F;)-temps d’arrét telle que

P|r, — 4o0] =1
et le processus X" 1t — Xynr, est une martingale pour tout n > 0.

Définition 1.4 On dit que {6;, t > 0} est un bon processus local s’il est
caglad, (FP)-adapté, et si

t
/QEds < 400 p.s.
0

pour tout t > 0.



Soit @ un bon processus local. On peut définir I;(#) pour tout t > 0, qui
est une martingale locale. De méeme, en prenant la méeéme suite de temps

d’arrét, on montre que le processus

t
0

est une martingale locale.

Définition 1.5 57 Z est une martingale locale continue , < Z > est
I'unique processus croissant continu (F;)-adapté tel que t — Z7— < Z >y

soit une (Fy)-martingale locale.

Par polarité, on peut définir le crochet de deux (F;)-martingales locales M

et N en écrivant
1
< M,N >; = §(<M+N>t—<M>t—<N>t).

Le crochet < M, N > est aussi I’'unique processus a variation finie tel que

le processus M N— < M, N > soit une martingale locale.
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Enfin, la proposition suivante donne enfin de < M, N > une importante

construction trajectorielle :

Proposition 1.6 Soient M et N deux martingales locales continues.

Alors p.s. pour tout t > 0,

2n
SNz = T (Mg = Mg )N = N

ou {tl', 1 =0...2"} désigne la subdivision réguliere sur |0,t].

t t
< I(0) > = / 02ds et < I(0),1(p)>= / Ospsds.
0 0

On dit que deux martingales continues sont orthogonales si leur crochet est
nul, c’est-a-dire si leur produit est une martingale. Par exemple, deux

Browniens indépendants sont des martingales orthogonales.
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2 Processus d’Ito

Ce sont des processus écrits sous la forme

¢ ¢
X :x+/bsds+/08st
0 0

ou b est un processus Ff -adapté tel que

t
/ bs|ds < +oo p.s.
0

pour tout t > 0, et ¢ un bon processus local. On utilise la notation

formelle
dXt — bt dt—|—0't dBt
X() = X.

Le coefficient b s’appelle la dérive (ou le drift) du processus, et ¢ son

coeflicient de diffusion.

12

(2.1)



Le processus
t
t — x + / b, ds
0

est la partie a variation finie de X, et le processus

¢
t — / os dBg
0

la partie martingale de X (c’est a priori une martingale locale). La
décomposition (2.1) du processus X est unique, au sens ou si X admet une

autre décomposition

¢ ¢
X; = x + / b, ds + / 0sdBs,
0 0

alors b = b et 0 = 6. En particulier, X sous la forme (2.1) est une

martingale locale si et seulement si b = 0.
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En fait, cette représentation des martingales locales dans une filtration
Brownienne est caractéristique, indépendamment de ce que le processus

soit a priori un processus d’Ito :

Théoréme 2.1 [Théoréme de représentation des martingales
locales] Soit B un mouvement brownien et M une FP-martingale locale

continue. Alors il existe x € IR et 6 bon processus local tel que
t
Mt = T + / (98st.
0

Ce théoréme est extrémement important en Finance (marché complet).
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Si X! et X? sont deux processus d’Itd de décomposition

t t
X! :x—l—/bids—F/aést
0 0

pour ¢ = 1,2, leur crochet est par définition le crochet de leurs parties

martingales. Autrement dit

<X X?>= <I(c"),I(c?) >.
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3 Formule d’Ito

On se donne un processus d’Ito réel X de décomposition (2.1) et une
fonction f : IR — IR suffisamment réguliere.

Théoréme 3.1 [Premiére formule d’Ito] Supposons f de classe C?.

Alors
/(X /f dX, + /f” )olds.

Sz' f est a dérivées bornées, le processus
fo f'(Xs)bsds — 5 fo f"(X,)o%ds est une martingale.

Cette formule s’écrit sous forme condensée

df(Xt) — f/(Xt)dXt + %f//(Xt)O'?dt
= (O + 3 (X 0F ) e+ (X0

= f{(X)bedt + %f”(Xt) d(X)¢ + f'(X¢)odBy.
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On utilise souvent la notation

df (X;) = f(X,)dX; + % (X)) dX, - dX,

avec la table de multiplication

dt | dB;
dt | 0 0
dB; | 0 | dt

En particulier, ¢t — f(X;) est un processus d’It6 de dérive

/ (f/(XS)bs - %f”(XS)Ug) ds
0

et de partie martingale

/0 F(X)o. dB..
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Quand les dérivées sont bornées, 'intégrale stochastique apparaissant dans

la formule est une vraie martingale, et on en déduit :

BUC) = EUCO) + [ B[700n+ 3 (0] ds

BLCIFE) = 1) + B [ (FO6h+ 37(X0)0? ) du

]—"B]
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Théoréme 3.2 [Deuxiéme formule d’It6] Soit f une fonction définie

sur IR x IR de classe C' par rapport a t, de classe C? par rapport a x. On
a

f(t, X;) = £(0,X0)+ /ftsX ds+/st dX+/ )o2ds.
On peut écrire cette formule sous forme différentielle :
df (t, Xy) = (f{(t,Xt) + 5 faa(l, Xe)o )dt + [ (t, Xe)d X,
= flt, Xy)dt + fi(t, X,)dX, + f” (£, X¢)d{X)¢.

= (fé(taXt) + fo(t, X¢)be + = f” (t, X¢)o )dt
+ fo(t, X4)od By
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Exemple fondamental: Le mouvement brownien géométrique, ou

processus log-normal est défini par 1’équation

t t
Xt:a:+,LL/X8ds—|—U/XSdBS
0 0
avec (1,0 € IR. On montre que
X; = zexp [,ut+ ocB; — 0275/2} .

Dans le cas ou i et o sont des fonctions déterministes :

t t
Xy = + / u(s)Xsds + / o(s)Xs dBg
0 0
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Théoréme 3.3 [Troisieme formule d’Itd] Soient X! et X? deux
processus d’Ito issus de x1 (resp. de x2) de coefficient de dérive bl (resp.
b? ), de coefficient de diffusion o' (resp. o°) et portés respectivement par
deux Browniens B! et B? corrélés avec coefficient p. On suppose que b, o"
sont F; i-ada,ptés. Soit f une fonction de IR?> dans IR de classe C* a
dérivées bornées. On a

fXHXP) = f(xy,22) / (X1, X3HdX! + / (X, X3)dx?
1 t
+§/O (XL X2) (00) + 20 flp(X2, X2)obo? + f55(XL, X2) (02)°) ds

ot f; désigne la dérivée par rapport a x; et f} la dérivée seconde par
rapport a T; puis xi, t,J = 1,2.
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Proposition 3.4 [Formule d’intégration par parties]

t t t
X! X2 = xi29 + / Xldx? + / X2dX! + p/ olo?ds.
0 0 0

Ad(X'X?), = X} dX? + X2dX) + d(X*, X?), .
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4 Formule de Black & Scholes

On considere un marché financier comportant un actif dit sans risque de

taux constant r et de prix S = e”! et un actif risqué dont le prix S vérifie
dSt — bStdt + O'StdBt
SOl1t

Sy = Soexp [0B; + (b— 07/2)t]

On fixe un horizon 7' > 0 et on souhaite donner le prix d’un actif financier

qui versera h(St) a la date T

Le cas d’un call Européen de maturité 1" et de strike K correspond au
cas h(x) = (x — K)™T.
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On procede par duplication (hedging): on forme un portefeuille et d’ alpha
parts de ’actif sans risque (le montant de la richesse investie dans cet actif

est ae™) et de B parts de lactif risqué.

On va trouver un portefeuille auto-financant de valeur terminale hA(S7).

La valeur de ce portefeuille a la date t est

Vi = auSY + BiSi.

La condition d’auto-financement se formalise par
dVy = apdS] + BdS;

soit
dVy = rVidt 4+ ¢Sy (b — r)dt + odBy)
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On suppose que la valeur du portefeuille a la date ¢ est une fonction

déterministe du temps et de la valeur de ’actif risqué, soit V (¢, S;).

En utilisant la deuxieme formule d’Ito, on calcule

ov ov 0282 0°V
(O'St gv (t St)) dBt

En identifiant avec la condition d’auto-financement,

oV %

o3t S; = USt8 (t,S¢) soit By = Py —(t,5¢),

ce qui entraine alors

oV oV 0252 52V
oz (Lo + o (65) + o

avec pour condition terminale V (T, St) = h(St).

TSt (t, St) — TV(t, St) =0
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Comme S; est une v.a. qui peut prendre toutes les valeurs de IR™, on en
déduit que V satistait 'TEDP

rx%—g(t,x) + %—‘;(t,x) + %02332%22‘;@@) — rV(t,z) = 0

(4.1)

avec pour condition terminale V (T, z) = h(x).

Dans le cas d’un call européen h(z) = (z — K)™, et pour o > 0, cette

équation se résoud alors en :

V(t,z) = zN(dy) — Ke " TN (dy)
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ou N est la fonction de répartition d’une v.a. gaussienne standard :

N(x) = \/%/_ e~ 2y,

et avec les notations

1 1
dq (ln (:C@NT_t)/K) + —o%(T — t)) et do=di—ovT —1t.

h 20T — t 2

La quantité

oC
%(tast) — N<d1)

qui représente la couverture du marché, soit le nombre de parts de actif
sous jacent utilisées pour répliquer ’option s’appelle le Delta de | 'option
et représente aussi la sensibilité du prix de 1 option par rapport au prix du

sous jacent.
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Comme conséquence de la formule d’It6 appliquée aux EDS, on verra plus

tard une formule probabiliste pour le prix du call :

C(t,S) = DR |(Sy - K)* | F

lorsque le S a pour dynamique
dgt — Tgtdt + O'gtdBt .

Cette interprétation est fondamentale en Finance, et fait intervenir un

changement de probabilité.
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