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1 Equations différentielles stochastiques

Définition 1.1 Soient d,m € IN, b: IRT x R* — IR? et
o:IRT x R - Mg (IR) deux fonctions mesurables bornées. Soit x € IR?
une condition initiale. Une solution de I’EDS

XO - X

E.(b,o)
dXt — b(t,Xt) dt —+ O'(t,Xt> dBt

est constituée par :
(a) Un espace de probabilité filtré (), F,{Fs, t >0}, P)
(b) Un (F;)-mouvement brownien B = (B1,...,By) a valeurs dans IR™.

(¢c) Un processus X = { Xy, t > 0} continu (F;)-adapté tel que les intégrales
t t
/ b(s, Xs) ds et / o(s, Xs)dBy
0 0
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aient un sens et tel que [’égalité

t t
Xi=u +/ b(s, Xs) ds + / o(s, Xs)dBs
0 0

soit satisfaite pour tout t P p.s. Autrement dit, pour tout i =1,...,d on a

t mo ot
X! :a:—l—/ b'(s, Xs) ds + Z/ 0ii(s, Xs)dBY.
0 =170
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Le caractere aléatoire des EDS impose plusieurs notions d’existence et
d’unicité. On dit qu’il y a

(1) Existence d’une solution faible si F,.(b,0) admet une solution X.

(2) Existence d’une solution forte si E, (b, o) admet une solution X qui
soit adaptée a la filtration du Brownien porteur.

(3) Unicité faible si tous les processus X solutions de E, (b, o) ont méme
loi.

(4) Unicité trajectorielle si, 'espace de probabilité et le Brownien
porteur étant fixés, deux solutions quelconques X et X’ de E, (b, o) sont

indistinguables au sens ou



[’exemple suivant montre que ’on peut avoir (1) et (3) (existence et

unicité faible), mais ni (2) ni (4) :

Soit {W;, t > 0} un MB. On considere le processus

t
By = / sign(Wy) dWy
0
ou sgn est la fonction définie par

1 six>0
sgnlr) = 1 six <O
—1 six :

Par le théoreme de caractérisation de Paul Lévy, B est donc un

mouvement brownien. On considere maintenant 'EDS

Xo = 0
dXt = Sgl’l(Xt) dBt



Par construction on voit que W est solution de cette équation. De plus, par
le méme argument que précedemment, on voit que toutes les solutions de
cette équation sont des mouvements browniens et sont donc égaux en loi :
on a existence et unicité faibles. En revanche le point (4) n’est pas vérifié :

le processus —W est aussi solution de 1’équation avec pour tout ¢ > 0,
PW, # -W,] = P2W; #0] = 1,

de sorte que W et —W sont deux processus solution qui ne sont pas
indistinguables.



Le théoreme suivant montre que (1) + (4) = (2) + (3) :

Théoréme 1.2 [Yamada-Watanabe| Supposons que E,(b,o) admette
une solution faible et que toutes ses solutions soient indistinguables. Alors

E.(b,0) admet une unique solution forte.



Théoréme 1.3 [Théoréme d’existence sous conditions

lipschitziennes| Supposons qu’il existe une constante M > 0 telle que

()

bi(t, ) = b(t, y)| + |os; (¢, x) — 045 (L,y)| < M|z —y|
pour toutt=1...d, 7=1...m,t >0, V,y

(b) |bi(t, )| + |oi(t,x)] < M(1+ |z|) pour tout i =1...d, j=1...m,
t>0, x,y € IR? (condition de croissance linéaire),

alors il existe une unique solution forte a F,(b,0), de durée de vie infinie.



L’idée est de construire une suite X" par
t m t :
Xr ::c—l—/ bi(s, X" 1) ds + Z/ oii(s, X" 1) dBI |
0 : 0
71=1

et de montrer la convergence de cette suite vers une solution.



Unicité :
Soit t > 0 fixé et X et Y deux solutions distinctes de E,(b,0). On a

¢ t 2
E(|X:-Y*) = E / b(s, Xs) —b(s,Ys)ds + / o(s,Xs) —o(s,Ys)dBs
0 0
t 2
< 2 (E (/ b(s, Xs) — b(s,Ys)] ds)
0
" 2
B (/ \U(S,XS)—J(S,YS)\CZBS> )
0
t t
< 2M? <t2/ E|X,-Y,| ds + / E|X, Y, ds)
0 0
t
< K/ E|X, - Y, ds
0
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On peut améliorer ce théoreme dans le cas unidimensionel :

Théoréme 1.4 [Yamade-Watanabe 11| Soit d =m = 1. Supposons que
b et o sotent a croissance linéaire, que b vérifie la condition de Lipschitz
locale et que |o(t,z) — o(t,y)|* < p(|x — y|) pour tout t > 0, ot p est une

fonction borélienne de |0, 00| dans lui-meéme telle que

/ dz N
— .
|z| <e /02(Z)

pour tout € > 0. Alors FE.(b,o) admet une unique solution forte.
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Exemple : Processus de Bessel :

t
Xt:$+2/ \/XSdW3+5t
0

sur IR, ou W est un Brownien réel et x,9 > 0.
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2 Quelques propriétés

2.1 Propriété de Markov

Supposons que F, (b, o) ait une unique solution forte { X;(z), ¢t > 0}. Par
linéarité de l'intégrale, on voit que pour tout s, > 0,

s+t s+t
Xopo(z) = Xa(z) + / b(u, X, () du + / o(u, X, (2)) dB..
On peut écrire
‘ !
Xort(z) = Xs(z) + / b(s+u, Xepu(x))du + / o(s+u, Xei1u(x))dB,
0 0

et par unicité, ceci entraine que X ;(x) = X7 (Xs(x)) pour tout ¢t > 0, ou
X; (x) est I'unique solution de E,(b(s + .,.),0(s+ .,.)) portée par le

Brownien B’.
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Pour tout s,t > 0 et toute fonction borélienne f, on déduit alors que
E[f(Xeys) | FP] = Elf(Xegs) | Xi] = ®4(s, Xs)

ou ®;(s,x) = E[f(X;(x))]. Ceci signifie que X vérifie la propriété de
Markov inhomogene.

Dans le cas ou les coefficients b et 0 ne dépendent pas du temps, X vérifie

la propriété de Markov homogene,
Ef(Xeps) | FS] = E[f(Xiws) | Xs] = @4(X)

avec ®y(z) = B [f(Xi(z))].

14



Dans le cas homogene, on peut étendre la propriété aux temps d’arret finis :

Théoreme 2.1 [Propriété de Markov forte| Soit X ['unique solution
forte de E,(b,o) avec b et o ne dépendant pas du temps. Soit T un temps
d’arrét fini p.s. pour la filtration naturelle du Brownien porteur. Alors

pour tout t > 0 et toute fonction [ mesurable bornée,
E[f(Xr) | F7] = Elf(Xr40) | X7] = ®4(X7)

ot l'on a noté ®(x) = E[f(Xi(x))].

Dans le cas inhomogeéne, on montre que le processus espace-temps
t — (t, Xy) vérifie la propriété de Markov forte, au sens ou pour tout temps

d’arréet fini 1" et toute fonction f de deux variables,
E [f(T+taXT+t) ‘f{?} = b [f(T+ taXT—Ft) ‘T7XT] — (I)t(TvXT)

avec la notation ®;(s,x) = E[f(s+t, X/ (x))].
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2.2 Théoreme de comparaison

Théoréme 2.2 Soit {W;, t > 0} un mouvement brownien réel, by, by et o
trois fonctions globablement lipschitziennes, x1 > xo deux réels. On

considere les deuxr EDS
' '
X! = x; + / bi(X")ds + / o(X) dW,
0 0

pour i = 1,2. Supposons que by(x) > ba(x) pour tout x € IR. Alors
X} > X? p.s. pour tout t > 0.
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2.3 Fonction d’échelle

On considere I’EDS homogene

t t
X, = X, + / b(X.) ds + / -(X.) dB.
0 0

ou b et o sont des fonctions de IR dans IR globalement lipschitziennes.
D’apres la formule d’Ito, on voit que si f est une fonction de IR dans IR de

classe C? & dérivées bornées et telle que

1

b(@)['(x) + 507 ()" (@) = 0

pour tout = € IR, alors le processus (f(X;);t > 0) est une martingale

(martingale locale si f n’est pas a dérivées bornées).
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La fonction f est appelée fonction d’échelle du processus X. Elle est

déterminée par la formule

fz) = / exp (-2 / u b(v) /o2 (v) dv) du.
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L’opérateur £ qui & f € C2(IR, IR) fait correspondre
Lf v b(@)f'(2) + 50 () ()

s’appelle le générateur infinitésimal du processus X. Il vérifie
i) = i B0~ @

t—0 t

pour tout = € IRY.

Le générateur infinitésimal a aussi un sens dans le cas inhomogene : si ’on
considere 'EDS

t t
X, = Xo + / b(s, X.) ds + / o (s, X.) dB..
0 0

alors on peut définir son générateur infinitésimal

(D

)

L)t x) = b(t, ) fo(t, ) +
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Si f est une fonction de IR, X IR dans IR telle que

£(f)(t7$) + ft/(th) =0,

alors le processus {f(t, X;), t > 0} est une martingale locale.
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EXEMPLE : Supposons que
dXt = TXtdt + O'XtdBt
et soit f une fonction de IRy x IR dans IR telle que o f. est bornée et

fit,z) + L(f)(t,x) = rf(t z), (2.1)

alors le processus (e~ " f(t, X;),t > 0) est une martingale. En
particulier, si f vérifie Va, f(T,x) = h(x) comme condition au bord, alors

ft,Xy) = "D Blh(Xr) | Fi.
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Dans le cas d’un call européen sur un sous jacent
dSt — St<bdt + O'th)

on a

C(t,5) = D B[Sy - k)t | 7,

pour
dgt — §t(rdt + O'th) .
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2.4 Martingale exponentielle et condition de Novikov

Soit € un bon processus local et Zy une constante. L’unique solution de
I’EDS

t
Z, = Zy + / 0,7, dB, (2.2)
0

t 1t
Zy = Zpexp [/ 0., dB, — —/ 95618] .
0 2 Jo

Le processus Z, noté £(0 * B) est appelé 1’exponentielle de

est

Doléans-Dade de 0 x B. C’est une martingale locale positive des que
Zo > 0.
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Théoréme 2.3 [Condition de Novikov| Supposons que

1 [t
E[exp (5/ dis)] < 00
0

pour tout t > 0. Alors t — &(0 x B) est une vraie martingale.

Quand la condition de Novikov n’est pas satisfaite, £(0 * B) est une
martingale locale positive, donc une surmartingale, et F |Z;] < F [Z,] < Zj
pour tout t > s > 0.

Proposition 2.4 Supposons 0; = f(t, By) ou f est une fonction

globalement lipschitzienne. Alors t — &(0 x B) est une vraie martingale.
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3 Lien avec les équations aux dérivées

partielles

3.1 Probleme parabolique

On considere l'opérateur Af(t,z) = f{(t,z) + Lf(t,z) ou L est le

générateur infinitésimal du processus X solution de 'EDS

¢ t
X, = X + / b(s, X.) ds + / o(s, X.) dB.. (3.1)
0 0
On cherche les solutions du probleme parabolique suivant

Af(t,x) = 0 pour tout x € IR et t € (0,7

(3.2)
f(T,z) = g(x) pour tout z € IR.

ou g est une fonction de IR dans IR.
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Si f est une solution de (3.2) et si pour tout w > ¢ > 0 on note X**! une

solution de
u u
xXot = X2 4 / b(s, XZ) ds + / o(s, X2 dB,
t ¢
avec pour condition initiale X, " = 2, la formule d’Tt6 conduit alors &

flu, X®Y = f(t,z) + /uf;(s,Xf’t)a(s,Xf’t)st.
t

On en déduit que

T
(X2 = f(ta) + / FL(s, X5 (s, X7) dB,.

Si f! et o vérifient des conditions d’intégrabilité suffisante, alors 'intégrale

stochastique est une martingale.
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On en déduit une importante représentation probabiliste de la
solution de (3.2) :

f(t.a) = B [g(X5Y)]
On écrit parfois ce résultat sous la forme f(¢,2) = E, ¢+ [g(X7)], o X est

la solution de (3.1) prise sous la probabilité P, ; qui est telle que processus

X prend la valeur x a l'instant ¢.
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On peut s’intéresser a un probleme un peu plus général que (3.2) :

Af(t,z) = af(t, x) pour tout x € IR et t € [0, 7]

(3.3)
f(T,z) = g(x) pour tout z € IR.

avec a > 0. Avec les notations précédentes, si f est solution de (3.3), la

formule d’Ito entre ¢t et T conduit a
T
e T F(T, X2 = e f(t,x) + / e~ fl (s, X" o (s, X2 dB,.
!

A nouveau sous des conditions d’intégrabilité suffisantes sur f. et o,
I'intégrale stochastique est une martingale et on en déduit la
représentation probabiliste

flt,x) = Epy e g(X7)
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3.2 Formule de Black & Scholes

On considere a nouveau un sous jacent de dynamique
dS; = S¢(bdt + 0dBy) .

La solution de 1’équation de Black & Scholes

8_C(t ) + 8_0<t T) + o 620(
o\t ot 2 02z

avec C(T,z) = (x — K)7T, est donnée par

t,x) = rC(t,x)

Ct,z) = E [er<t—T>(§;’t - K)ﬂ (3.4)

avec

dgt — gt(rdt -+ O'CZWt) .
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Soit
S?;,t _ xGJ\/T—tG—l—(r—J2/2)(T—t)

et G ~N(0,1). Pour t = 0, le calcul donne

E [e—TT(% K| = 7 (E [5;211 {§;2K}} ~ KP [5;1 > K])

L —rT oVT G+(r—o?/2)(T
— xe E [6 o /2 )]1{0\/7G+(r—02/2)(T)21n(K/m)}}

_Ke TP [a\/TG +(r—o2/2)(T) > 1n(K/x)]

L’espérance et la probabilité se calculent alors en explicitant les intégrales

qui font intervenir la densité gaussienne.
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[’expression (3.4) permet également de calculer le "Delta’ de 'option :
dans le cas t = 0, on a

C0,z) = E [e_rT(CEMTerT — K)+)]

avec la notation S; = xMe™. En dérivant par rapport & x sous

I’espérance, on retrouve

oC
%(O,CE‘) = L [MTl{a:MTeTTZK}] — N<d1)

avec la formule pour d; donnée au chapitre précédent.
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3.3 Formule de Feynman-Kac

On s’interesse au probleme de Sturm-Liouville :

(a+k)f = f?+g (3.5)

ol o >0, k: IR — IR" est une fonction continue et g : IR — IR une

fonction continue telle que:
/ |g(az+y)|6_|y|mdy < 400
R

pour tout x € IR. On a le

Théoréme 3.1 [Formule de Feynman-Kac| La fonction f définie par:

f2) = E [/OOO o(z + By) exp (—at—/otk(x+Bs)ds> dt],

est ['unique solution bornée et C* de (3.5).
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Ce résultat nous donne en particulier la transformée de Laplace en temps
de la variable

o(Br)exp— [ k(B.)ds

pour toute fonction g, et donc par inversion la loi du couple

(Bt,/otk(Bs)ds> |
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La formule de Feynman-Kac permet aussi de calculer la densité de la

variable aléatoire
'
Ag_ = / ]1[0700[(33) ds
0

qui représente le temps d’occupation de IR" par le Brownien. En effet,
si on pose k(x) = Bll,>0 et g(x) = 1, on en déduit que pour o, 8 > 0 la

flz) = E [/OOO exp (—at — ﬁ/ot 11, 00) (@ + Bs)ds) dt]

est solution de 'EDO

fonction

af(z) = 1-8f(x)+LE  siz>o0,
af(r) = 1+# si z < 0.
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L’unique solution bornée et continue de cette EDO est donnée par:

Ae—rV2(atB) | O%Lﬁ six >0,

flz) =
Berv2e 4 1 si z < 0.

En imposant la continuité de f et f’ en zéro, on trouve

1 1 1 1
A = — B = — —.
Volasd @+p Jalatpd) a
On en déduit que
T ot —BAS _ _ 1
/0 e “'E [e } dt = f(0) NECED

et, en utilisant I’égalité

©.@) t 8w 1
e~ < du—e=~ )dt = :
/(; 0 T/ u(t—u) \/&(& + ﬁ)
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que la densité de A" est donnée par:

Lyycpydu
T/ ult —u)

La fonction de répartition de cette loi est

9 6/t
ds du 2 0
PlAT <6 :/ :/ = —ar Sin\/j

et ’on donne alors & la loi de A" le nom de loi de I’arcsinus. On

P [A;F . du} —

remarque enfin que
P[Af <6] = P[tAT <9,

ce qui montre que les variables A et tA] ont méme loi. On aurait pu

aussi obtenir ce résultat directement par scaling du Brownien.
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4 Processus de Bessel

4.1 Norme d’un mouvement Brownien n-dimensionel

Soit n > 1 et B = (B, Ba, ..., B,) un mouvement Brownien
n-dimensionel. Soit X défini par X7 = > " | (B;)*(¢).

dX7 =) 2B;(t)dB;(t) + ndt
1=1

Le processus ( défini par

1

1 n
dfy = — By - dB;y = —— B;(t)dB;(t), = 0,
Bt Xt t t HBtHz_Zl () () 60

est un mouvement Brownien.
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d(X?) =2X,dB; +ndt.

n—1dt

dX; =d
' B + > X,

En posant V; = X?
dVy = 2/ Vi dB: +n dt .

On dit que X est un processus de Bessel (BES) de dimension n, et

que V' est un processus de Bessel carré (BESQ) de dimension n.
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4.2 Définition générale

Pour tout 6 > 0 et o > 0, 'unique solution forte de

t
P4 :a+5t+2/ Vs AW
0
est le processus de Bessel carré de dimension 0, partant de « et est
noté BESQ?.

Soit p un BESQ’partant de . Le processus R = /P est un processus de
Bessel de dimension ¢, partant de a = v/« et est noté BES°.

Le nombre v = (§/2) — 1 (soit 6 = 2(v 4 1)) est I'indice du processus de

Bessel, et un processus de Bessel d’indice v est noté BES™).

Pour 6 > 1, un BES?est solution de

Rt—Oé+Wt—|——/ - ds.
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4.3 Probabilités de transition

Les fonctions de Bessel modifiées I, et K, solutions de
r?u” (x) + 2/ (z) — (2% + v*)u(z) =0

sont données par :

v oo 2n
2 2
1.(2) = (5) Z 22npl (v +n+1)

n=0

Ko (o) — TU=s() = 1 (2)

2SN T2
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Les probabilités de transition qg “) Q'un BESQ(V>Sont

) =57 (1) e (-557) LG

2t 2t

et le processus de Bessel d’indice v a une probabilité de transition p( V)

donnée par
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5 Modele de Cox-Ingersoll-Ross

dry = k(0 — ry)dt + o+/rd By (5.1)

e [’unique solution telle que ro = x > 0 r® est un processus positif pour

k6 > 0. 1l n’est pas possible d’obtenir une formule explicite.

e Le processus de CIR process (5.1) est un BESQ changé de temps : en

effet,
— e by (M — 1))
re=e " p( (e

ot (p(s),s > 0) est un BESQ®(a), avec § = 0.
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o Si 7% “inf{t > 0:rF =0} et 2kf > o2 alors P(T¥ = c0) = 1.

¢ Si0<2k0 <o®etk>0alors P(TY <oo)=1letsik<0ona
P(T? < o0) €]0,1].
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Théoreme 5.1 Soit r le processus vérifiant
dry = k(0 —ry)dt + o+/r:dBs.
L’espérance conditionnelle et la variance conditionnelle sont données par
E(ry |Fs) = ree =9 4 6(1 — e_k(t_s)),

0.2(6—k:(t—s) _ 6—2k(t—s)) 00.2(1 - 6—k(t—s))2

Var(ry |Fs) = s . + %

44



5.0.1 Calcul du prix d’un zéro-coupon

Proposition 5.2 Soit

drt == a(b—rt)dt—l—a\/r_tdBt.

T
E (exp/ T du]:t> = G(t,r)
t

G(t,x) = ®(T —t)exp|—aV(T — t)]

Alors

avec

2ab

(s) — 2(e7s — 1) D(s) = (( 9ve(1t+a)s ) o

(y+a)(ers —1) +2v Y+ a)(es — 1) + 2y
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Si 'on note B(t,T') le prix du zero-coupon associé,
B(t,T) = ®(T —t)exp|—r: V(T — t)]
on montre que
dB(t,T) = B(t,T) (rydt + o(T — t,74)dBy)

avec o(u,r) = oW (u)\/r
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