DESS Ingéniérie mathématiques. Université d’EVRY 2004-2005
M. Jeanblanc

Examen Calcul Stochastique. Seconde session. Avril 05

Les exercices 1, 2 et 3 doivent étre résolus sans documents pendant la premiére heure.
Vous devez alors rendre votre copie correspondant a cette partie en notant sur vos brouil-
lons la réponse de 1’exercice 3. Vous pouvez rendre votre copie avant la fin de la premiére
heure, pour passer aux exercices suivants pour lesquels vous avez droit aux documents.

Dans tous les exercices, le processus W est un mouvement Brownien issu de 0, F; = o(Ws, s < t) sa
filtration naturelle.

1. On suppose que la dynamique d’un actif est, sous la probabilité risque neutre

dSt == St(Tdt + U(t)th), SO =

ou r est une constante et o une fonction, continue non réduite & une constante.

(a)
(b)

Ecrire la forme de la solution S;. Montrer que S a méme loi que exp(a + bv'TG) ot G est
une v.a. gaussienne centrée réduite, et ou on précisera les valeurs de a et b.

Calculer la valeur d’un call Européen de maturité T et de strike K, avec le minimum de
calculs (Trois & quatre lignes de calcul maximum pour obtenir une forme explicite). On
rappelle que, dans le cas o(t) = o, la formule de Black et Scholes est

C = SoN(d1(So,0,T)) — Ke "N (dy(Sy, 0,T))

avec
T g \/T

1
1 - T) = T T.
U\/T n(KefrT) 2 Y d?(x70-7 ) dl (.’L‘,O’, ) + 0-\/>

dy(z,0,T) =

Question préliminaire Soit X et Y deux processus d’Itd continus (on ne précisera pas leur
dynamique, c¢’est inutile pour ce qui suit). Rappeler la formule d’intégration par parties pour
d(XY). En déduire que

1 1
Xod(5) + 57 dXe + (X
t

X, =0

5

Soit St(i),i = 1,2 deux processus continus strictement positifs, 7%,4 = 1,2 deux processus
adaptés tels que si on note V; = W,}St(l) + W?St(z) alors dV; = W,}dst(l) + ﬂtzdSt(Z) . On définit
Vi=v/s.

1

i. Calculer d(V, ) W>t

1 1
m% en fonction de d(SM), W>t et d(S(?)
1

ii. Montrer que dV;} = 77 (St(Q)dS(l)
¢

L @ @ 1
+ 5 ds? + SV 50

5(2)
iii. Montrer que dV;! = w2d ﬁ .
¢

3. Soit X solution de

dXt = Xt(Oétdt + /deWf)

Ecrire cette solution, montrer en particulier que

Xt = eAtMt

ou M est une martingale locale et A un processus a variation bornée.



4. Soit (a,b,c, z) des constantes et

t
7, = e(a7c2/2)t+th (Z +b/ 6(a02/2)scW5d8>
0

Quelle est 'EDS vérifiée par Z?

5. On considere le processus de dynamique
dSt = St((’l“ —dq + ht)dt + O'th)

ou (ht,t > 0) est un processus adapté.

(a) On se place dans le cas h; = 0, Vt. Montrer que (M; = S;e=("=9t t > 0) est une martingale
positive. On définit une probabilité @ par dQ|r, = %dP\ r,- Comment se transforme le
MB W?

(b) Dans le cas h non nul, expliciter S; (Utiliser I’exercice 3).

(¢) On suppose que hy = h(S) ol h est une fonction continue. On admet qu’il existe une solution
de PEDS correspondante. Montrer que

e TE(e Jo MG (50)) = o~ Eo (S5 W (Sr))

(d) On se place maintenant dans le cas hy = S; ¥, avec p réel. On admet qu’il existe une solution
de 'EDS. On pose Z; = SY.
i. Quelle est la dynamique de Z7
ii. Vérifier, en utilisant I'exercice 4 que 'on peut expliciter Z.
iii. Pour quelles fonctions f, le processus f(Z) est il une martingale (locale)?

6. Sur le marché financier on trouve un actif risqué de prix (S¢,t > 0) vérifiant dS; = S;(udt +odWy)
et un actif sans risque de prix S vérifiant dSY = SPrdt. Soit 7 un processus adapté et (Xy,t > 0)
la solution de

dX; = rX,dt + m X, (dW; + 2= Lat). (1)
g

Expliciter X7 en fonction de W et de w. Calculer E(ln X7) ( en admettant que les martingales
locales qui interviennent sont des martingales). Montrer que l'on peut choisir 7 tel que l'on
maximise E(ln X7). Expliquer quel type de probleme 'on résout ainsi.

7. Soit L; = exp (—i (e_QW* — 1) + % fot (e_QWS — ie“lWS) ds)

(a) Question préliminaire: Calculer U'intégrale fot e 2WsdW,.

(b) Montrer que L est une martingale locale (penser au résultat obtenu dans ’exercice 3). On
suppose que L est une martingale (ce qui est le cas). Quelle est son espérance?

(¢) On pose dQ|F, = L:dP|z,. Quelle est la dynamique de W sous Q7

8. Soit X solution de (on admet que X existe et prend ses valeurs dans |0, 1])

dXt = Xt(l - Xt) ((/IJ - Xt)dt + th) ; XO =T

2pu—1 n(l—x)—nx
et hy(z) = 2%.

Soit ho(z) = (=)
(a) Montrer que ho(Xy) et h1(X;) —t sont des martingales.

(b) Soit 7 =inf{t > 0, S; & [a,b]}, avec 0 < a < b < 1. Montrer que P(X, =a) = %:Zggzg et
calculer E(T).



La partie sans documents est notée sur 10,5, la partie avec sur 0. Faire la somme des deux notes et
multiplier par 2/3 devrait etre bon pour avoir une note sur 20.

1. (3 points) On suppose que la dynamique d’un actif est, sous la probabilité risque neutre
dSt = St(rdt + O'(t)th), SO =T
ou r est une constante et o une fonction continue du temps.

(a) Ecrire la forme de la solution S;. Montrer que Sy a méme loi que exp(a + bv/TG) ot G est
une v.a. Gausienne centrée réduite, et ou on précisera les valeurs de a et b.

(b) Calculer la valeur d’'un call Européen de maturité T et de strike K, avec le minimum de
calculs. On rappelle que, dans le cas o(t) = o, la formule de Black et Scholes est

C = SoN(d1(So,0,T)) — Ke "N (da(So,0,T))

avec
1 In( T ) oVT
n _
J\/T Ke—’“T 2
L’exercice 1 a déja été posé en Janvier. Un corrigé a été distribué. Etre sévere dans la correction.
11 suffit de remarquer que

dl(CL’,U,T): ) d2(£70—7T):d1(1'7JaT)+U\/T‘

1
S = Spe" exp(—iEQT)eG

. . . s . T
ou G est une variable gaussienne centrée de variance %* avec ¥2 = fo o%(s)ds. La formule
. . _1g? . T )
traditionnelle de BS correspond ¢ S = Spe™Te 27 TeC ot G = fo osdW, est une variable

gaussienne centrée et de variance 02T = fOT o%ds. Il suffit donc de changer 0T en 2. dans la
formule de BS.

2. (6pt)

(a) Question préliminaire (1 pt) Soit X et Y deux processus d’Itd continus (on ne précisera pas
leur dynamique, c’est inutile pour ce qui suit). Rappeler la formule d’intégration par parties
pour d(XY). En déduire que

1

1
Xyd(=) + —dX, +d(X
Xt

X, =0

) Y>
(b) Soit St(i),i = 1,2 deux processus continus strictement positifs, 7,7 = 1,2 deux processus
adaptés tels que si on note V; = 7r15’t(1) + 7728’15(2) alors dV," = ﬁ,}dsgl) + W?dst(z) . On définit

1 _ s (1)

Vi =Vir/S

. 1 : 1 , 1
i. (2pt) Calculer d(V, §>t en fonction de d(S", W>t et d(S?, W>t
ii. (2pt) Montrer que dV;} = 77 S(z)dL + Lcl52 + d(S? L)
. t t t S,gl) St(l) t NIE) t
5(2)
iii. (1pt) Montrer que dV,} = w?dﬁ
t
L’exercice 2 a déja été posé en Janvier. Un corrigé a été distribué.
On écrit la formule d’intégration par parties
X, 1. 1 1
A=) =Xud(=) + =dXs + d(X, =) -
(Y)-f) t(-Yi)—’—}/t t+ < 7y>t
En particulier (on omet les indicest) (X =Y)
X 1 1 1
d(}) =d(1)=0= Xd(y) +5dX + d(X, Y> :



Soit dV = 71dS* + 72dS?. On a donc
1 1 1
§> = 7Tld<S17 §> + 772d<52, §> .

Par suite, si V1 =V/S, on peut écrire la suite d’égalités (on utilise V = 7St + 7252)

(v,

1
dvt = Vd(51)+§dv+d<v 51>
1 1 1
= (r'S*+ 77252)d(51) 5 (mdS' + 7*dS?) + md(S* Sl> + m2d(S?, Sl>
1 1 1
= m (Sld(sl) - —dSl +d(S*, ST >> + 72 <s2d( <)+ —ds2 + d(S?, ST >)
52
= 7T2d(Sl)

3. (2pt) Soit X solution de
dX; = X¢(audt + By dWy)

Ecrire cette solution, montrer en particulier que
Xy = et M,

ou M est une martingale locale et A un processus a variation bornée.
ce sont des calculs faits plusieurs fois en cours et Td

t t 1 [t
X; = Xpexp </ asds> exp </ BsdWs — 7/ ﬂfds)
0 0 2 Jo

4. (1pt) Soit (a,b,c, z) des constantes et

t
7, = e(a—c2/2)t+th (Z + b/ e—(a—cz/2)s—cW5dS>
0

Quelle est 'EDS vérifiée par Z7?
Simple application de Ity
dZt = (aZt + b)dt + CthWt

5. (9pt5) On considere le processus de dynamique
dSt = St((’l“ —q + ht)dt + O'th)
ou (he,t > 0) est un processus adapté.

(a) (1pt5) On se place dans le cas h, = 0, Vt. Montrer que S;e~("~9* = M, est une martingale
positive. On définit une probabilité @ par dQ|z, = %dP\ £,- Comment se transforme le
MB W?

(b) (1pt) Dans le cas h non nul, expliciter S; (Utiliser I'exercice 3).

(¢) (3pt) On suppose que hy = h(S;) ot h est une fonction continue. On admet qu’il existe une
solution de ’'EDS. Montrer que

e TE(e Jo MG (50)) = oISy B (S50 (S))

(d) On se place maintenant dans le cas hy = S, ’. On admet qu’il existe une solution de 'EDS.
On pose Z; = S}.



i. (1pt) Quelle est la dynamique de Z?
ii. (1pt) Vérifier, en utilisant I’exercice 4 que 1'on peut expliciter Z.
iii. (2pt) Pour quelles fonctions f le processus f(Z) est-il une martingale (locale)?

Dans le cas h =10, on a
St _ Soe(r—q)teO'Wt—%UQt — e(r—q)tMt )

Donc M; = Moe“Wf_%"zt est une martingale positive, d’espérance 1 et on peut ['utiliser comme
densité de RN. Sous Q, le processus Wy = W, — ot est un MB.
Dans le cas général

t
Sy = Soe(r_Q)tefo hads oWy —30%t
t
s 1 ey = hsd (r—
On en déduit e fo f = S%Mte (=9t Done

[T h(S.)ds _ 1 o _ 1
e TR Jo MOy (9)) = "B (g Mre =0T (Sp)) = e T Eq(5-¥(Sr)).
T T

On se place dans le cas hy = S; ¥ et on pose Zy = SY. Le calcul d Ito conduit @

1 _
dZ, = pSPodW; + (r — q)pSPdt + pdt + 5P = 1)SP7282524t

1
pioat+ | =+ golo - 10| Z24) at

= (aZt + b)dt + CthWt
Le processus f(Z;) est une martingale locale si
1
f(z)(az +b) + 5]""(2)0222 =0.
On pose g = f'. L’équation
1
g(z)(az +b) + 59’0222 =0

a pour solution g(z) = aexp(%)z’l/‘?. Les fonctions [ recherchées (ce que on appelle les
fonctions d’échelle) sont les primitives de g.

. (3pt) Sur le marché financier on trouve un actif risqué de prix (S, ¢t > 0) vérifiant dS; = Sy (udt +
odW,) et un actif sans risque de prix S vérifiant dS? = SPrdt. Soit m un processus adapté et
(X, t > 0) la solution de

dX, = rXdt + 1 X, (dW, + 2 Lat) . 2)

o
Expliciter X7 en fonction de W et de 7. Calculer E(In X7) (on admettra que les martingales
locales qui interviennent sont des martingales). Montrer que 1 on peut choisir 7 tel que l'on
maximise E(ln X7). Expliquer quel type de probléme 'on résout ainsi.

1l est facile de montrer que

t t
1
X, = Xoe™ exp (/ T dWys — Wfds) exp/ 7Tsu Tds.
0 2 0 o

DoncIn Xp = Xo+rT+ [) wedW, — Sn2ds+ [i m="ds et E(In Xr) = Xo+rT+ [ E(ms = ds—
s72)ds. 1l reste a trouver m qui majore mg“=" — 372 ce qui donne my = E=T. On résout ainsi un

probléme de gestion de portefeuille (dit probléeme de Merton)

7. (4pt) Soit L; = exp (—i (e’zwf - 1) + %fot (e’QWS - ie*‘lWS) ds)

(a) (2pt) Question préliminaire: Calculer l'intégrale fg e 2Ws .



(b) (1pt) Montrer que L est une martingale. Quelle est son espérance?
(¢) (1pt) On pose dQ = L:dP. Quelle est la dynamique de W sous Q7

On remarque que e~ Wt —1 = -2 fg e 2WedW, + 2 f(f e 2Wsds

1 1 [t 1
g [ et )as
0

et on sait que exp (fot 0,dWy — %fg 92d5) est une martingale locale. On peut vérifier que la

condition de Novikov est satisfaite Sous Q, le processus W=w- % fot e 2Wsds est un MB.

. (7pt) Soit X solution de (on admet que X existe)
dXt = Xt(l - Xt) ((,U, - Xt)dt + th) s X() =T

Soit o (x) = (152)™ 7" et hy(x) = 220ZESRE ot 7 = inf{t > 0, S, & [a,b]}.

(a) (3pt) Montrer que ho(X;) et hq(X:) — t sont des martingales.

(b) (4pt) Montrer que P(X, =a) = % et calculer E(7).

La premieére question résulte d’une application du lemme d’Ité: f(t, X;) est une martingale locale
st Gf(t, Xy) =0 avec Gf(t,x) = O f + (1 —x)(n— )0y f + 522 (1 — 2)204a f . Dire que ho(X) est
une martingale locale revient & vérifier que hg est solution de x(1—z)(p—z)h' + 32?(1—xz)?hn" = 0.
Montrer que hi(X;) — t est une martingale locale revient a vérifier que hy satisfait

1
—1+a(1l—z)(p—x)h + 5302(1 —2)%0 =0.

En appliquant le théoréme d’arét de Doob (la fonction hgy est bornée sur [a,b], la martingale locale
ho(Xinr) est uniformément intégrable) E(ho(X;)) = ho(z) soit

ho(z) = E(ho(X;)) = ho(a)P(X: = a)+ho(b)P(X; =b) = ho(a)P(X; = a)+ho(b)(1-P(X, = a)).
On applique ensuite le théoréme de Doob a hi(X;) —t

hi(z) = El(h(a) = 7)Ix, =)] + E[(h1(b) — 7)1x, )]
= hy(a)P(X, = a) + i (b)(1 — P(X, = a)) — E(r)



