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Les solutions doivent étre retournées a Evry avant le 4 septembre, par courrier postal au nom
Monique Jeanblanc-Etienne Chevalier. Vous pouvez aussi envoyer un fichier pdf a I'adresse
monique.jeanblanc@univ-evry.fr
Si vous ne rendez pas ces exercices, votre inscription ne sera pas validée.

Les outils qui seront présentés dans le cours de calcul stochastique seront utilisés dans tous les cours
de Finance. Il est donc indispensable que vous ayez une maitrise des outils probabilistes de base. Ces
devoirs de vacances constituent donc un test. Il est important que vous sachiez les résoudre. Si ce n’est
pas le cas, mettez vos connaissances a jour, en particulier en lisant le chapitre 1 du cours disponible sur

http://www.maths.univ-evry.fr/pages_perso/jeanblanc/cours/M2_cours.pdf
et en résolvant les exercices correspondant & ce chapitre, que vous trouverez (énoncés et corigés) sur
http://www.maths.univ-evry.fr/pages_perso/jeanblanc/cours/M2-exo.pdf
Le chapitre 1 du polycopié ne sera pas repris en cours, il constitue les prérequis en probabilités.

Certains exercices sont en anglais, il m’a paru superflu de les traduire. N’oubliez pas que non-positive
(resp. non-increasing) signifie négatif (resp. décroissant).

Les solutions de ce devoir qui seront rédigées avec un traitement de texte type Tex, Latex seront
appréciées. Vous aurez obligatoirement durant I’année scolaire a vous familiariser avec de tels traite-
ments de texte, prenez de 'avance! Ne pas utiliser Word, cela constituerait une perte de temps.

1. Un exercice sur les lois exponentielles et de Poisson
(a) Let X and Y be two independent exponential random variables. Prove that

PX-YeAX>Y) = PXeA)
PX-YecAX<Y) = P(-Yel

(b) If X has a Poisson law with parameter 6 > 0, prove that
(i) for any s € R, E[s¥] = /(s 1.
(ii) E[X] = 0, var (X) = 0.
(iii) for any u € R, E(e™X) = exp(f(e™ — 1))
(iv) for any o € R, E(e®X) = exp(f(e® — 1))
(¢) Let X, be the sum of n independent exponential r.v’s of parameter A. Compute the law of
X, and E(e=#¥Xn))
(d) Let X be a random variable with a Poisson law with parameter 8 and (U;);>1 a sequence
of i.i.d. Bernoulli random variables, with parameter p, and independent of X. Prove that
X, = Ekle Ui and Xy = X — X are independent random variables, with a Poisson law of
parameters pf and (1 — p)#.

(e) Let T; be a family of independent exponential random variables with parameter A and, for
any t >0

Ny=inf{n >1 : ZTi>t}
i=1
Prove that N; has a Poisson distribution.



(f) Let 7 be an exponential random variable with parameter A. Show that 1,<; — A(t A7) is a
martingale

2. Soit (X;,7 > 1) une suite de v.a. indépendantes, de méme loi et S, =Y " | X;.

(a) Montrer que (S, — nE(X;),n > 1) est une martingale
(b) Calculer la fonction caractéristique de .S,,.
(¢) Soit N une v.a. de loi de Poisson, indépendante des X;.

i. Calculer E(Sy).
ii. Calculer la fonction caractéristique de Sy .

(d) On suppose que les X; sont de loi de Bernoulli P(X; =1) =P(X; = -1) =1/2.
i. Quelle est la loi de S,,?
ii. Soit 7 =inf{n : S, = 0}. Quelle est la loi de 77

3. Lois gaussiennes. Soit X une v.a. de loi N'(m,o?).

(a) Montrer que E(e?X (X)) = em?to"0*/2B( (X + 602)) pour f continue bornée.

(b) Montrer que, si f est "réguliere” E(f(X)(X —m)) = e2E(f'(X)).

(c) Montrer que E(e**) = exp(Am+ A?0?). En déduire les moments de e, les moments de X
et E(Xe*). On admettra que si ¥ est une v.a. telle que E(e*) = exp(Aa + $A%b%) pour

tout A\, Y est une v.a. gaussienne. Quelles seront ’espérance et la variance de Y7 Donner

une justification de ce résultat.
€T

y2
(d) Soit N(z) = ﬁ/ e~z dy. Calculer, dans le cas m = 0 et ¢ = 1 la valeur de

E(lx<pexp(AX)) en fonction de (N, A D).

(e) Soit b un nombre réel. On note (z)* la partie positive de x, soit z7 = sup(x,0). Calculer,
en terme de fonction de répartition de la loi gaussienne la quantité C(a) = E((ae® —b)*).
Calculer la dérivée de C(a).

alculer E(exp +u pour 1 —2Ac*= > 0.
f) Calculer £ AX?2 X 1—-2X2>0

4. Ces exercices sont destinés a 1‘étude de quelques martingales.
Let X be a stochastic process. We denote by F¥ its natural filtration. The process is said to
have independent increments if, for any pair (s,t) of positive numbers X;,s — X; is independent
of FiX. Prove the following results

(a) If E(]X¢|) < oo, then the process X; — E(X}) is a martingale.

eiuXt

= F(emxpy 18 A martingale.

(b) For any u, the process Z;(u)

(c) If E(e***) < oo , the process % is a martingale
The process is said to have stationary increments if, for any pair (s, t) of positive numbers X, ;—X;
has the same law as X,. Prove that, for any n > 1, E(e®X1) = ©"(t) where ¢ is a characteristic

function( depending on n).

5. Cet exercice est destiné a vous familiariser avec des calculs d’espérance en utilisant les propriétés
d’indépendance. On rappelle que
(1) si (X,Y) sont indépendantes, E(f(X,Y)) = E(®(X)) avec &(x) = E(f(x,Y)) (sous réserve
que f(X,Y) soit intégrable)
(2) si (X,Y) sont indépendantes, E(f(X,Y)|Y) = ¥(Y) avec ¥(y) = E(f(X,y)) (sous réserve
que f(X,Y) soit intégrable)

(a) Vérifier que les résultat ci dessus sont vrais si X et Y sont indépendantes et f un produit de
deux fonctions. Comment démontrer le résultat en toute généralité?

(b) Soient N et N’ deux v.a. de loi A/(0,1), indépendantes.
i. Montrer, en utilisant (1), que E(exp “72N2) = FE(expaNN’).



ii. Soit A une variable aléatoire F mesurable et © une variable aléatoire a valeurs positives,
indépendante de F. Calculer P(A < O|F)

. Cet exercice va étre utilisé dans les cours de mesures de risque.
Soit X une v.a. de fonction de répartition F' strictement croissante continue. On se donne
a € [0,1]. Le quantile au niveau « est la quantité g(«) telle que P(X > ¢(«)) = a.

(a) Justifier V'existence de g(«). Faire un dessin de la densit pour représenter ce quantile
graphiquement. Que se passe t-il si F' n’est pas strictement croissante?

(b) Calculer le quantile d’une v.a. de loi N'(m, o) en fonction de m, o et 'inverse de la fonction
de répartition

(¢) Montrer que L [ q(u)du = E(X|X > q(a))

[e3

. Cet exercice est destiné a vous familiariser avec les copules.

Soit F la fonction de répartition du n-uple de v.a. X = (X1, -+, X,,) et F; la fonction de répartition
de X; (on dira que F; est la i-iéme marginales de F'). La copule du n-uple de v.a. (X1, -+, X,,)
(on dira aussi la copule de F') est la fonction C définie sur [0, 1]™ par

F(z1, -, xn) = C(Fi(z1), -+, Fn(zn))

Soit n = 1. Quel est la copule de Xj.
Montrer que C(1,---,1,u;,1,,1) = u;

—~ o~
<ER=>
_ o L D

Montrer que C' est croissante par rapport a chacun de ses arguments

o~
o,

On suppose que les X; sont indépendantes. Quel est la copule de X.

—
@

Montrer que pour tout a,b € [0,1]™ avec a < b (i.e., a; < b;, Vi)
2

2
S (D) Cugy e tn,) 20,

=1 ip=1
ou Uj1 = aj, Uj2 = bj.
(f) Soit X = (X7, X3) un vecteur gaussien centré de covariance p. Quel est la copule de X

(g) Soit F la fonction de répartition sur R? définie par
F(xy,20) = (1477 — e %2)71

Quelles sont les marginales de F'?7 Quel est la copule de F'?

(h) Soit C la copule de (X7, X5) et h; deux fonctions strictement croissantes. Déterminer la
copule de (h1(X7), ha(X2).

8. Soit A une fonction déterministe & valeurs positives et © une v.a. positive. On note 7 = inf{¢ :

fot A(s)ds > O}
(a) Calculer la loi de 7 si © a une loi exponentielle, et si © a une loi uniforme. Dans la suite ©
a une loi exponentielle de parametre 1.

(b) Calculer P(1 < T|r <t), E(I,<p|T) et P(r < T|7 > t)

tAT
0 A

(d) Soient 7; = inf{t: fot A(s)ds > ©;}

i. Calculer la loi du couple 71, 75 dans le cas ou les ©; sont indépendantes.

(c¢) Montrer que 1,<; — (s)ds est une martingale

ii. Calculer la loi du couple 71, 73 si la loi jointe des ©; est donnée par G(6;,62) = P(©; >
91, @2 > 92)

iii. Calculer P(m; > 61]62) si la loi jointe des O, est donnée par G(61,65) = P(©1 > 61,05 >
62)

(e) Soient 7; = inf{t: fg Ai(s)ds > ©}. On suppose A1 > Ag. Calculer la loi du couple 7, 7.



9.

10.

11.

(f) On suppose que A est un processus F adapté et que © est indépendant de Fo,. Calculer, en
utilisant un des exercices ci-dessus la loi de 7 et P(1 < T'|F)

(g) Let ¢; be a non-increasing function taking values in [0, 1]. The random times 7,4 = 1,---,n)
are defined as the first time that g;(t) reaches a uniformly distributed threshold U; on [0; 1],
ie. 7, =inf{t: q;(t) < U;}. Prove that ¢;(t) = P(r; > t).
Let Y1,---,Y, and Y be independent random variables and X; = p;Y + /1 — p?Yi. The
default thresholds are defined by U; = 1 — F;(X;) where F; is the cumulative distribution
function of X;. Prove that

P(r; <t[Y)=FY <Fi_1(1 —qi(t)) — PiY>

V1=p7

Consider the particular case where
Xi=pY +4/1—p?Y;,

where Y, Y;, i =1,2,...,n, are independent, standard Gaussian variables under the proba-
bility measure P. Prove that

P <tvi<m) = [ [ <N1(§%‘ piy) F)dy.

where f is the density of Y.

Martingales
Soit (My,t > 0) une Fy-martingale de carré intégrable (telle que M7 soit d’espérance finie, pour
tout t). Montrer que
(a) E((My — My)?|F,) = E(M?|F,) — M2 pour t > s.
(b) E((M; — M)?) = E(M?) — E(M2) pour t > s.
(c) La fonction ® définie par ®(t) = E(M?) est croissante.
Espérance conditionelle. Soit A ¢ G et A € F et X une v.a. intégrable. On note H la

tribu engendrée par G et A. On admettra que les v.a. Z qui sont H-mesurables s’écrivent
Z =Yl o + Y51l 4, ou les v.a. Y; sont G-mesurables. Montrer que

E(X14|G) E(X14|G)
E(LA|G) E(1A:|G)

Changement de probabilité Ce theme sera central en vue d’application a la finance. On donne
ici quelques définitions et propriétés (admises ) dans un cas simple et on propose des exercices.
Deux probabilités P et @) définies sur le méme espace (2, F) sont dites équivalentes si elles ont
mémes ensembles négligeables, c’est a dire si

P(A) =0 <= Q(A) = 0.

On admet le résultat: Si P et (Q sont équivalentes, il existe une variable Y, strictement positive, F-
mesurable, d’espérance 1 sous P appelée densité de Radon-Nikodym telle que dQ = Y dP ou encore

QA= 4 YdP. On écrit également cette relation sous la forme P Y. Réciproquement, si Y

est une v.a. strictement positive, F-mesurable, d’espérance 1 sous P, larelation Eg(Z) = Ep(ZY)
définit une probabilité @ équivalente a P. Elle est facile & mémoriser par la regle de calcul formel
suivante:

Eq(Z) = /ZdQ = /Z;l—gdpz /ZYdP: Ep(ZY)

1
On a aussi — = —.
dQ Y
SiY est seulement positive, on a P(A) =0 = Q(A) = 0 et on dit que Q est absolument continue
par rapport a P.



(a) Montrer que si P est une probabilité et Z une v.a., telle que I'égalité dQQ = ZdP (soit
Q(A) = Ep(Z14)) définit une probabilité, alors Ep(Z) =1 et P(Z < 0) = 0.

(b) Soit U une variable de Bernoulli sous P définie par
PU=0)=1-p, PU=1)=np.
Soit Y la variable définie par Y = AU + u(1 — U). Dans quels cas cette variable est elle

d’espérance 1?7 Soit dQ = YdP, Calculer Q(U = 1). Quelle est la loi de U sous Q?

(c) Soit X est une v.a. de loi N'(m,o?) sous P et soit Y = exp{h(X —m) — 1h%c?}. Soit
dQ =YdP. Calculer Eg{exp(AX)}) = Ep{Y exp(AX)}. En déduire la loi de X sous Q.

(d) Soit X est un vecteur gaussien sous P et U une variable telle que le vecteur (X,U) soit
1
gaussien. On pose dQ = YdP avec Y = exp(U — Ep(U) — §Vaer). Montrer que X est
gaussien sous (), de méme covariance que sous P.

(e) Soit P une probabilité et (Q une probabilité équivalente & P définie par dQQ = LdP. Mon-
trer que l'on peut exprimer 'espérance conditionnelle d’une variable sous @ en fonction de
I’espérance conditionnelle sous P :

Ep(LX9)

FeX19) =5 1)

12. Soit X et Y deux va, f et g deux fonctions (bornées) Onnote ¢ (z,s) = L yz)ss €t @(y, 1) = Lgy)>¢-
Montrer que si f est croissante,  — (s, z) est croissante. Montrer que

Cov(F(X), g(X)) = /_ - /_ " Cov((X, 8), (X, 1)) dsdt

Montrer que Cov((X, s), p(X,t)) > 0. On dit quun vecteur X est associé si
Cov(F(X), (X)) > 0
pour tout couple de fonctions croissante en chaque composante.

13. Espérance conditionnelle. L’espérance conditionnelle E(X |G) de X quand G est 'unique
variable aléatoire
a. G-mesurable
b. telle que E[E(X |G)Y] = E(XY) pour toute variable Y, G-mesurable bornée.
Démontrer les propriétés suivantes:
(a) Linéarité. Soit a et b deux constantes. E(aX 4+ bY |G) = aE(X |G) + VE(Y |G).
(b) Croissance. Soit X et Y deux v. a. telles que X <Y. Alors E(X |G) <E(Y |G).
) BIE(X |9)] = E(X).
) Si X est G-mesurable, E(X |G) = X.
(e) SiY est G-mesurable, E(XY |G) =YE(X|G).
(f) Si X est indépendante de G, E(X |G) = E(X).
(g) Si g est la tribu grossiere (composée de I'ensemble vide et de ), E(X|G) = E(X).
(h) SiG et H sont deux tribus telles que H C Galors E(X |H) = E(E(X |H) |G) = E(E(X |G) [H).
(i) Si(X,Y)sontindépendantes, et ¢ une fonction borélienne bornée, E(¢(X,Y)|Y) = [E(¢(X, y))]y=v-

C
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