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1 Formes de Jacobi

1) _Formes holomorphes de Jacobi d’une variable ?

H={reC:Im(r) >0}

d: HxC — C
(1,2) — @(7,2)

Conditions :

i) ® est holomorphe /2
i) (Translation) ®(7, z+pr+q) = e ™" H22)d(7, 2), p, ¢ € Z,m =indice

2

s Mmcz

iii) (Modularité) ® (2 =) = (cr + d)fe™™ e+ ® (7, 2)
a b .
(c d) € SLy(Z),k = poids .

iv) (Développement de Fourier ) &(7,2) = Z Z Gy €2TOTHTE).
n=0

TEZL
r2<4mn

REMARQUES :
Croisement des fonctions elliptiques et formes modulaires ?

i) 7 — ®(7,0) forme modulaire ordinaire de poids k.
ii) m =0: ¢ forme modulaire d’une variable.

iii) Le quotient de deux formes de Jacobi de méme indice =

fonction elliptique.

iv) Structure de I’anneau des formes de Jacobi est établie par
Eichler et Zagier.



Exemples :

i) Séries d’Eisenstein :

622

2at+b z
Ekm 7_ Z Z Z 27rzm</\ —|—2)\(T+d cTer)
CT+d

(L d)ez2 /\eZ
(e,d)=1

ii) Séries Thétas : 0, (7, 2) = Z Q)T+ B(z20)z) 4 e 7N N pair.
xeZN
ou  : ZV — Z, forme quadratique définie positive et B = sa
forme bilinéaire associée.
- de poids N/2
- d’indice Q(zy).

Références : - M. Eichler, D. Zagier, The theory of Jacobi forms,

Progress in math, 1985.
- D. Zagier, Cours au Colléege de France (2004-2005).

Cette théorie s’est avérée étre tres utile dans plusieurs do-
maines de la mathématique( Singularités, cobordisme, formes de
Siegel, Algebres de Kac-Moody, signature...) et de la physique
théorique.



2) Formes méromorphes de Jacobi de deux variables ?

d: HxC®? — C
(7—72730) - (I)(T7Z790)

Conditions :

i) ® méromorphe /z

ii) mﬂ”‘p , est indépendante de z, p € Z7 + Z.
iii) %, est indépendante de ¢, , p € Z7 + Z.

mzyp

iV) ¢ (g:ig’ cri—d’ CTﬁ—d) (CT + d)k QMCTM(I) (T Z 90)

v (a b) € I' = sous-groupe d’indice fini de SLy(Z).

c d

v) ” Développement de Fourier” /z.




Exemple (Zagier) :( Invent.math, 104, 1991,pp.449-465)

On pose : ¢, = > € C

0'(0)0(z + @)

(2 2) = =g000)

0(z) = 5 —e ) [ (1 — ¢ (1 — ¢e’)(1 = gle ™),
n=1

i) Forme de Jacobi méromorphe /z et /¢
ii)
O(r,z4+nT+s,o+mr+71)=q. " "TO(T,2,0),Vm,n,1r, 8 € 7.

iii)

o atr+b =z ©
ctr+d er+d er+d

) = (e ) v (4 ) estae),

Application : Théorie des périodes des formes modulaires.




2  Etude des formes de Jacobi : Dy(z;p)

Notations et définitions :

Soit L un réseau complexe, (w;,w;) une base de L sur Z telle
que Im(w;/wy) > 0.

Forme E; : R-bilinéaire alternée associée a L

1 av — vu
E == ceCxC.
L(u,v) 2 al) , (u,v) X
N Llw W1Wo — Wally
L)=— = > 0
ot all) =51, @ 2i

indépendant du choix de la base (w;,w;) orientée.

Fonction éta de Legendre

T ) 1
(2, L) = s2(L)z + —=<2,  s2(L) = lim > e

= Généralisation de la relation de Legendre : win(wy, L) — won(wy, L) = 2mi.

Fonction de Klein




On pose : e(z) =e*™ 2z € C

Kr(z+ ¢)
Kr(z)Kr(p)

Définition :  Dy(z;¢) = e(Er(z,¢)/2) ,Vz,p € C\ L.

Propriétés des formes D (z: ) :

Théoréme 2.0.1
t) Dy est méromorphe /z, non analytique /.
i1) (Périodicité/p) : Dr(z;¢0 4 p) = Dr(z;9),Vp € L
i) (Ellipticité/z) :  Di(z+p;p) = e(EL(p,¢))Di(z19),Vp € L
iv) (Equation fonctionnelle) : Dy(z;p)e(—EL(z,¢)) = Dr(v; 2).

v) homogéne de degré —1 : Dyp(Az; \p) = A"'Dr(2; ) pour tout
A e Cr

vi) (Modularité) : On pose D (z;¢) := Dz,17(2;¢).

A _ _ a b
Dﬁﬂﬁ <CT—|—d’ CT—|—d> = (et +d)D.(z; ),V (c d) € SLy(Z).



vig) (Produit infini) : L = Zw + Zw, 7 = ZL.

1 _1

2 2
Qz1¢ — Q=4

w2 w2

271 M
Di(z,¢) = w_q;ImT X 71 1 1 1
2 (qi—qf) <q%—qw2)
’U)2 ’LU2 11_)2 'UJQ

m (1—¢r)° (1 - q?qq;) (1 - QZqZ+1¢>
W1 (1 - q?qwg) (1 —q'q ) (1 —q'q ) (1 - ng;}>
w2

viii) (Développement de Fourier )

Im(ﬂ%)
Dp(z;¢) = q fm ™ cot (Z ) + cot( ) +4ZZ sin (lez %%) .
2 2

11)2
n=1 djn




ix) (Développement de Laurent ) D.(z;¢) := Dz,17(2; ).

D-(z10) = Y _d(9)z"",  do(p) =1,

k>0
avec
k-1
=1 o (MEEDY | e (M)
(27i)* REEETR Ty Apy—1 \ Im7
k-1 . k-1
B apyg” (Im(E) m) ape" (Im(EH .
et — qipq™ \ ImT 1— q{_sol}qm Im 7 ’
vk > 1.
Récurrence pour les : dy,(p)
2n—1
1 on — 1 1 Z

blg) = (e — sor(0)don(9) = PG (1)1 3 (1)l nni(),

10



x) Soit D = Zné(m) un diviseur principal modulo L. Alors
i=1

toute foncizTon elliptique pour L et ayant pour diviseur D,
est égale, a une constante multiplicative non nulle pres, a
la fonction

gp(z; L) = H Dp(z;—a;)"™.

aﬁZL

- Exemple : ¢/ (2) = -2 H Dp(z;t),
felL/I\{0}

xt) (Racine carrée tordue) : Dy (z,¢)Dr(z,—¢) = pr(2) — pr(p).

11



xii) (Distribution additive) : Soient L et A deux réseaux tels que
LCcAet[A:L]=1.

> Dr(lz;p+t) = Da(z )
teA/L

Y Di(z+tlp)e(=Ep(t,1p)) = Da(z: ).
teA/L

xtii) (Distribution multiplicative) : Soient L et A deur réseaux
tels que L C A.

On définit : Kz L, A) = BE22

Dy(z¢) = K(z: L, A) [] Drlzip+1).
teA/L

Diy(z¢) = K(p; L, A) H Dr(z +t9)e(—EL(t, 9)).
teA/L

12



Formules inverses

Soit I, A et \' trois réseaux complexes tels que :
A:Lj=[N:Ll=let ANnAN=1L.

=1L

A/

A

L

On a les formules inverses

ziv) (Distribution additive inverse )

z
IDy(250) = Y Dal7: % +1)

13



zvi) (Pointes)
Pour 2 € C\Z7+ Z, {z} = {z1}7 + {22} et [z] = [z1]7 + [29] :

7 (cot(m{p}) + cot(n{z})) e ¥mllle2t 54 (21, ) € 72

. — 3 o 2im[z1l{p2} ; 7 g 7,

| D, 7 (cot(m{p}) —1) € . st Y1 € L, 2
Im(ggoo (27 90) - (COt(?T{Z}) . Z) 62%7T{901}22—2m[21]{@2} si 2 € Z, 01 g 7
0 si 2 € 2,01 ¢ 1L

zvii) (Coefficients aux pointes)

. Pour ¢ = p17 4+ o € C avec p1 € Z,ps € R\Z, on a

| Ba(2mi)? = —2¢(20)  8ij=21,1>0
i dj(@) = meot () Sij=1

Im(7)—00 .
0 Sinon

. Pour ¢ = p17 4+ o € C avec p; € R\Z, on a :

lim d;(p) = M(zm)j ,

Im(7)—00 j'

14



Exemple : aux points de 2-division.

Nos formes de Jacobi de niveau 2 sont

1 1 (271)%+2 [ Bopyo m* g\,
1 DT =) = — 2 R +1
(1) (Z’z) Pl Z(2k+ 1)! 4k+4+z T+ )~

k> m=1

1 2 2k+2 B 1/2 2m+1 m+3
D]y = a3 B ( 222 S (g 12 T
o k=0 ( T ) - m>1 (1 — "2 )
(3)
T + 1 27TZ 2k+2 ng+2(1/2) 1 2%+1 q2m+1 — qur% 2k+1
Dy ( Z ok 1] ( e DR T T

Remarque : Des analogues p-adiques aux formes Dy (z, p) existent
et satisfont les mémes propriétés analytiques loc.cit.

15
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Applications :

i) Lois de réciprocité quadratique de Gauss des corps quadra-
tiques imaginaires

ii) Eléments de Stickelberger quadratiques

iii) Structure galoisienne des anneaux d’entiers

iv) Amélioration d’un théoréeme de Coates, Kubert et Robert
v) Formule de distribution pour la fonction ¢ de Siegel sur Div

vi) Sommes d’Apostol-Dedekind—Zagier elliptiques multiples

16



3 Lois de réciprocité quadratique de Gauss sur K = c.q.i

K = Q(V/d),d un entier négatif sans facteur carré.
Ok l'anneau des entiers de K.
Ok = Zwi + Zwy (réseau complexe) :

Vd sid=3 (mod4)
wy=letw =< 1++vVd sid=2 (mod4)
%E sid=1 (mod 4)
OK/QOK = {0,(4)1,(,02,(4)1 - WQ} (mod 20[{)
(OK/QOK)X =S (mod 20[()
{1} sid=1 (mod &)
S =< {l,wn} sid=2ou3 (mod4)

{l,w;,1+w} sid=5 (mod38)

17



Définition 3.0.2 (Symbole quadratique)
Pour o, € Ok, avec (a,2) = (5,2) = (o, ) =1,

o
(3= 1] e(a.0) .
o€S3
ou
. aoc =¢(a,0)v(0) avec ¢(a,0) € {—1,1}, (o) € Ss
. SgU—S5 est un systéme complet de représentants de Ok /30 \{0}.

Théoréme 3.0.3 (Réciprocité quadratique de Gauss sur K)
Soient o, € Ok tels que (o,2) = (3,2) = (o, f) =1. On a

(g)g(ﬁ);l — (_1 N((;)_l'N(%)_l—"_N(()é)_lEoK(5_60760%)+%E0K(C%—ao,ao%)

ou «p, fy € S tels que :
a=qay (mod20k),B =0y (mod 20k).

18



Esquisse de la démonstration :

wi we,  Dip(z®5*2)Dr(%; %)

S R SN R

i) impaire, elliptique en la variable z et de diviseur

ii)

ou encore

7€S;
iii) fr(z; 3 +p, 3 +0) = e(Br(p’, 5)fr(z 5, 3 Vo o' € L
iv) fo(z %, %) =ifu(z % %)
v) fr(z %, ) fulz + 555, 2) =1
vi) folz 5 5) fulz + 55 5, ) = —1
vii) fr(Az; A5, M%) = fa(z; %, %), ol A= X"T'L;VA e C (A, 2) =
viii) fa(z; 5 2) = 1 fu(z +65,%);VA D L réseau complexe :
([A:L],2)=1 o

19



4 Eléments de Stickelberger quadratiques

Soient N/K extension abélienne finie de corps de nombres.

Motivation : Construire des annulateurs pour Cly, k"

N

|
Q

Situation cyclotomique :

K=0Q

Construction de I’élément de Stickelberger classique :
27mi

Pour n premier impair, &, = e

Gal(N/Q) = {0y : Ut(éﬁ) =& 1<t<n—-1}

n’
n—1
9215 to, !
n
t=1

Théoreme(Stickelberger) : nf tue Cly q.

20



Situation relative(a la Stickelberger) : On se donne n premier
> 5 et K corps de nombres linéairement disjoint avec Q(¢,,) sur Q,
E courbe elliptique sur K, munie d’un point rationnel P d’ordre

n.
N =K+
|
Q
['=Gal(N/K).
Construction du Stickelberger quadratique :
Vp premier # n
_ (n—-1)/2
b2(p) = T(t)oy ' € QLY.
t=1
)
W(t) = (1> — p)By(t) +Zap t,s)
B0 = () inf(0 1 £ — {2))
ap(t, s) = —tp{;> }+npmf(n,{np})
xa:nstrpty,a: yel:nx—py=1
- 195 (n—-1)/2 N
Congruence : b2(p) = = Z t?0,  (mod Z[T')), 0, =

nf,(p) € Z[I) .

21

(P-1)(p+1)

12



Lien avec les formes de Jacobi?

Définition 4.0.4 Pour {p,1} Z-base de E[p| sur Z/pZ et (a,7) une
base de E[n] sur Z/nZ. On forme le produit

1 1 1
Apa(y, (@) = 5 H H Do 7y(7; —[H]pSO + [B]Iﬁ),
(V)CE[p] pmodulo(t))
ot ¢ parcourt un systéme de représentants modulo (1)) des points
de Ep|\(v), tandis que (1) décrit les sous-groupes cycliques d’ordre
p de E[p] et ou () est le réseau formé des périodes complexes de

E.

22



Propriétés algébriques :

Théoreme 4.0.5 Soient p et n premiers, (n,p(p+1)) =1 et n > 5.
Posons N = K(¢, + ¢ 1). Alors

i) Apa(y, (@) € K(E[n]) ;
1) si 0 € Gal (K (FE[n])/K) est défini par

V= a7 + b, @ =a
avec (a,,b,) € (Z/nZ)?*, a, # 0, on a l’égalité
Apo(y,(@)7 = e (v, )7 DPH A6 (a,, (o))

iii) Ayo(—7,(0)) = £(p) Apa(, (a)) avec e(p) = +1 (resp. -1) sip >3
(resp. p=2), et l'on a

n K((,) pourp=2
Aol (e { ) PP

w) Uidéal (Apa(7, (a))) est un idéal ambige de Uextension K(E[n])/N

23



Résultats : Stickelberger elliptique
Pour tout idéal premier p de K : 7, = v,(Dp/x)-
R(E, P)= I’ensemble des diviseurs premiers p de Dy x, premier
a n, pour lesquels la réduction de P modulo p est un point régulier
de la courbe réduite. On pose

@E/K,reg - H prp

peR(E,P)

Pour tout v € En|\ < a >, a parameétre de P, on a

Théoreme 4.0.6 Tout idéal premier p de R(E, P) posséde un relévement
B dans N tel que :

(A3 (@) @/ AN = ( T F)"™ (mod n)

pER(E,P)
Théoréme 4.0.7 On a auss?
(n—1)/2
| nslp (Dol

( H Apo(t7,())) = (A@)Dg}) T "Dyl (modn) .

Remarque : Analogie avec Stickelberger, analogie avec ” Fiihrer-
diskriminantenproduktformel” de Hasse.

24



5 Structure galoisienne des anneaux d’entiers

L/F une extension abélienne finie et G le groupe de Galois de
L/F.

L
|
Q

Ap/p ={x € F|G] : xOr, C O} I'ordre associé a L sur F.

Motivation : Structure galoisienne de O, sur Ay /p?

Théoréme 5.0.8 (Hilbert, Leopoldt, Speiser) :

L

F=0Q

Alors Op, est un Aj p-module libre de rang 1.
Théoréme 5.0.9 (Chan, Lim (1993)) :
L= Q(gmn)

F = @(gm)

On a alors, Op, est un Ap p-module libre de rang 1.

25



Théoréme 5.0.10 (Cassou-Nogues, Chan, Schertz, Taylor(1986-1991)) :
Soient K un corps quadratique imaginaire, p est un idéal pre-
mier de K,

L = K(pr™)
F=K(p™)
St l’'une des conditions est satisfaite
i) 2 est décomposé et 1 < m < r.

1) 2 est ramifié et soit 1 < m < r lorsque p est décomposé ou
1<m < r—2 lorsque p est ramifié¢ ou 1 <m <r—1 lorsque p
est inerte.

111) 2 est inerte et 1 < m < r avec p est décomposé.

On a alors, Op est un A; p-module libre de rang 1.

26



Cas des corps de division : On se donne K un corps de nombres
linédairement disjoint avec Q(¢,) sur Q,n > 5, E courbe elliptique
sur K, munie d’un point rationnel P d’ordre n.

L = K (E[n])
F = K(gn)
Q

Pour le ii) on suppose que P définit un point régulier modulo
tout premier ou £ a mauvaise réduction.

Théoreme 5.0.11 On a les propriétés suivantes :

1) Soit p nombre premier, (p(p> —1),n) = 1. Alors
K(E[n])) = F(Apa(7, (@)))-

1) Pour tout triplet (E/K,P,n), Dp/x = p'p}'..p, tels que :

H Bi = a"Op,a € L\F, P, sont les relévements premiers

(rin)=1
des p;, dans Op.

Alors Op est un Ajp-module libre de rang 1

27



6 Amélioration d’un théoreme de Coates-Kubert-Robert

. L, M, L' trois réseaux complexes, M N L' = L.
. B = {w;, wy} une base orientée de L sur Z
. AAw] = wy/m,wh = wy/n} une base de L' sur Z( m,n > 0)

k k'
R:{—w1+—w2,0<kgm—l;()gk'gn—l}
m n

. B = {0, W} une base orientée de M sur Z.
. W] = Wy /m, Wy = wy/n, ( Mm,n >0), une base de M’ sur Z.

M =M+1L
!
I/
L
Rappel : . (Z)[L’:L]
K(z L, L) ILCL/ 8

28



Théoréme 6.0.12 Pour tout systéme de représentants S de M/L,
on a l’égalité

HIC(Z—I—a; L, L) =

a€eS
M:L] 2(,,/ N\[M:L] .2 [M':M)]
K(z; M, M")-e(EL( Z Za <5(0 _772(w1>w2)M/.L n (uél ,W2) /
teR €S ez(0 2 (w1, wa) ML n?(w}, wh)
ol
e5(0) :€<3mn—|—77;—n—3> ,e5(0) :e<3mn—|—n;—n—3>

et

n est la fonction de Dedekind, dont le carré est défini par
0
0 (21, 29) = 2m'22_le H (1 —e(nT)
pour tout 2y, 2z, € C*, 7 = z1/2 tels que Im(7) >0 .

Remarque : G. Robert ( Invent.math 100, 1990,pp.231-257) a
obtenu la méme formule lorsque [L': L],6) = 1.

29



Fonction zéta : Pour [L': L] impair, on considére la fonction

N 1
. L) = E or(2) — pr(t)’

TU-TU{0}=L/L

Alors
Théoréme 6.0.13 (Coates-Kubert-Robert revisité)

. A(L/)[M:L} A(M)[M’:M]
'A(L)[M';L]' AM)

[ ¢Gra; L, )" = ((z; M, M)

a€eS

(L':L],2) = 1.

Preuve : Pour tout L D A réseaux complexes, on a

Il Do =KL
feA/I\{0}

Si de plus, ([A: L],2) = 1, grace a la "Racine carrée tordue”, on
obtient

H DL(z;t)_1 = ((z; L, A).

FeA/I\{0}
REMARQUE :
i) Formule utilisée par Coates-Wiles ( Iwasawa theory),
ii) Robert-Kubert (unités elliptiques, formule de classes),

iii) Robert-Gillard (Iwasawa Theory, unités elliptiques).

30



7 Formule de distribution pour la fonction ¢ de Siegel sur Div

L et A deux réseaux complexes : L C A.
. B = {wy,wy} une base orientée de L sur Z
. AAw] = wy/m,wy = wy/n} une base de A sur Z( m,n > 0)

k k'
R:{—w1+—w2,0<kgm—l;()gk'én—l}
m n

Fonction de Siegel sur C :

@L(Z;wl,wz) = ]CL(Z)ﬁz(wla 7~U2)-

Fonction de Siegel sur les diviseurs :
T

Pour tout diviseur D = Zni(ai) , a; € C, principal ou non
i=1

¢r(D; w1, ws) = H pr(ai;wy, wy)".
Cl,'%L

31



Théoreme 7.0.14 Alors on a

oa(D; wy, wh) = ep(0)? - e(EL(Z t,y))- H pr(D & t;wi, ws)
teR teR

pour tout diviseur D = (v +y) + (x —y) —2(z) — 2(y) + 2(0) vérifiant
Supp(D) N A = {0}.

REMARQUE :

i) F. Jarvis et J. Wildeshaus ’ont utilisé pour une analyse de
I’analogue elliptique de la conjecture polylogarithmique de
Zagier

ii) Fomule vraie pour d’autres diviseurs.

32



8 Sommes d’Apostol-Dedekind—Zagier elliptiques multiples

Les sommes d’Apostol-Dedekind-Zagier ont plusieurs applica-
tions dans divers domaines :

i) Lois de réciprocité quadratiques [C. Meyer]|

ii) Calcul du nombre des classes des corps quadratiques et fonc-
tions L [C. Meyer]

iii) L’étude du probléme des nombres aléatoires (ou pseudo-aléatoires)
[U. Dieter]

iv) La formule de partition de Hardy-Ramanujan [G.H Hardy],
[H. Rademacher]

v) Formule d’indice de Hirzebruch( signature de certains inva-
riants d’homologie de variétés différentielles ), Théoréme de

Riemann-Roch [M.F Atiyah, F. Hirzebruch], [G. Harder], [D.
Zagier |

vi) L’étude de la cohomologie d’Eisenstein de SLy(Z) [C. Meyer]|

vii) pour SLy(Qf), K corps quadratique imaginaire, voir [R. Sc-
zech, U. Weselmann]...etc.

33



Soient a,b, k € N, a,b non nuls premiers entre eux :

a—1
Réciprocité de Dedekind : s(a,b) = ! E cot <7—t> cot (ﬂ—bt) :
a

— a a
242 +1
s(a,b) + s(b,a) = % — 1.
1 < it bt
Réciprocité d’Apostol : si(a,b) = — E cot™ [ — ) cot [ — | .
kla — a a

(=1)lab

YT (sp(a,b) + sk(b,a)) =

B2z‘ BQZ+2—22’ 217.21+2—924 BlB2l—|—1 21+1 BQH—Q . .
Z2@!21 > o ! T t@E gy Sth=
(20)! (21 + ) (20 +1) (20 +2)

0 Si k impair

34



Soit n pair.
Réciprocité de Zagier :

1w wka, rka,
d(ag; ay, ..., a,) = a—Zcot - ... cot -
0 0 0

k=1

ag, 145 A2, ..., G, NoN nuls et deux a deux premiers entre eux.

Zd(al;a()"”?al)“ ',Cln) - (_1>% <]‘ - ln(ao,---,an)>

lzo aoa’l . e a/n
ln(ag, -+, a,) polyndbme symétrique et homogeéne de degré total n.
Exemples :
lo(a) = 1,
_ a?4bP P
l2(0,, ba C) - T 3

5(a2+b2+02+d2+62)2—7(a4+b4—|—c4+d4+e4)

l4(a,b,c,d e) = 5
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Définition 1 :

Soit L = Z7 + Z réseau complexe, O = {z € L|zL € L} ordre
associé a L.

Pour tout n € N et ap,a,...,a, € O\OJ,

on définit les My (ay,...,a,; ¢, T) par :

n

, k
aoal---anHzD apz; Q) g My (ag, ..., an; 0, 7)2".

k=0 k>0
Formule :
Mk(aow--?an;gpaT) - Z a(i)o---af{ldio((p)---din(gp);
ig+-+in=k
0<ig,--rin <k

Définition 2(Sommes elliptiques a la” Apostol-Dedekind-Zagier”) :

Soient p élément non nul de O;\O; et m, k deux entiers naturels.
On fixe E, un systeme de représentants de L/pL\{0}.
On définit la somme associée aux entiers p;aq, ..., a, non nuls de

Or\O;f, par
Sk(p7 A1, ...,Ap; M, P, 7_) =

%Ze(EL(w,gp))%j—;{DT<z—l—%;go)m} e <a] )

wek, zO] 1
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Théoréme 8.0.15 (loi de réciprocité) Soient d € Or\O; et m € N
tels que

ag+...+a,+m=0 (mod dOy).

Alors, pour tout p paramétre de point de d-division non nul de
C/L et tout k € N, on a

(1) Stm=0:

n § 0 st k>1
Z Sk(al; ag, =+, Agy vty Apy My @, 7-) - _ Ma(ag,anip.7) s1tk=0 -
e dotra,.

(2) Sim=>1:

n
_E Sk(a’l;a’())"'7617"'7a’n;m79077_):
=0

" M, ) m fois
—ilag, - an;p, T ——
ZCIZH-Z & 7 R MerkJrl(ln"'al;gO)T)
aoall o e e a/n
=0
1 m  fots

)Mn+k—|—l+1(a07 T Qpy P, 7')
aoa’l o« o o an

——
+ (_l)kcllc—l—le—l—l(l? T 19 w, T
=0
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Apostol, Dedekind et Zagier revisités :

Im(7) — o0, ¢ € R\Z on obtient des sommes elliptiques ci-dessus
(1) Pour £ =0:

SO(al;aOa"'adla"' 7an;m790) = d(al;a()a' "7dl7"'7an;ma<)0)
1 a-l mk mn Tka,;
= — Z cot(—) + cot(my) H cot( ) + cot(my)
St a 0<jAl<n a

(2) Pour k> 1:

Sk(al;a()a"'vala"'7an;m7(10) =

1S b k " rka
— g F { <c0t(7rz + —) + cot(wgp)) } H (cot( 1) + cot(mp))
a3 4% ai 2=0 o< j£I<n

aj
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Corollaire 8.0.16 (Zagier revisité)
Pour tout d > 2 diwvisant ap+...4a,+m et ¢ = %,1 < k<L d-—1,
on obtient

n
E :d(al;&o,"',CVLZ,"',CLn;m,QO):
=0

m fois
. e N
sin(rp(n +m+ 1)) Z.n+mln+m(1,'",1,610,"'%;90)

stn(mp)mtntl ag - ay

Ou I’ on a posé

m fois
—
ln+m(1,---,1,a0,---an;90: S)

ao...an

(—1)""" Res ((cot(z) + cot(mp))” H cot(a;z) + cot(mp)) :
|z:0

J=0

Remarque : ¢ = % = Zagier( Math Ann, 202, 1973,pp.149-172)

0 si n impair

=0

apQyq--Qp
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De méme

Corollaire 8.0.17 (Dedekind-Apostol revisité)
Pour ¢ = %, ap, a1 entiers naturels premiers entre eux et stric-
tement supérieur a 1, £ € N, on a l’égalité suivante

—1lapa
%(Sk(ao, a1) + sp(a1, ap)) =

I+1
BZi BQZ+2721‘ 2 214+2—2i BlB2l+1 21+1 BZl+2 .
’ e 204+ 1)———= St k=2
;(2z)!(2z+2—2z)!% “ iyt HRHEDG Ty S

0 St k tmpair
Apostol, T.M :
Duke Math.J, 17,1950, pp.147-157 et Pacific. J. Math, 1952, pp. 1-9.
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Interprétation topologique 7 7?

p, ag; ay, ..., a, entiers naturels deux a deux premiers entre eux.

Soient X une variété différentielle complexe de dimension n
pair et G un groupe cyclique d’ordre p premier : G = Z/pZ.

Soit x = (21, ..., z,), on fait agir G sur X par :

Cpo(zb ) Zn) = (Cglzla ey anzn)

Alors la contribution du point x sur la signature équivariante est
donnée par :

Cal + 1 Can + 1
Sign((,, X) = = L2

g (Cp ) gl . 1 Cgf’n - 1

2mit

Alors pour (, =er ,1<t<p—1lona:

Sign((,, X) = (—1)"*cot (ka) ... cot (wkan>

D p

Donc,

1
(_1)n/2pd(p7 ag; Ay, ..., an) - Slgn(X/G) = ESign(X)

c’est la contribution totale au défaut de la signature.
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Perspectives immédiates :

i) Théorie des genres elliptiques
ii) Cohomologie d’Eisenstein

iii) Systémes d’Euler d’unités
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i) Isogénies : Atkin-Schoof

[T (or(z) —ou(t) = K(zL,A)

feA/L\{0}

(%)
([A:L]sa(L)—sa(A))z2 -2 3 [A‘L}G21c2+2(211)*52(A)z2k+2
= H (pL(z) — pL(t)) = 72 2ALg K>1 et
teA/L\{0}

Si [A: L] est impair

T (on(e) - pule)) = - st B
feA/L\{0}/+1

= une méthode pour déterminer les coefficients du polynéme
suivant

HX)= ] X —p0).

feA/L\{0}

= l’isogénie ¢ de degré [A : L] et de noyau A/L entre les deux
courbes elliptiques C/L — C/A.

NB : Formule (%) connue par R. Schoof dans le cas

A:Zwﬁz%,L:ZwﬁZwQ,»z.
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ii) Isogénies : CCR
Pour tout réseau complexe A D L on a

Y (€t L) = n(t, L)) = ((2,A) + ([A = L]sa(L) = s2(A))z,

teA/L

ce qui implique

(i) S pr(z+1) = palz) + s2(A) — [A: L]sy(L),

teA/L
(i) ST oz +t) = ol (2). Yk = 1,

teA/L
_ 1

(ii7) G V(o 4+ 1) =0,Vo € SAVE > 1.

teA/L\{0}
(iv) ST e ) = (2k — DUGa(A) — Gar(L)), Yk > 2.

teA/L\{0}

44



