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Premia b

1 Introduction

Au cours des dernieres années, les besoins de gestion des risques financiers
se sont multipliés et ont suscité le développement de contrats financiers tels
que les contrats a terme fermes et les contrats a terme conditionnels appelés
options .

La finance de marché s’est alors amorcée pour étudier l'efficience des
marchés financiers et réduire les possibilités de spécultations et d’arbitrages
générant, dans plusieurs cas, des bulles financieres qui ont déstabilisé les
systemes économiques de plusieurs pays.

Dans ce cadre, la valorisation des options représente un axe principal de
la recherche en mathématiques financieres. Les travaux de F. Black et M.
Scholes ont ouvert la porte a la détermination de formules exactes des prix
des options. Cependant, pour beaucoups d’entre elles les formules exactes ne
sont pas encore déterminées et on a recours de plus en plus aux méthodes
numériques. Ces dernieres sont multiples et leur efficacité en terme de vitesse
convergence et de précision varie en fonction du type de l'option considéré.

Plusieurs algorithmes utilisés pour la valorisation d’options sont issues
des méthodes d’arbres qui comptent parmi les les méthodes numériques les
plus populaires. Souvent les études de la convergence théorique du prix
approché, fourni par I'algorithme, vers le prix exact de 'option manquent et
on se contente des études numériques.

C’est dans ce cadre que se situe notre étude. Il s’agit d’étudier la con-
vergence théorique de “l’algorithme de la méthode Forward Shooting Grid
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(FSG)” pour les options sur moyenne et les options lookback. Cet algorithme
a été présenté par Barraquand et Pudet en 1996 (cf [2]). Mais leur preuve
théorique de la convergence du prix approché vers le prix exacte de 'option,
lorsque le nombre d’itérations tends vers l'infini, est erronée d’ou l'intérét de
notre étude.

Dans la section (2) nous rappelons les différents types d’options, leurs
caractéristiques, les hypotheses du modele Black Scholes et le modele de Cox-
Ross-Rubinstein et nous listons les principales méthodes numériques utilisées
pour la valorisation des options. Dans la section (3), nous présentons le
principe général de la méthode de la FSG telqu’il a été présenté par Bar-
raquand et Pudet et nous l'illustrons pour quatre types d’options. Nous
présentons en particulier notre version de ’algorithme pour les options sur
moyenne. La preuve de convergence des prix approchés des options sur
moyenne (donnés par la nouvelle version de I’algorithme) sera présentée dans
la section (5) apres avoir rappelé le théoreme de Kushner, dans la section (4).

2 Rappel sur les options

2.1 Généralités

Une option est un contrat a terme conditionnel. Si 'option ne peut étre
exercée qu’a une date fixée appelée échéance, 'option est dite européenne. Si
au contraire, le détenteur de 'option peut ’exercer a n’importe quelle date
entre la date d’émission du contrat et ’échéance, I’option est dite américiane.
Qu’elle soit européenne ou américaine, on distingue 'option d’achat (call) de
I'option de vente (put).

Le call (respectivement put) donne a son acheteur le droit et non ’obligation
d’acheter (repectivement vendre) l'actif sous-jacent a un prix d’exercice fixé
( ou dont la regle de détermination est fixée) dans le contrat. Quand au
vendeur il s’engage a honorer son contrat si I’acheteur exerce son droit.

Si le prix d’exercice est une constante fixée par le contrat, on parle
d’options standards. Par contre s’il dépend des évolutions du cours de 'actif
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sous-jacent, on parle d’options exotiques tels que les options sur trajectoires.
Parmi ces dernieres on s’interessera particulierement aux options lookback
et aux options sur moyenne.

e Options lookback :

Ce sont des options dont le payoff terminal dépend non seulement du
cours de l'actif sous-jacent a ’échéance mais également de ses fluctuations
tout au long de la durée de vie de 'option. L’option d’achat standard look-
back paie

(St — mT)Jr ot mpr=0 < t <TinfS,

Alors que 'option de vente standard lookback paie

(Mp — Sp)* ou Mp=0 < t <TsupS;.

e Options sur moyenne :

Appelées aussi options asiatiques sont les options dont le payoff terminal
est basé sur la moyenne des valeurs du cours de I'actif sous-jacent durant
une période de la vie de Doption. Si [T, T| désigne la période sur laquelle
on calcule la moyenne, le payoff terminal est donné par

(As(To, T) = K)*

ou
T

1
= T d
TO—T o/Suu

et K est le prix d’exercice. Parceque la variable aléatoire Ag(7o,T)
n’a pas une distribution log-normale, il est difficile de trouver une formule
explicite du prix d'une option asiatique. La majorité des études des options
asiatiques se sont basées sur des approximations de As(To, T) ou sur
I'implémentation directe de la méthode de Monte Carlo. Notons qu’une
formule quasi-explicite du prix d’'une option asiatique a été développée par
Geman et Yor (1992,1993) qui utilisent les processus de Bessel.

As(To, T)

e Options sur moyenne capée :
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C’est une option qui est différente de ’option sur moyenne dans la mesure
ou le cours de l'actif est limité vers la baisse par le prix d’exercice K lors du
calcul de la moyenne des cours. Pour cette option Ag(7p,T’) est donné par

1
Ty —T

T
Ag(To,T) = To/ max(S,, K)du

Les formules fermes des prix des options lookback et des options sur
moyenne existent dans [8] . Par contre, il n’existe pas de formules fermes
pour les options américaines lookback et sur moyenne. On a recours a des
approximations numériques.

2.2 Les hypotheses du modele de Black et Scholes

Nous nous placons dans le cadre du modele de Black et Scholes qui repose
sur deux types d’hypotheses :

e Hypotheses de marché :

- Le marché est parfait : pas de bid-ask sur les cours de ’action, liquidité
parfaite, pas de cotts de transactions et les découverts sont autorisés.

- Les actions ne payent pas de dividendes.

- Il existe un actif sans risque.

- Il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage.

e Hypotheses sur la dynamique du sous-jacent :

Le cours du sous-jacent S; est régi par ’équation différentielle stochas-
tique :

dSt = T’Stdt + O'Stdwt (1)
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2.3 Le modele de Cox-Ross-Rubinstein (CRR)

La motivation initiale de Cox, Ross et Rubinstein était d’approcher le
prix d’une option dans le cadre du modele de Black et Scholes. La simplicité
de la valorisation des options standards par récurrence backward est 'un des
éléments qui expliquent la popularité du modele CRR.

Soit N le nombre d’itérations de I'algorithme : la dynamique de Black-
Scholes sous la probabilité risque-neutre est remplagée par la dynamique du
schéma général du CRR

SV — 4 8™ quec une probabilité p

dS™  avec une probabilité 1 —p

ouh = %, et T' étant la durée de vie de l'option et avec le choix convenable
des parametres :

u=eV" d=eVh

Notons que p = €™ —du — d est la probabilité risque-neutre dans le
schéma général du CRR.

2.4 Apercu sur les méthodes numériques

On peut distinguer trois catégories de méthodes numériques :

e La méthode de Monte Carlo et la méthode de réduction des variances

La méthode de Monte Carlo se base sur la simulation forward des variables
aléatoires. Selon J.Hull (cf [4]), cette méthode est numériquement plus effi-
ciente que d’autres méthodes lorsque le nombre de variables stochasiques est
supérieur a trois. Ceci est du au fait que le temps de convergence est presque
linéaire en fonction du nombre de variables, alors qu’il croit de maniere ex-
ponentielle pour la plupart des méthodes. La méthode de Monte Carlo a
I’avantage de donner I'erreur commise. Elle s’applique aux options sur tra-
jectoires. Cependant, elle ne peut pas s’appliquer aux options américianes car
il n’y a pas moyen de savoir s’il est optimal d’exercer 'option a un instant
donné.
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e Les méthodes de différences finies :

Ces méthodes sont utilisées pour approcher les solutions d’équations aux
dérivées partielles (EDP) de type parabolique, analogues a celles qui intervi-
ennent dans le modele de Black et Scholes.

Selon Barraquant et Pudet ( cf [2] ), lorsqu’il s’agit de problemes de
valorisation d’options sur trajectoires on obtient des EDP dégénérées (la ma-
trice instantanée de covariance est singuliere) pour lesquels les méthodes de
différences finies explicites sont instables. Quand aux méthodes de différences
finies implicites, elles sont stables mais ne sont précises que pour une struc-
ture particuliere de la volatilité.

e La méthode de I'arbre binomial (multinomiale):

Proposée par Cox, Ross et Rubinstein (1979), cette méthode représente
I’évolution du cours de I'actif sous-jacent sous la forme d’un arbre binomial.
Elle se base sur ’évaluation backward du prix de l'option sur chaqun des
noeuds de I’arbre.

Dans la suite nous présentons La méthode de la FSG. Pour le cas des
options asiatiques, elle peut étre vue comme une extension de la méthode de
I’arbre binomial.

3 La méthode Forward Shooting Grid (FSG)

La méthode FSG a été présentée par Barraquand et Latombe en 1993 et
reprise par Barraquand et Pudet en 1996 ( cf [2] ).

Nous présentons le principe général de la methode tel qu’il a été presenté
dans l'article de Barraquand et Pudet. Ensuite, nous illustrons la méthode
pour les cas des options lookback et nous donnons notre version de 1’algorithme
pour les options sur moyenne et sur moyenne capée.
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3.1 Le principe général

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et (F;) une filtration de cet espace.
Soit X = (z1,...,24)" € R? un vecteur de variables aléatoires, solution
de I'équation différentielle stochastique suivante :

dXt = b(t, Xt>dt + O'(t,Xt)th (2)

ou W, est un F;—mouvement brownien p-dimensionnel.
b: R" x R* - R¥et 0 : RY x R* — R™P gsont des fonctions a variables
réelles vérifiant les hypotheses suivantes :

b(t, X) = b(t,Y)| + |o(t, X) — o(t,Y)] < K|X -Y]
[b(t, X)| +[o(t, X)| < K(1+]X])

Soit r : RT x R* — R™ une fonction continue bornée modélisant le taux
d’intérét sans risque.

Soit g : R — R* une fonction f 7 -mesurable et de carré intégrable sous
la probabilité risque-neutre P.

On considere les options européenne et américaines suivantes

L’option européenne :

Considéronns 'option européenne d’échéance T', ayant pour vecteur d’état
X et de payoff terminal

C(T,x1,...,xq) = g(T1, ..., Tq)

En appliquant la formule de Feynman-Kac, le prix de cette option a
I'instant t est donné par :

C(t, Ty, xd) _ EP (e—tfr(u,X(u))dug(X(T))/Ft>

L’option américaine :
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On suppose de plus que g est a croissance polynomiale.
Soit v une fonction de classe C'?([0,T] x R?) & dérivée bornée uni-
formément en temps et solution de

max (% + Aw —rv, g—v) =0 sur [0,T[x R
v(T,x) = g(x) pour x € R4

avec

1 0% o ov
At’U(t,IL‘) = 5 1,] = 12 aw(t,l')m—i— 1,] = ].Z bl(t,l')%
UdLj )

et

p
aij(t,x) =k = 1> oult, x)ow(t, z)

On note (X%* s >t) la solution de (...) partant de x a I'instant t.
La valeur a l'instant t de 'option américaine ayant pour vecteur d’état
X est

C* = 1e€X(tT)supk (etf’“("’x(“))d“g(Xi’x)/Ft)
= E (6th‘(U,X(U))d’u,g<X7t—§E)/Ft>

ou Y(t,7T) est 'ensemble des temps d’arrét a valeurs dans [t, 7] et 7, le
temps d’arrét optimal défini par

mo=inf{s>1t, v(s,X") =g (X!")}

Description de la FSG dans un cadre général :

Soit (nh), .y une subdivision de [0,7] ot h = L

=z

La méthode de la FSG se base sur les étapes suivantes :

1-  Discrétisation des d variables d’état x1, ..., x4, en faisant un bon choix
( dans le sens de la complexité de I'algorithme) des pas de discrétisation dans
les directions des variables dépendant de la trajectoire.
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2-  Construction d’une chaine de markov (Y”h> approximant le
neN

processus continu (X;) et vérifiant des conditions de consistence locales qui
vont étre présentées dans (...).

Notons que les étapes (1) et (2) permettent de construire la suite des
grilles de 'espace d’état.

3- Approximation de la valeur de l'option par récurrence backward
classique du modele binomial.

Etape 1:

Pour la discrétisation on choisit d fonctions fi, ..., fy tel que

pour i=1,..,.d 2 = fi (nh, j"pi(nh)) (3)

. h
i, Ji

pi(nh) étant le pas de discrétisation dans la direction de la i™ variable,
a l'instant nh, a choisir de maniere a satisfaire les conditions de consistence

locale et de guarantir une complexité satisfaisante de ’algorithme.
jnh e {0, o (]*)?h} tel que

et = 2™ la valeur minimale que peut prendre la variable i a linstant t = nh
a:?h(j*)ﬂh = $Z‘hM . la valeur maximale que peut prendre la variable © a l'instant t = nh

On note (X™) la discrétisation du vecteur X; a I'instant ¢ = nh

Etape 2:

On sait que le mouvement brownien standard est la limite quand h — 0
de la distribution binomiale de pas v/h. (cf [1]). Soit <th) le processus
binomial approximant (W;) et qui est défini par :

T AT TN ]-
P(W( H)h:Wh—i-eﬁ):i pour € = + 1
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On peut discrétiser 'équation différentielle stochastique (2) par un schéma
d’Euler qui converge en moyenne quadratique vers la solution de 'EDS (...)

XU X b(ah, XM+ o(nh, XYW MY (4
= X" 4 b(nh,X"™h + € o(nh, X"™)Vh
avec X' = X0 — X,

Dans les exemples que nous traitons nous choisissons d’autres types de

chaines mais qui vérifient les conditions de consistence locale.

D’apres (4) on peut, a Uinstant ¢t = nh, déterminer les valeurs possibles

—(n+1)h . . , . .
335” " de la variable i . Nous pouvons alors déterminer les valeurs possibles

de -(n+1

; " de manitre & ce que la valeur donnée par la discrétisation (3) soit

la plus proche possible de E§n+1)h :

£ ((n +1)h, fg”“)")
pi((n+1)h)

j(nH)h (ji"h, e) = P.Entiere

1

On note
(n+1)h [ .n .i . .
i( o (jz hal) = J+—> J—I—— = (j—l&——""7ji—)t
R R A R (LY N
Etape 3:

Une approximation de la valeur de 'option européenne peut étre obtenu
par récurrence backward en utilisant :

n —r(n nh 1 n 1 n
o = (e X™) (—C§++1)h+ 5(1 —p)C§+1)h> pour n =0, ...

2
OV = (T, XM)

Remarque : La FSG pour la valorisation des options américaines
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A chaque instant t = nh, on calcule pour tous les noeuds de la grille de
I’espace d’état la valeur de 'option européenne. On calcule aussi la valeur du
payoff en supposant que la date d’exercie est ¢ = nh. Sur chaque noeud de
la grille, la valeur de 'option américaine est alors le maximum entre les deux
valeurs ainsi calculées. En raisonnant par récurrence backward on détermine
la valeur a t = 0 de 'option.

Dans nos applications, l'espace d’état est de dimension 2. On se placera
dans le cadre du modele CRR. Dans ce cas, par rapport a la méthode d’arbre
binomial, la FSG ajoute un second vecteur d’état qui tient compte de la
trajectoire du cours de 'actif risqué.

3.2 Applications

Pour illustrer la méthode nous considérons une option européenne sur
trajectoire dont ’actif contingent est de prix (S;) ne versant pas de dividendes
et évoluant selon le modele de Black Scholes. L’échéance de 'option est T et
le payoff terminal est Cr = g(St, pr) ou ¢r est la variable qui dépend de la
trajectoire. Nous considérons les exemples suivants :

3.2.1 Cas de 'option d’achat lookback

@t:mtzogugtmlnsu

L'intervalle [0, T] est divisé en N subdivisions de pas h = At = L
Nous discrétisons les valeurs de (S;) et (m;) de la maniere sivante :

St = SpedeV (5)
mpt = Sgek"‘/ﬁ 7, k=—-n,...,n

La relation entre 1’évolution de m et celle de S est donnée par :

m(n—i—l)h nh7 S(n—‘rl)h)

= min(m
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En passant de I'instant t = nh al'instant t = (n+1)h et sous 'approximation

par ’arbre binomial, on associe les transitions :

(1)

S(n—i—l)h)

up (mph ,S;‘h) — | (mp, i avec une probabilité | p
down | (mg" ,S9") | — (min(Sj(.T{l)h,mzh),S](-Tlrl)h) avec une probabilité | (1 — p)

Or, d’apres la discrétisation de m donnée par (5) on a :

(n+Dh _ o k(+DhoyR
my, = Soe

Ainsi, k"Dh =kt = [ si la transition est up
et k"D = k= = min(k, j — 1) si la transition est down.

Soit C']"Z = C(S;?h,mzh,nh) la valeur de l'option a l'instant ¢ = nh ou
m=mihet S = Sj’?h. La valeur de l'option étant donnée la condition du
payoff terminal est obtenue par la récurrence backward :

nh —rh n+1)h n+1)h
Cj,k =e pC]('Jrl,k) + (1 - P)O;,kf :
ou r est le taux d’intérét sans risque et p est le parametre de la probabilité
risque neutre ayant pour expression :
B erh o e—ax/ﬁ (6)
b= eoVh — g—ovh

Remarques :

1) La valeur minimale du cours sur I’ensemble { ¢t = 0,...,¢ = nh} appar-
tient nécessairement a 'arbre du cours (5). Ainsi, la grille, de I'espace d’état
augmenté, a l'instant t = nhest (Y = Soej"‘/ﬁ, Z = Soek"‘/ﬁ) je{=nn} ke{—n,.

2) A l'instant ¢ = nh, on peut modéliser le cours (S) par S} = Syu/d" ™7
ou j = 0,...,n. Pour atteindre ce cours, il y a C? trajectoires possibles. Le
nombre total de trajectoires a t = nh est donc égal a 2". Cependant, le
nombre maximal de valeurs possibles de m™ est (n+1)(% +1) < 2.

0}
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3.2.2 Cas de l'option sur moyenne

o= Ay = %fOtSudu
L’intervale [0, T] est divisé en N subdivisions de pas h = At = % et on
considere la méme discrétisation du cours (S;) que précédemment.
Contrairement au cas du minimum, il y a autant de valeurs possibles
de (A) a linstant ¢ = nh que de trajectoires : (2"). Ce nombre croit de
maniere exponentielle avec le nombre de pas de temps. Il est impensable de
considérer un vecteur A™ ayant pour composantes toutes les valeurs possibles

de la moyenne.

La discrétisation proposée par Barraquand et Pudet est la suivante :

At = Spe k= —

(7)

n
L

PIRRED)

n
Ju

ot AY = povh
14 est un parametre fixé telque l% soit entier.

Nous proposons de construire A™ = (A2 ..., AZi‘(mh))t telque ARt = A
(respectivement A’gf(n B = Anh) est la plus petite (respectivement la plus

grande) valeur que peut prendre la moyenne a un instant ¢ = nh et pour
kE=0,..k*(n,h)

Azh _ Azlhekp(nh) (8)

p(nh) est un pas de discrétisation a choisir convenablement. Nous revenons
sur ce choix dans la section 5.1.

Nous allons voir par la suite qu’une interpolation entre les composantes
du vecteur A™ est nécessaire pour déterminer par récurrence backward la
valeur initiale de 'option.

En posant

—nh 1 " .
A p— >: ,Lh
n—l—lZ OZS

S yue comme la valeur du cours & t = ih et nom comme vecteur.
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La nouvelle valeur Z(”“)h

suit :

. . —nh
s’exprime en fonction de A" et S™+V" comme

gntDh _ ™"
n+2

Z(n+l)h _ Znh +

En passant de I'instant ¢ = nh al'instant t = (n+1)h et sous "approximation
par 'arbre binomial, on associe les transitions :

up (Aph, S | — (AE[LH)h,SJ(-T{l)h) avec une probabilité | p

down (Azh 75;111) N (A n+1)h S(n+1)h>

— 151

avec une probabilité | (1 — p)

avec

AP qnh  goVhgnh . gnhy 49 (9)
A(n+1)h _ Azh +6—0\/ﬁsnh o Azhn—i—Q

D’apres la discrétisation de (A) donnée par (5) ona A" = ALTIRkT T p((n41)h)

k
o , . 1h Dh v .
Ainsi, il n’est pas nécessaire que AS?JF Mot AT coincident avec des com-

posantes du vecteur A®*V" On utilise I'interpolation décrite dans (3.1). On
définit :

In( AR g (DA
kT~ = P.Entiere n(Ay
p((n+1)h)

de méme on définit k=~ en remplagant Afﬂ)hpar AR
On définit aussi k7™ =kt~ +let bk T =k +1

On pose

et de méme

n+1)h n+1)h n+1)h 4 (n+1)h n+1)h
. LA VL A A

Le shéma markovien qu’on considere maintenant est le suivant :
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(Ap" aS}'m) — (A 13: gﬁl h) avec une probabilité pgfﬂ)h
— | (ApEDR s p(1 — o
(AZh 7S]nh) N (A n+1)h’ n+1 h) (1 _ p)g(_m_l)h
— | (A glnrom (1—p)(1 — mFmy

Soit O = C(SP", AR, nh) la valeur de I'option & l'instant ¢ = nh o
A=A et S = S;‘h. La valeur de l'option étant donnée la condition du
payoff terminal est obtenue par la récurrence backward :

n —r n+1)h ~(n+1)h n+1)h n+1)h
Cj,z = et [p <5S- : C](—i-l,k)—i--i- +(1 _51 ) )C](k+) > (10)

n+1)h ~(n+1)h n+1)h n+1)h
(1) (LRI (1= L)

3.2.3 Cas de l'option sur moyenne capée

t
oy = By = %Of max(S,, K)du
t+h
Bt+h = Bt + t f maX(Su, K) — Buudu

Comme pour le cas de 'option sur moyenne nous choisissons la discrétisation

suivante :
Bt = Byt pour k =0,.. k" (n) (11)
avec B}j*h(n) = B}

ou A(nh) est un pas de discrétisation a choisir convenablement. Nous
revenons sur ce choix dans la section 5.2.

On définit B(fﬂ)h et B(,nﬂ)h de la maniere suivante :

Binﬂ)h = B+ max(em/ﬁth, K) — Bi'n +2 (12)
pith th + max(e_”\/ES"h, K) - B,Zhn + 2




7?7 pages 16

Byt Bt Bt et BITU" sont définis comme A", )

kot

A(nJrl et Amﬂ)h pour le cas de la moyenne.

Le shéma markovien approximant le processus continu est le suivant :

Btk gtk

nh nh (n+1)h
(B" 57" | = ktt J+1 ay

avec une probabilité

B n+1)h (n+1)h

(n+1)h)

(th ,S;lh> N B n—l—l)h7 n+1 h

(1 . p)a(_n—‘rl)h

n+1)h (n+1)h
k—— ]+1

(B ")

— | ( kt— ]+1 ) p(l — o
( ")
(B ")

(1-p)(1—

a(_nJrl)h)

ol a +
— (DR gont définis comme e +
— D% on remplacant (A) par (B).

L’expression de la valeur de Poption a l'instant ¢ = nh ot B = B et
S = S;Lhest analogue a celle de I'option sur moyenne.

4 Les conditions de consistance locale et le
théoreme de Kushner

Dans la section (3.2) on a proposé des prix approchés des options lookback
et sur moyenne. Ce qui est plus intéressant est d’étre en mesure d’annoncer
que ce prix tend vers le prix exacte de I'option lorsque le pas de temps h tend
vers 0. On a vu que l'algorithme de la FSG s’articule sur I'approximation
du processus continu par une chaine de Markov que l'on obtient une fois
les étapes (1) et (2) sont accomplies. La méthode d’approximation par une
chaine de Markov est générale et est utilisée pour approcher l’espérence de
fonctions de processus stochastiques controlés. Harold Kushner s’est intéressée
a cette méthode et a développé dans [5] et [6] des éléments théoriques con-
cernant la convergence de la valeur d’une fonction approchée vers la valeur
de la fonction exacte qui lui correspond.

Une propriété clée qui doit étre satisfaite par la chaine de Markov ap-
proximant le processus initial est la Consistance locale : la variation de la
chaine en passant de l'instant ¢t = nh a linstant t = (n 4 1)h doit vérifier
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que 'espérence et la covarience conditionnelles de sa moyenne sont égales a
celles de la variation du processus continu entre ces deux instant a un o(h)
pres .

Le théoreme de Kushner énonce que les conditions de consistance lo-
cale garantissent la convergence des espérences des fonctions usuelles. Nous
présentons le théoreme dans le cas de processus non controlés.

4.1 Le probleme en temps continu

Considérons I’équation différentielle stochastique & valeurs dans R¢
t+s t+s
Xiys =T + / b(u, X,)du + / o (u, Xy) .dW, (13)
t t

ou W est un mouvement brownien k—dimensionnel . Le probleme est d’approximer
la quantité
V (tv ZC) = Et,ac [g (XT)]

oll 7 est le premier temps de sortie de X, d’un ensemble ouvert G de R'+¢
qui vérifie (H3)

r=inf{u >t (u,X,) ¢ G} AT

Hypotheses :

(H1) b et o sont continues et bornées.
(H2) g est continue et bornée.
(13)

(a) G =R ou :

(b) pour un certain indice 4

G={t<u<T, Li(u) <z; <U;(u)}
ot L;, U; sont des fonctions continues sur [¢, 7] & valeurs dans R. Pour ce

N . . . k . 7
méme indice i, Y37, 07, (u, X,) > a pour a > 0, uniformément en u.

Remarque :
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Dans le cadre de la valorisation des options G = R'*? et dans notre cas
d=2.

4.2 Les conditions de consistance locale

Soit N un entier strictement positif, h = % ot (gnh)n>0 e chaine de
Markov discrete. >
Notons A" = ¢nthh _ ¢nh

La chaine (ﬁnh)n> vérifie les conditions de consistance locale données par

0

El [AE™] = b(nh,x)h+o(h)
Bl (gt = BE, [Ag™]) (Ag™ — B2, [Ae"])]| = a(nh,z)h+o(h)

~—

ot B est lespérence conditionnelle & I'instant nh connaissant ™ =
!/

x, et a(s,x) = o(s,x)o(s,x). Notons que ces conditions signifient que,

localement, la chaine a les mémes moyenne et variance conditionnelles que
celles du processus continu car

Eys[Xstn] = x+0b(s,z)h+o(h)
Eus [(Xosn —2). (Xopn —2)'] = a(s,z)h+o(h)

Nous supposons aussi que

sup |A§"h} h — 0—0

Soit &" (t) le processus continu défini par
h
¢ (1) = éﬁth

ou n; est I'entier telque nsh <t < nih + h.
Soit 73, le premier temps de sortie du processus (t, Eh (t)) de 'ensemble
G.
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4.3 Le théoreme de Kushner

Pour prouver la convergence du prix approché d’une option européenne
asiatique, donné par l'algorithme de la FSG, on utilise le théoreme suivant :

Théoreme : ( cf [5], théoreme 5.1)

Sous les hypotheses H1, H2 et H3 ona

V(t,z)=El[g(r,X,;)] = lim V} (¢, x)

h—0

ou

Vi(t,x)=F [9 <?h,§I <?h))}

Pour la preuve de la convergence du prix approché d'une option américaine
asiatique, donné par 'algorithme de la FSG, on utilise un théoreme analogue
au précédent. ( cf [6] théoreme 6.2.).

5 Consistance locale pour la FSG: cas des op-
tions sur moyenne et des options lookback

5.1 A propos de la preuve de Barraquand et Pudet

Dans l'article [2] Barraquant et Pudet montrent qu’a l'instant NA¢ I'écart
entre le prix approché et le prix exact tend vers 0 lorsque At et AY ( le pas
de discrétisation de la moyenne dans le cas de 'option sur moyenne) tendent
vers 0 sans aucune relation entre les deux parametres. Ensuite, ils généralisent
I’expression et énoncent que la méme conclusion pourrait étre obtenu, par
simple récurrence backward, pour I’écart entre les prix approché et exact a
Iinstant initial. Ce passage est erroné. Notre conclusion est confirmée par
une étude réalisée par P.A. Forsyth, K.R. Vetzal et R. Zvan (cf[3]).
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Nous avons vu, dans le cas de I'option sur moyenne, qu’'une interpolation
est faite a chaque étape pour déterminer le prix approché sur chaqun des
noeuds de la grille de 'espace d’état. Or, cette interpolation induit une er-
reur. Lorsque le pas h tend vers zéro, le nombre d’étapes tend vers l'infini.
Ainsi, la somme infinie de I'erreur finie doit étre manipulée convenablement.
Selon Forsyth, Vetzal et Zvan, Barraquand et Pudet ne tiennent en compte
dans leur démonstration que de l'erreur a Uinstant NAt. D’autre part, ils
montrent que pour le choix de discrétisation de Barraquand et Pudet 'erreur
ne tends pas nécessairement vers zéro et que ca serait le cas, si on choisit
convenablement le pas AY. Nous parlons de ce choix dans la section (5.1)
et nous aboutissons, en utilisant une preuve différente, a la méme conclusion
que celle de Forsyth, Vetzal et Zvan.

L’algorithme de la FSG pour les options sur moyenne telque I’on présente
dans cette étude, differe de celui proposé par Barraquand et Pudet au niveau
du choix du pas de la discrétisation. Comme on I’a déja dit, ce dernier étant
un parametre fondamental jouant un double role. Le premier au niveau de
la convergence théorique de I'algorithme et le second au niveau de la vitesse
de cette convergence.

Pour 'option d’achat lookback et I'option de vente lookback les processus
continus (S,m) et (S,M) ne sont pas des diffusions stochastiques puisqu’ils
ne vérifient pas I’équation (14). Ainsi, nous ne pouvons pas appliquer le
théoreme de Kushner. Cependant, il nous a paru naturel de vérifier que les
conditions de consistance locale sont vérifiées.

Dans cette section nous prouvons la convergence, pour les options eu-
ropéenne et américaine sur moyenne et sur moyenne capée , de I’algorithme
de la FSG. Pour cela nous vérifions les hypotheses (H1), (H2) et (H3) et les
conditions de consistence locale.

Dans le cadre du modele de Black et Scholes (H1) est vérifiée.Concernant
(H2) : g est le payoff actualisé de 'option. g est continue mais pourrait étre
non borné (cas des options d’achat (calls) ). Pour contourner ce probleme on
peut utiliser la parité Call-Put. Enfin, (H3) est vérifiée car G = R?

Dans la suite on vérifiera les conditions de consistance locale.
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5.2 Consistance locale : cas de 'option sur moyenne

Le processus continu (S,A) est bien une diffusion stochastique puisque

dSt = ’T’Stdt + UStdwt
dAt == St - Attdt

(S,A) étant approché par la chaine de Markov (87, A). Pour prouver que
le prix approché de cette option converge vers le prix exact, il ne nous reste
que la vérification des conditions de consistence locale.

5.2.1 Calculs

Calcul des premiers et seconds moments
et du moment croisé du processus continu

On a

Et(St—‘rh) = E(St+h/St) = St + TSth + O(h)

Ey ((Sign — S1)%) = E((Seen — 50)°/81) = (05:)* h + o(h)

on obtient

B ((Sin)?) = (50)° +2(80)° (r+ 5 ) b+ o(h)

t+h
On a Apgn = A+t [ Sy — Ayudu

Et(At—i-h) = E(At+h/At) = At + St — Atth + O(h)

En appliquant I'espérance conditionnelle dans la premiere ligne et en iden-
tifiant les deux expressions de Ej(A;ip)
ona:
t+h
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t+h t+h

(AtJrh)2 = (At)2 + 2Att/5u — A udu + t/Su — A, udu

t+h
E ((At+h)2 JA) = (A)? + 2A,E, (t/Su — Auudu) + o(h)

soit

E ((Aisn)? JAs) = (A0)* + 2448, — Agth + o(h)

Ey (AvinSein)

t+h
= E (St-‘rhAt + St-i—ht/Su - AuUdU) or, Et(SH-h) = eThSt

t+h
= GThAtSt + Et (t/ (St+h — Sue(t—i-h—u)’r + Sue(t—‘rh—u)'r) Su - AuUdU)

t+h
= ¢™MA,S, + t/ {Et [Eu (SHh — Sue(”h’“)’") S, — Auu] + eltth—wr g, [SuSy — Auu]} du
t+h

= ¢™AS, + t/e(Hh_“)rEt [SuSy — Ayu) du

En appelant fi(s) = E; (AsSs) on a :

t+h t+h
fit+h)=emA S+t [ =B [S2u] du—t [ e =" f,(u)udu

Ainsi, la fonction t — f; est dérivable et on a :
L(t+h) =re™AS + E, [S2t+h] — filt + h)t+h

En appliquant la formule de Taylor au premier ordre on obtient :

fe(t+h) = fi(t) + hft/(t) + o(h)
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Soit

Et (At+hst+h) = E(At+hSt+h/At7 St) = AtSt + St (TAt + St — Att) h + O(h)

Calcul des premiers et seconds moments
et du moment croisé du processus disret

Notons A™+D 1a deuxiémme composante de notre chaine de Markov &
I'instant ¢ = (n + 1)h.

AR prend ses valeurs dans {Agf:)h, Al(ﬁtl)h, A,(f;l)h, A,(;il)h}
Calcul de E,, (SR

E, (S(n-i-l)h) - E (S(n+1)h/th) _ pea\/ﬁsnh + (1 o p)e—o\/ﬁsnh
— th <pecr\/ﬁ + (1 _ p>€fcr\/ﬁ>

En faisant un d.l. & Pordre 2 en v/, on obtient

E, (SDh) = 5mh 4 (rS™™) h + o(h)

Calcul de E,, ((S("H)h) 2) :

E, ((S(n+1)h)2> - F <<S(n+1)h)2 /th> _ peax/ﬁ (th)2 (1 p)e—a\/ﬁ (th)2

= (s <pe"‘/ﬁ + (1 - p)e“"/ﬁ)

En faisant un d.l. & lordre 2 en v/h, on obtient

B, ((s00m?*) = (5 42| (r 4 5) (5] b+ o(h)

Calcul de E,, (AT

En (A(n+1)h)

= K, (E <A(n+1)h/Anh, Stk — e“‘/ES”h) I{s(nH)h:em/ﬁsnh}

+ E <A(n+1)h/Anh, S(n+1)h = e—a\/ﬁsnh> I{S(n-ﬁ-l)h:e*ox/ﬁth})
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_ pE <14(7’L-l—1)h/14nh7 S(n+1)h _ ea\/ﬁsnh>

_|_(1 _ p)E <A(n+1)h/Anh7 S (n+1)h _gfsnh>
- p <€T+1)hA,(lzLii)h (1 (n+1)h)A](;:L+_1) )
+(1-p) (8(_n+1)hAl(€njrl)h (- (n+1)h)A§:_+_1)h>

= pAUT (1 - p) ATt

B Calcul intermédiaire :
D’apres 'équation (9) on a :
AE:”Fl)h — Azh + ea\/ﬁsnh _ Anhn +9
= APh 4 gnh  Ahpp ( ovh _ ) hS™ — A (nh 4 2h) — 2h2(S™ — A™)nh(nh +
soit

APEOR — gnh 4 g AvPp b 4 o, ()

de méme, on montre que :

Am+DR _ APt S A hh + o_(h)

Ainsi,

E, (ATDh) = Aph 4 5t — Athnhh + o(h)

Calcul de E,, <(A("+1)h)2> :
On a:

e R PN
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AR gt DR (DR At ol AA = (AU — Al
Al(gn-:—l)h _ A(n—H (1 _ n+1 )A+A
Al g0t Dh_ (0D A - 4 ot A=A = (A,;”j —A,Ef_l)h)

E, ((A(n+1)h) 2)

_ En <E ((A (n+1) ) /Anh n+1)h — em/ﬁgnh) [{s<n+1>h:eaﬁ3nh}

+E <(A(n+1)h) /Anh, G(n+1)h —afsmh) ]{S(n-!—l)h:efo\/ﬁsnh})

— pE ((A (n+1) ) /Anh n+1)h _ ea\/ﬁsnh)

HL=p)B (A0 A 50 = oo g

= (S (A e (4’
HL=p) (0 (A2 = 00 ()

= e {(Awnh)na(l_gwh) N A N
b (1) [ (A A e () (avay| |

+(1—p) {e‘"*”h [(A“””hf +2 (1 - eS"“)h) ATTIPA= A 4 (1 = TRy (A‘A)Q}

+ <1 _ 8(_n+1)h) |:(A(_n+1)h)2 _ 9gmHDh gt Dh A = 4 4 ( ) ]}

2
— p (AP (1= p) (AT ) + pelmH (IR (A 4)
(1= p)tO (1 ) (A a)f

2

— p (AP + 5™ — APnhh 4 0y (b)) + (1= p) (AP" + 5™ — AP*nhh + o_(h))

+ } pg<+n+1)h(1 — ggf”rl)h) (A*A)Q (- p)g(_n+1)h (1 _ E(_n+1)h> (A‘A)2
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mais € +
_(n+1)h) <14
soit I < pd(ATA)? +1—pd(A-A)°
AFA = ATEDR AR op ATTOR < ACFDR o obtient
ATA < AP (P4 D) 1) = (nh + W) AP" + he?VSPnh + 2k (/D) 1)
Ainsi, il suffit de choisir p(nh) telque

p(nh) = o(x/)

pour avoir ATA = o(v/h). De méme, on montre que A~A = o(v/h). Soit
finalement

E, ((ACT0)) = (Apn)° + 24575 — Aphmbh + o(h)

Calcul de E,, (A(”“)hS(”“)h) :

E, (A(nJrl)hs(nJrl)h)

= F, (E (A("“)hS(nH)h/A"h, SntDh — e”‘/ﬁS"h> I{s(n+1)h:€m/ﬁsnh}

+E (A(n-&-l)hs(n-‘rl)h/Anh’ S(n—i—l)h _ 6—0\/55nh> I{S(n+1)h:e_o\/ﬁgnh}>

— pea\/ﬁsnhE <A(n+1)h/Anh’ S(nJrl)h _ eow/ﬁsnh)

+(1 - p)e‘”\/ﬁS”hE (A(n+1)h/Anh7 GntDh _ e_”\/ES"h>
= peax/ﬁsnhAg:H-l)h + (1 o p)e_a\/ﬁsnhA(jH_l)h
= pea\/ﬁsnh (A?l;bh 4+ gnh _ Azhnhh + 0+(h)) +(1— p)efm/ﬁsnh (AZh g Azhnhh o ()

= (pe‘”/ﬁ + (1 - p)e“"/ﬁ) Sk ARt (pem/ﬁ + (1 — p)e_”‘/ﬁ> srh gt Antnhh 4 o(h)
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Or, pe‘”/ﬁ + (1 - p)e“"/ﬁ =eh
Ainsi,

B, (A TDRGFDR) — gnh guh 4 gnh (p Ah 4 Smh — Afnh) b+ o(h)

Choix de p(nh) et complexité de 1'algorithme de FSG :

Le vecteur A™" est composé de k*(n, h)+1 éléments avec d’apres I’équation
(7) section 3.2.2

A%L _ A;lnhek*(n,h)p(nh) (14)
Déterminons 'ordre de grandeur de k*(n, h)

Pour j = —n,...,n le cours S}lh = S0eioVh peut s’écrire sous la forme
N ¥
51 = e Vi~

s In (S”hSO)
j 12<n+—a\/ﬁ ) (15)

Les valeurs maximales respectivement minimale de la moyenne correspon-
dant a S]’,‘,h sont données par :

/

ARG = In 4180 (14 eVig e Vi g g Vhemovi i ovhe *”””f)

= 1In+ 150 (1 +1 a\fl o\/ﬁ + e(j/fl)a\/ﬁ . e(Zijnfl)a\/ﬁl o 670\/5>

A(GY = 1n418° (14 e VF 4 4 e iNoVh | o==iDoVigovh | e nafe]af)
= In+18" < — e nt1=i)oVRy _ o=oVR + e~ (13 ~Dovh _ o=(n=2]'~ovhy _ e”\/ﬁ>

I1 est facile de montrer que

n+1 .
<0 A YA s 0~2e2viavI

n+1 .. Snh
—5o Al Vh —>0~1+FJ\/_
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soit
nh

o n N nho S
A’X/}}(j >Amh(j )h — 0~2e2vr] + W

Mais

k*(n,h) =In <j:M28,;>p(nh)h — 0~nho2Vhp(nh)

On a fait le choix p(nh) = o(v/h). Choisissons p(nh) = h
Comme h =TN,on a :

k*(n,h)h — O~nho2T2N2.

En particulier,

K*(N,h)h — 0~o2VTN2 < 2N

Le nombre total des noeuds de la grille de 'espace d’état augmenté a t = nh
est

(n+ 1) (k*(n,h) + D)h — 0~o(nh)22T3 N3

Le choix de p(nh) = h correspond a une discrétisation dans la direction
de la path-dependance plus raffinée que celle proposée par Barraquand et
Pudet. En effet, d’apres I’équation 8 de la section 3.2.2 on a

nh
Ak+1

Aph =Vh

In

Alors qu’avec notre choix de discrétisation on a
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5.2.2 Récapitulatif des résultats et conclusion

On a obtenu les résultats suivants :

Et(St+h) = E(St+h/St) = St + TSth + O(h)
2

By ((Sien)?) = (S)% +2(S)° <7~ + %) h+ o(h)

Et(AtJrh) - E(AtJrh/At) - At + St - Atth + 0<h)
E ((Asn)® JA) = (A)® +2A,8, — Agth + o(h)
Ey (AiinSen) = ASy + Sy (rAy + Sy — Agt) h + o(h)

E, (St = 5" 4 (S™) h + o(h)
B, (($0+0m7) = (57" 42 K s %) (snh)ﬂ h+ olh)

E, (A™TDh) = Aph 4 5™ — AThnhh + o(h)

En choisissant |_p(nh) = 0(\/5)
E, <(A(”+1)h)2) = (APM)? 4 24708 — Amhnhh + o(h)

B, (At glhy — gnh gnh 4 gnh (p ARh + S™ — A'nh) b+ o(h)

| E*(N,h)h — 0~02VTN2 < 2V |

On voit bien qu’en choisissant p(nh) = o(v/h), les conditions de consis-
tence locale sont satisfaites. Ce pas est plus raffiné que celui de Barraquand
et Pudet.

Le choix particulier de p(Nh) = h permet de passer d'une dimension
du vecteur AN égale & 2V (si on considére toute les trajectoires possibles
du cours de lactif risqué) a une dimension numériquement satisfaisante qui
est de ordre de NV/N .

Etant donnée que les hypotheéses du théoreme de Kushner et que les
conditions de consistence locale sont satisfaites, nous pouvons conclure que
le prix approché de I'option sur moyenne donnée par ’algorithme de la FSG
converge vers le prix exact de cette option lorsque le pas h tend vers zéro (
ou de maniere équivalente le nombre d’itération tends vers l'infini).
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