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Liste des principales notationsNotations générales� �notation pour�, ou �égalité entre fonctions�=: ou := �égale par dé�nition�a ^ b, a _ b minimum, maximum des réels étendus a et ba+, a� a _ 0, �(a ^ 0)sgn(x) �1, 0, +1, selon x <, =, > 0MT transposée d'une matrice Mk p k, k p kE norme de p, dans l'espace normé ambient Ehp;qi, hp;qiE produit scalaire de p et q dans l'espace ambiant Euclidien ou Hilbertien E�f constante de Lipschitz d'une fonction (uniformément) Lipschitzienne f!, !f module de continuité, d'une fonction uniformément continue fC(
) � C0(
), Cm(
) fonctions à dérivées partielles continues jusqu'à l'ordre m inclus(m 2 N ), sur l'ouvert Euclidien 
ru, Hu gradient et matrice Hessienne en espace, d'une fonction u(t;x)scs, sci semi-continue supérieurement, inférieurementedp équation aux dérivées partiellesedo équation di�érentielle ordinaireeds équation di�érentielle stochastiqueO(x) fonction continue de x, nulle en x = 0o(x) fonction de la forme xO(x)B"(x), B", B(x) boule ouverte de rayon " autour de x, en x � 0, où " � 1co enveloppe convexe ferméex(n) x (xn, respectivement)2 �n de démonstrationNotations relatives aux jeuxeR R [ f+1gpe poursuite évasioncm coût minimum� transformation de KruzkovG jeu di�érentiel à instant �nal variable, de poursuite évasion ou en coût minimum, oujeu en distance minimum (éventuellement transformés)f;l;L (S � � � L) dynamique, Lagrangien, composante terminale du coût (transformée)du jeu G 11




, � domaine, cible, du jeu de poursuite évasion G�� , �R� � (�R) _ �� distance orientée à la cible � , écrétée inférieurement au niveau �R(R �xé > 0)U, U , f�g; V, V, f�g ensemble des contrôles instantanés, mesurables, relaxés, du mini-miseur; maximiseur�� 	 produit admissible de classes de stratégies en feedback discriminants inférieurs duminimiseur et du maximiseurA, B ensemble des stratégies non anticipatives VREK du minimiseur, maximiseurE � Rr (r 2 N�), Eh espace d'état, discrétisé au pas h, du jeu G`1(Eh) ensemble des fonctions réelles bornées sur EhV;G;I; V h, Gh, Ih valeur VREK, Hamiltonien, équations d'Isaacs inférieures du jeu G(transformé); discrétisées au pas hV , V enveloppe inférieure, supérieure, d'une fonction localement bornée V , ou, suivant lecontexte, d'une famille localement équibornée de fonctions (V h)h>0 2 (`1(Eh))h>0G" jeu de poursuite évasion à cible dilatée de ", respectivement en distance minimum àpénalité Lagrangienne "V", I" valeur VREK et équation d'Isaacs inférieures du jeu G"Notations relatives à la �nanceN distribution normaleS; y = ln(S) di�usion lognormale sous-jacente; en variable logarithmiquer, q taux court de l'économie, dividende éventuel attaché à S (constantes � 0)�; �(t;s)=�(t;y) volatilité constante; locale en variable �nancière/logarithmiqueW Brownien standard' condition terminale et/ou obstacleI processus intégrale de S�, � solution d'edp et approximation discrétisée�T;K(t0;S0); ��T;k(t0;y0) (y0 = ln(S0), k = ln(K)) prix d'un call européen d'échéance T etprix d'exercice K, à la phase courante (t0;S0); en variables logarithmiquesH Barrière� [a;b] ensemble des temps d'arrêts à valeurs dans [a;b]Lp(;loc)(
), Hm(
), W 1p (
), W 1;2p(;loc)(
); m=p entier/réel Espaces de Sobolev habituelssur un ouvert Euclidien 
; voir Partie IV, �3.1@p
 bord parabolique de l'ouvert Euclidien 
M(
) fonctions monotones sur la bande 
, voir Annexe GdJ(�):h, rJ(�) dérivée dans la direction h, de Gâteaux, du critère JC, C 0, ...; C � C� (�1; : : : ;�n) constantes C, C 0 dépendant éventuellement de paramètres�;�1; : : : ; �n (et pouvant varier avec le contexte)
N.B.: Par défaut, les inégalités, inclusions ou indications de monotonie ou de signe, sontà prendre au sens strict. 12
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Chapitre 1Introduction généraleLa présente recherche s'attache à la résolution, essentiellement numérique, de diversproblèmes de Mathématiques Financières et de Jeux Di�érentiels, en faisant appel, souventde manière combinée, à des techniques d'équations aux dérivées partielles (particulière-ment solutions de viscosité, mais aussi solutions fortes) et à des techniques probabilistes(notamment convergence faible des processus stochastiques).On formule ci-après quelques commentaires liminaires, qui soulignent à la fois la di-versité des problèmes traités (�1.1), et les éléments communs qui les relient, se rapportantaux domaines d'application concernés (�1.2) ou aux techniques mathématiques employées(�1.3).1.1 Problèmes physiques et modèles mathématiquesDes applications diverses constituent la matière de cette thèse. Ainsi :� un problème de commande optimale d'un servomécanisme (Partie II) ;� divers problèmes d'évaluation et de couverture de produits dérivés en �nance (PartieIII) ;� un problème de calibration de la dynamique d'un actif �nancier à l'aide des prix desproduits dérivés observés sur les marchés d'options (Partie IV).Les problèmes mathématiques issus de la modélisation retenue pour ces problèmesphysiques sont eux-mêmes variés :� le problème de calibration débouche sur un problème d'optimisation, voire un problèmeinverse de contrôle optimal d'équations aux dérivées partielles (edp) [105] ;� les problèmes d'évaluation et de couverture des options relèvent de l'analyse numériquedes équations paraboliques [112] ;� en�n, le problème de commande se modélise en termes de jeux di�érentiels (détermi-nistes) [87].1.2 Finance et Jeux Di�érentielsÀ partir de leurs applications respectives, les deux domaines ont connu des dévelop-pements analogues, sans aucun formalisme au départ. Ainsi, pendant la deuxième guerremondiale, Rufus Isaacs (d'où l'équation qui porte son nom) pose les fondements de la théo-rie des jeux di�érentiels [87], à travers l'étude d'une large gamme de jeux concrets, issusde problèmes militaires de poursuite évasion, entre un missile et un avion par exemple.S'il ne synthétise pas lui-même cette étude de cas en une théorie achevée (ce seral'÷uvre de ses successeurs, théorie des jeux dynamiques d'Isaacs-Breakwell-Bernhard), il15



identi�e cependant l'essentiel, introduisant notamment :� la distinction entre variables d'état et variables de commande, et le concept de com-mande en feedback d'état;� son tenet of transition, forme de principe de programmation dynamique pour les jeuxdi�érentiels, avant la lettre du principe général devant être énoncé et rendu célèbre parBellman [22] quelques années plus tard ;� la distinction entre Game of Kind et Game of Degree, à savoir le problème de lapossibilité de la capture ou de l'évasion, et du temps de capture (in�ni si celle-ci n'ajamais lieu), respectivement ;� l'étude analytique des jeux à travers une taxinomie de leurs singularités ;� la notion de jeu discret, pouvant être résolu à la main par le calcul, et conçu commel'approximation d'un jeu di�érentiel limite.De même, en 1900, Louis Bachelier (récemment célébré lors du congrès mondial dela Société Bachelier Finance, à Paris au Collège de France, en juin 2000) calcule danssa thèse [4] des prix d'options (à barrière notamment, voir Partie III, �4.2), à l'aide d'un�principe de composition des probabilités�, qui n'est autre que l'équation de Fokker-Planckassociée à ces problèmes de �nance. Près d'un siècle plus tard, en 1997, Scholes 1 reçoitle prix Nobel d'économie (avec Merton), pour avoir retrouvé de tels prix dans le modèleaujourd'hui dit de Black-Scholes [36, 1973], à partir de la notion de portefeuille répliquant,dans la lignée des travaux de recherche en gestion de portefeuille de Markowitz. De fait,cet apport est fondamental, fournissant non seulement les prix, faits par les marchés, maisaussi et surtout la couverture � donnée par N (d1) dans le cas d'une option européenne,où d1 se calcule à l'aide de la volatilité implicite lue sur le prix de marché, débouchant surune stratégie de couverture e�cace en pratique.1.3 Solutions de viscosité et représentations probabilistesUn dénominateur commun à tous ces problèmes de mathématiques appliquées est lanécessité de résoudre numériquement des équations elliptiques, éventuellement dégénérées� elliptiques et dégénérées au sens de la théorie des solutions de viscosité, voir AnnexeA. Cette théorie, originellement due à Crandall-Lions [62], fut d'abord motivée par leContrôle Optimal et les Jeux Di�érentiels, déterministes ou stochastiques � domainesauxquels se rattachent la plupart des problèmes évoqués ci-dessus. Elle avait pour butinitial la caractérisation de la fonction valeur d'un problème de Contrôle Optimal ou deJeu Di�érentiel à l'aide de (la notion de solution faible adéquate pour) l'équation (aux dé-rivées partielles, edp) de (Hamilton-Jacobi-)Bellman(-Isaacs) correspondante. Aujourd'huiclassique, elle couvre un vaste champ d'applications [59, 14].Les équations résultant de la modélisation de nos problèmes sont souvent singulières :� soit qu'il s'agisse d'(in-)équations paraboliques (au sens classique), à conditions auxlimites singulières. C'est le plus souvent le cas en �nance. On a alors typiquement a�aireà des conditions limites en X+ (partie positive de X), 1fX>0g (fonction indicatrice deX > 0) ou �X=0 (masse de Dirac en X = 0) ;� soit qu'il s'agisse d'équations fortement non linéaires. C'est généralement le cas en jeuxdi�érentiels, où on traite avec des Hamiltoniens non convexes ; ce peut être également lecas en �nance � problèmes américains.Les singularités de la condition limite dans le premier cas, les non linéarités de l'opéra-teur dans le deuxième, peuvent être source de singularités dans les solutions : comme ondit en mécanique des �uides, �des chocs se forment�. La présence de ces singularités, outre1. Black, décédé, n'est pas récipiendaire, mais il est cité dans la décision.16



qu'elle peut rendre la théorie des équations correspondantes plus compliquée (recours à lathéorie des solutions de viscosité discontinues), entraîne des di�cultés sur le plan numé-rique et rend nécessaire la mise en ÷uvre de techniques de calculs spéci�ques, de �capturedes chocs�. Ces di�cultés apparaissent de manière récurrente au �l des travaux présentésdans cette thèse, qu'ils aient trait à la �nance (Parties III et IV) ou aux jeux di�érentiels(Partie II).Une particularité de nos équations � c'est pour une large part ce qui fonde leurspéci�cité � est de se prêter souvent à une interprétation probabiliste des solutions, àl'aide de formules de type Feynman-Kac.La dualité, analytique et probabiliste, des points de vue, peut être, dans certains cas,exploitée, pour combiner les arguments et aboutir, comme dans les Théorèmes 3.8 et 3.10ou 3.11, Partie IV, à la solution.Dans d'autres cas, la dualité des points de vue o�re un enrichissement possible desrésultats, se traduisant en deux énoncés voisins mais dont aucun n'est inclus dans l'autre,comme par exemple à la Proposition 7.7 et au Théorème 8.15, Partie II, pour établir laconvergence d'un schéma numérique. Pour ce faire, en e�et, deux approches orthogonalesse présentent.La première approche, de type edp, utilise des notions de consistance et de stabilité[112], ainsi que de monotonie [17] dans le cas fortement non linéaire des jeux di�érentiels.On prouve ainsi la convergence des schémas d'approximation vers la solution de l'équationparabolique ou de l'équation d'Isaacs associée au problème de �nance ou de jeu � solutionéventuellement faible dans un sens à préciser, par exemple solution de viscosité.La deuxième approche s'inspire de la méthode des caractéristiques pour l'étude deséquations hyperboliques [112, 107]. Interprétant les schémas discrets au pas h en termesde chaînes de Markov � (bi-)contrôlées dans le cas des jeux, � on prouve la convergence(faible [34]) de celles-ci vers les trajectoires du jeu di�érentiel, ou vers le processus sous-jacent en �nance. On en déduit la convergence de la solution des problèmes discrets versla solution du problème de �nance ou de jeu, lorsque le pas h tend vers 0.
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Chapitre 2Travaux relatifs aux Jeux Di�érentielsL'objet de ce chapitre est triple : présenter brièvement la théorie des jeux ; situer lathéorie des jeux di�érentiels ; évoquer les contributions à cette théorie de notre travailJeux Di�érentiels à instant �nal variable, � Partie II de cette thèse, réalisée sous ladirection de Pierre Bernhard et Odile Pourtallier (Université de Nice/I3S CNRS et INRIASophia-Antipolis), en collaboration avec Alain Rapaport (INRA Montpellier). Une versionpréliminaire a fait l'objet d'une communication orale [32], et a été acceptée à paraître dansun ouvrage en collaboration [33].2.1 Jeux statiques et jeux dynamiquesLa théorie des jeux 1 a pour objet l'étude mathématique des situations con�ictuelles.L'interdépendance entre joueurs est ce qui fait l'essence même de cette théorie. Les do-maines initiaux d'application en sont principalement les sciences économiques et les pro-blèmes liés à la défense. Ces deux domaines ont donné lieu à des théories voisines, qui sesont développées dans une large mesure en parallèle. Plus récemment, les applications desjeux dynamiques à la commande robuste ont eu un grand développement.Tout d'abord, la théorie des jeux a été la théorie des jeux statiques [113]. Cette théories'applique à décrire des situations où N agents interfèrent et poursuivent des objectifscon�ictuels. Plus précisément, considérons N agents interférant dans l'économie. Chaqueagent prend une décision vi 2 Vi; i = 1 : : : N , où Vi est l'ensemble des décisions possiblespour l'agent i. La fonction d'évaluation Ji de l'agent i (par exemple son béné�ce) vadépendre, non seulement de sa décision vi, mais aussi de la décision des autres agentsv1; : : : ;vi�1;vi+1; : : : ;vN . Ainsi le béné�ce d'une entreprise mettant un bien sur le marchédépend-il de la quantité de ce bien qu'elle met sur le marché, mais aussi des quantités debiens mises sur le marché par les entreprises concurrentes. Dans cet exemple les agentssont les entreprises, et les décisions sont les quantités de biens mises sur le marché. Chaqueagent cherchant à maximiser sa propre fonction d'évaluation, on peut chercher les équilibresde Nash, à savoir les décisions v1; : : : ;vN telles que8>>>>><>>>>>: J1(v1;v2; : : : ;vN) = maxv12V1 J1(v1;v2; : : : ;vN)J2(v1;v2; : : : ;vN) = maxv22V2 J2(v1;v2; : : : ;vN)...JN(v1;v2; : : : ;vN) = maxvN2VN JN(v1;v2; : : : ;vN)1. On se limite aux jeux non coopératifs. 19



Les jeux statiques ont trouvé leurs premières applications en économie et sciences so-ciales [83], si bien que l'on peut trouver, dans l'annonce de la conférence internationale�Game Theory and Applications� (Jérusalem, 1995) la dé�nition de la théorie des jeuxcomme �une approche rationnelle des sciences sociales� (A. Neymann). Aujourd'hui, l'uti-lisation de la théorie des jeux dans l'économie reste un domaine de recherche très actif �en 1994 leurs travaux dans ce domaine ont valu à Harsanyi, Nash et Selten le prix Nobeld'économie.L'intérêt des automaticiens pour les jeux remonte à la �n des années 1950. Les jeuxdynamiques, par rapport aux jeux statiques, se caractérisent par l'introduction de variablesd'état évoluant au cours du temps suivant une dynamique discrète :xn+1 = xn + �tn f(xn;vn1 ; : : : ;vnN) ; x0 = x ;ou continue : _yx(t) = f [yx(t);v1(t); : : : ;vN (t)] ; yx(0) = x :Les N agents prennent alors des décisions à chaque instant du jeu. On voit dans ces formu-lations que l'évolution de l'état (qui décrit le phénomène étudié) dépend des décisions desagents. De même, on prendra typiquement pour chaque joueur une fonction d'évaluationdu type : Ji(x; v�1; : : : ;v�N ) = ��1Xn=0�tnl(xn; vn1 ; : : : ;vnN) + L(x�)ou Ji[x; v1(:); : : : ;vN(:)] = Z �0 li[yx(t);v1(t); : : : ;vN (t)]dt+ Li[yx(�)] ;où li correspond à un coût instantané, �/� à l'instant �nal du jeu, premier temps d'atteinted'une cible � , et Li à l'évaluation de l'état �nal. Dans le cas discret, les deux traditionsdes jeux statiques et dynamiques se retrouvent, la dynamique correspondant aux inter-temporalités des économistes (à ne pas confondre avec les jeux répétés classiques). Dansle cas continu, cette modélisation par jeux dynamiques conduit à des di�cultés mathé-matiques importantes. On parle de jeux di�érentiels. Les motivations initiales des jeuxdynamiques étaient militaires. Dans ces applications, l'ensemble des joueurs se limite leplus souvent à deux agents (par exemple un missile et un avion), de contrôle v1 2 V1 etv2 2 V2, � qu'on renotera dans la suite u 2 U et v 2 V, pour alléger les écritures, �ayant des objectifs opposés � jeux à somme nulle, J1 = �J2: Ainsi J � J2 peut repré-senter un temps de capture : le premier joueur cherche à minimiser ce temps tandis que lesecond joueur cherche à le maximiser. C'est précisément le cas lorsque l � �l1 = l2 � 1 etL � L1 = L2 � 0. Plus généralement, lorsque L et l sont respectivement inférieurementet inférieurement positivement bornés, on parle de jeu dynamique de poursuite évasion.2.2 Jeux di�érentiels à instant �nal variableDepuis Isaacs [87], résoudre un jeu di�érentiel de poursuite évasion consiste à déter-miner depuis quelles positions initiales x, en combien de temps � (ou plus généralementpour quelle valeur du critère J) et à l'aide de quelles stratégies est possible la victoire dupoursuivant (� �ni) ou du fugitif (� in�ni).En utilisant la programmation dynamique, la question des temps de victoire (ou plusgénéralement valeurs du critère J) � Game of Degree dans la terminologie d'Isaacs, �conduit formellement à une équation aux dérivées partielles d'Hamilton-Jacobi, appeléedans le cas des jeux équation d'Isaacs : 20



maxv2V minu2U fhf(x;u;v);rU(x)i+ l(x;u;v)g = 0 ; (2.1)véri�ée sous certaines conditions de régularité par la fonction valeur U . La résolutionanalytique de tels jeux présente d'importantes di�cultés. Les méthodes employées ne sontpas systématiques, et sont étroitement liées aux caractéristiques des jeux étudiés. On parlede théorie des jeux dynamiques d'Isaacs-Breakwell-Bernhard. C'est ainsi qu'à ce jour unnombre restreint de jeux ont été résolus. Même des jeux de poursuite évasion d'apparencetrès simple ne trouvent pas encore de solution satisfaisante. Citons par exemple le jeu desdeux voitures, déjà présent dans le livre d'Isaacs [87], et qui n'a à ce jour que des solutionspartielles.Récemment (Rapaport, [116, 117]), et toujours en poursuivant des idées d'Isaacs, laquestion des domaines de victoire, ou Game of Kind, a reçu un traitement dual menant àune inéquation d'Hamilton-Jacobi, dite inéquation d'Isaacs du jeu de poursuite évasion :(�R� (x)� U(x)) ^ maxv2V minu2U hf(x;u;v);rU(x)i = 0 ;où �R� (x) est la distance (orientée) à la cible � (écrétée inférieurement au niveau �R,R �xé positif), et U correspond cette fois à la valeur du jeu dit en distance minimum(écrétée), de critère : J [x;u(�);v(�)] := inft�0 �R� [yx(t)] :À partir de la surface de niveau 0 de ce nouveau jeu, on peut déduire la barrière du jeude poursuite évasion précédent, c'est-à-dire la surface séparant les domaines de victoiredu poursuivant de celui du fugutif.Une première contribution de la Partie II de cette thèse Jeux Di�érentiels à instant �nalvariable est de montrer sur un exemple de jeu concret (déjà résolu par Bernhard [29] etMasle [110] dans sa version �poursuite évasion�) comment l'étude �à la main� des jeux depoursuite évasion, selon la méthode d'Isaacs-Breakwell-Bernhard, peut être adaptée auxjeux en distance (et plus généralement en coût) minimum. On obtient alors analytiquementl'existence ou non d'une barrière d'un jeu de poursuite évasion, et sa description éventuelle,comme surface de niveau 0 (si elle existe) du jeu en distance minimum. Mais de mêmeque pour les valeurs des jeux de poursuite évasion, peu de barrières peuvent ainsi êtredéterminées analytiquement.2.3 Méthodes numériques pour l'(in-)équation d'IsaacsDevant ces di�cultés analytiques, il est apparu nécessaire de développer des méthodesde résolution numérique. Pour un historique de ces méthodes, on renvoie au livre de Bardi-Capuzzo Dolcetta [9], en particulier les notes bibliographiques des Chapitres VI, VIII, etde l'Appendice A (dû à M. Falcone).2.3.1 Méthodes numériques dans le cadre des solutions de viscositéDans le cadre des solutions de viscosité, les premières publications relatives à des pro-blèmes de jeux di�érentiels à conditions aux bords de Dirichlet (pour des fonctions valeurscontinues) sont Alziary de Roquefort [1] et Bardi-Soravia [12] � ce dernier utilisant les no-tions de limite faible et conditions aux bords au sens des solutions de viscosité introduitespar Barles-Perthame. Ces mêmes notions étaient parallèlement mises en ÷uvre dans un21



cadre abstrait général par Barles-Souganidis [17] � cadre couvrant notamment l'adap-tation aux jeux par Pourtallier-Tidball [115] de schémas à la Kushner pour le contrôlestochastique [95, 97].La particularité de cette dernière méthode, par di�érences �nies dans le sens du vent(et qui est celle sur laquelle on se base dans le présent travail), est d'obtenir une approxi-mation de (2.1) qui s'interprète tout naturellement comme l'équation de programmationdynamique d'un jeu stochastique discret 2. Cela revient donc à l'approximation d'un jeudi�érentiel (à temps continu) par un jeu stochastique à temps discret. Cette interprétationprobabiliste était d'ailleurs le seul outil dont on disposait pour obtenir des résultats deconvergence des schémas, avant d'avoir exhibé le �bon� concept de solution de viscositéd'edp.En�n, le cas des fonctions valeurs des jeux discontinues a été étudié par Bardi et al.[8, 7, 11].2.3.2 Autres méthodesDepuis les années 1970, on doit également de nombreuses et importantes contributionsà ces méthodes numériques (en particulier, et aux jeux di�érentiels en général) à l'ecoled'Ekaterinburg (voir par exemple Krasovskii, Subbotin et Tarasyev [93, 128, 130, 129]),obtenant indépendamment de nombreux résultats équivalents à ceux de la théorie dessolutions de viscosité. En�n, dans le milieu des années 90, l'approche aux problèmes decontrôle optimal par la théorie de la viabilité débouchait elle aussi sur des méthodesnumériques pour les jeux di�érentiels (voir par exemple Cardaliaguet, Quincampoix etSaint-Pierre [47, 48, 49]).2.3.3 Contribution à ces méthodes numériquesLe présent travail étudie un schéma à la Kushner pour les jeux di�érentiels de poursuiteévasion, tant du point de vue du Game of Degree que de celui du Game of Kind. En e�et,la dualité entre l'équation et l'inéquation d'Isaacs d'un jeu de poursuite évasion s'illustrede manière particulièrement �agrante dans les algorithmes de résolution numérique, quifonctionnent de manière analogue dans les deux cas (la raison en étant que l'équationet l'inéquation possèdent des propriétés de structure analogues en termes de solutions deviscosité, voir Annexe A).Plus précisément, on distingue traditionnellement deux approches dans l'étude desproblèmes de (contrôle optimal ou de) jeux di�érentiels par edp : continue et discontinue,voir Barles [14].Dans l'approche continue, on suppose a priori la continuité de la solution S (dansun sens à préciser) du jeu di�érentiel. S est alors l'unique solution de viscosité de l'(in-)équation d'Isaacs I du jeu. La faiblesse de cette approche est que l'hypothèse de continuitéglobale de la solution S est rarement réalisée en pratique, comme le remarquait déjàCarathéodory [46] à propos d'un problème de navigation en temps minimal, dit problèmede Zermélo.Dans l'approche discontinue, plus réaliste, aucune hypothèse de régularité n'est faitesur S, en dehors du caractère localement borné. En l'absence de théorème d'unicité dans laclasse des solutions de viscosité discontinues de l'équation I, on ne peut pas caractériserS à l'aide de cette classe de solutions. Suivant les travaux de l'école italienne [8, 7],2. Les jeux dynamiques stochastiques à temps discret généralisent leurs homologues déterministes en introdui-sant des probabilités de transitions pxn+1(xn;v1; : : : ;vN ) de passer de l'état xn à l'état xn+1 à l'étape n, sachantque les décisions des joueurs à cette étape sont v1; : : : ;vN , voir Partie II, Chapitre 8.22



on caractérise alors S comme solution enveloppe (minimum des sur-solutions de viscositéfortes ou maximum des sous-solutions de viscosité de I, suivant qu'on se place en poursuiteévasion ou en distance minimum, voir Partie II, Chapitre 5).Se situant principalement dans l'approche discontinue, on présente dans notre travaildes moyens de calcul de ces solutions enveloppes (correspondant aux travaux précitésde Bardi et al., dans le cas des jeux de poursuite évasion). Une deuxième contributionde ce travail Jeux di�érentiels à instant �nal variable (Partie II de cette thèse) consistealors en une approche numérique pour l'inéquation variationnelle d'Isaacs, c'est-à-direune approche quantitative pour l'étude du Game of Kind, faisant suite aux travaux deRapaport [116, 117], Pourtallier-Tidball [115], et Bardi et al. [7, 8, 9].En�n une troisième contribution de ce travail est de présenter nos schémas numériquespar jeux à di�érences �nies sur maillages déstructurés, en présentant des conditions géo-métriques sur ces maillages pour que les schémas convergent. On éclaire ainsi le rôle jouépar la géométrie des maillages sur la convergence, en même temps qu'on ouvre la porte àune utilisation élargie de ces schémas, par exemple dans le cadre de problèmes inverses,susceptibles de comporter des données en des points de l'espace arbitrairement distribués.
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Chapitre 3Travaux relatifs à la FinanceLes travaux correspondant aux Parties III et IV de cette thèse s'inscrivent dans unetendance actuelle voyant l'émergence de méthodes numériques par edp en �nances. C'estainsi que la Journée du 29 septembre 2000 de l'Association Frontières en Finance avaitpour thème �Équations aux Dérivées Partielles en Finance� (Organisateurs Rama Cont etStephane Denise [54]).En e�et, à l'origine, les mathématiques �nancières se sont davantage tournées du côtédu calcul des Probabilités, suivant en cela le chemin tracé par leur fondateur, Louis Ba-chelier [4]. La première formulation en termes modernes d'edp d'un problème d'évalua-tion/couverture d'options remonte à 1973 (équations de Black-Scholes [36]); et si l'onexcepte quelques travaux (par exemple à la CAR dans les années 1980, e.g. Barles etal. [15], ou encore Jaillet-Lamberton-Lapeyre [91]), l'intérêt des numériciens pour ces pro-blèmes est encore beaucoup plus récent. En e�et, d'une part les opérationnels de marché sesont longtemps contentés de modèles discrets arborescents, plus proches de leur intuition;d'autre part, les numériciens ont longtemps considéré les problèmes d'edp correspondantscomme résolus (problèmes paraboliques), n'ayant pas, faute d'avoir eu l'occasion de lesregarder d'assez près, intégré les spéci�cités �nancieres de ces problèmes (singularités desfonctions de gain, gestion simulatanée d'un grand nombre d'options et nécessité d'adopterdes traitements collectifs).Finalement, il a fallu attendre les travaux sur la calibration dans la lignée de l'ap-proche de Dupire [68], pour voir émerger réellement des méthodes d'analyse numériquepar edp en �nance. Le ra�nement des modèles survenu parallèlement (quoique le modèlede Black-Scholes standard reste en pratique la référence incontournable sur les marchésd'option), et la nécessité de calculs en plusieurs dimensions d'espace, dans des domainesnon rectangulaires, a par ailleurs entraîné le recours à des méthodes d'éléments �nis.La recherche correspondant aux Parties III et IV de cette thèse a été développée àpartir des travaux réalisés dans le cadre du contrat No 197E685 entre l'INRIA et laCAR (Caisse Autonome de Re�nancement, Groupe CDC-Caisse des Dépôts, Paris). Lespremières conclusions auxquelles la réalisation du contrat a permis d'aboutir ont faitl'objet d'une présentation orale aux opérationnels de CDC Marchés (le 6 novembre 1997,au Salon Blanc du 98, rue de l'Université à Paris), puis d'un rapport �nal à la CAR(Crépey [64, Juin 1999]).Les travaux ici présentés se décomposent en deux parties distinctes, un travail sur unbenchmark de schémas numériques pour l'évaluation et la couverture de produits dérivés,et un travail sur un algorithme de calibration de la volatilité locale. Ce dernier a étéprésenté au Séminaire �Modèles Stochastiques en Finance� (R. Cont et N. El Karoui,org.), à l'école Polytechnique, le 30 octobre 2000.
25



3.1 Enjeux et risques des produits dérivésOn a assisté ces dernières années à une explosion des transactions �nancières, notam-ment sur les produits dérivés, rendue possible (suivant une analyse de J.M. Lasry, lorsdu colloque Risque et Enjeux des Marchés Dérivés, Paris, mars 1995) par les �progrès del'informatique, une ingéniosité croissante en matière �nancière, juridique et �scale, et ledéveloppement de modèles mathématiques pour ces problèmes�.L'intérêt des produits dérivés, ou �produits sur produits�, est de permettre une meilleureallocation des ressources (échange d'avantages comparatifs) et des risques (transférés versdes spécialistes). Les produits dérivés permettent en e�et d'abaisser les coûts de tran-saction. Ainsi, un swap sur taux coûte moins cher que les transactions correspondantes.De même, un call coûte moins cher que sa stratégie de réplication, consistant à ajusterà chaque instant, moyennant un coût de transaction, les parts d'actif risqué et de cashcontenues dans le portefeuille de couverture. Les dérivés permettent aussi une meilleuregestion des risques, plus ciblée, moins coûteuse que le traditionnel recours à un coussinde couverture à l'aide de fonds propres. En�n, les produits dérivés complètent le marchéen externalisant la gestion de certains risques, con�és à des spécialistes de ces produits ;d'où la possibilité d'investir avec moins de fonds propres, et un e�et réel sur l'économie.Des incidents croissants en fréquence et en gravité ces dernières années (par exemplel'a�aire Barings en 1987) ont conduit à s'interroger sur la possibilité d'un problème defond qui serait lié à l'usage de produits dérivés. Les produits dérivés sou�rent d'abordd'une complexité non encore maîtrisée et d'une certaine opacité, surtout au niveau descontrôleurs. Ainsi, la plupart des a�aires récentes, comme Barings, comportent un aspectde manipulation de comptes et auraient pu être évitées à l'aide d'examens comptablesminutieux. On évoque aussi un e�et de levier des produits dérivés, qui permettent d'ob-tenir, en échange d'une prime initiale, un �ux terminal aléatoire. En outre, la couverturedes dérivés, pouvant conduire à l'acquisition de sous-jacent en cas de hausse des courset vente en cas de baisse, contribuerait à augmenter la volatilité et donc le risque dumarché. Un discours opposé soutient que l'augmentation du nombre de participants dueaux dérivés aurait un e�et stabilisant sur le marché ; mais en cas de crise, un e�et demimétisme des agents peut inverser cet e�et de moyenne. En�n, les dérivés créeraient durisque systémique (de faillite en chaîne), en donnant une large part à des produits faible-ment compensés. Mais les procédés de compensation tendent à se généraliser, tant sur lesmarchés organisés que dans les transactions de gré à gré.En conclusion, les accidents mettant en cause des produits dérivés semblent plutôtrelever de �maladies infantiles�, dues à un manque d'expérience de ces produits, auxquellesla maturité et une mutation perceptible des institutions �nancières (développement desactivités de Contrôle des Risques) devraient �nir par remédier. Du reste, d'autres secteurs,comme l'immobilier, ont fait perdre aux banques ces dernières années bien davantage queles produits dérivés.3.2 Modélisation �nancièreSur le plan épistémologique, les mathématiques �nancières se trouvent a priori dansune position délicate. En e�et, le rapport du monde physique aux mathématiques censéesles modéliser est particulièrement faible en �nance. Ainsi la modélisation des cours de labourse par des di�usions, même à sauts, est-elle grossièrement simpliste. De même, chacuns'accorde à reconnaître qu'une volatilité, �ça n'existe pas�, et que la vraie loi à identi�er estcelle utilisée par les opérateurs de marché. Cependant, l'utilisation massive par ceux-ci demodèles mathématiques font a posteriori de ces modèles une vraie composante de la réalité26



�nancière. En�n, le prix Nobel d'économie attribué en 1997 à Merton et Scholes (Black,décédé, étant cité dans la décision) pour leurs travaux en mathématiques �nancières estvenu valider, s'il en était encore besoin, le caractère scienti�que de cette discipline.À propos des produits dérivés, les développements mathématiques qui nous intéressentle plus dans cette thèse se rapportent aux options, ou droits d'exercer certaines transac-tions (achats, options call, ou ventes, options put) lors de diverses échéances, moyennantle paiement d'une prime initiale.Ainsi, le call européen d'échéance T et prix d'exercice K; sur un sous-jacent S; consisteen un contrat, ouvrant droit à acheter une action de sous-jacent à la date T , à la valeurK, quel que soit le cours ST . À la date T , le détenteur du call exerce son option siST > K, réalisant alors un gain instantanné de ST �K (en l'absence supposée de coûts detransaction). Si ST � K il n'exerce pas (car ce serait à son détriment), ce qui est loisible.Ce contrat est donc équivalent à un �ux terminal de valeur (ST �K)+ (dépendant de lavaleur ST de l'actif sous-jacent à la date T , d'où la dénomination de produit dérivé, ouproduit sur produit). L'intérêt peut être par exemple, pour l'acquéreur d'une telle option,de se prémunir contre des hausses de cours au-delà de K, tout en se réservant la possibilitéde béné�cier d'évolutions favorables en deçà.Au delà de cet exemple élémentaire, il existe une très grande variété d'options. Lesplus classiques, dites vanilla, sont échangées sur des marchés organisés et servent en outreà en construire de plus complexes, dites exotiques, échangées de gré à gré.Les problèmes qui se posent sont alors :� pour l'acheteur d'une telle option, de savoir combien il consent à acquérir le droitqu'elle ouvre (problème de l'évaluation) ;� pour le vendeur, d'être en mesure d'honorer les transactions exigibles de lui lors deséchéances (problème de la couverture).C'est pour résoudre ces problèmes qu'on recourt à la modélisation mathématique.Tandis que les opérations de marché se déroulent par dé�nition en temps discret, lamodélisation mathématique utilise surtout le temps continu. C'est en e�et ainsi qu'onobtient les développements les plus substantiels, quitte ensuite à discrétiser pour résoudrenumériquement et retrouver le séquencement des ordinateurs.Dans toute la partie de thèse relative à la �nance, on utilisera le plus souvent lemodèle (lognormal) de Black-Scholes unidimensionnel, comme sous-jacent sur lequel portel'option.Ce modèle fut introduit en 1973 par les auteurs dont il porte le nom, et rendu rapide-ment célèbre par ses qualités pratiques en terme de couverture sur les marchés d'option[36]. En e�et, autant en physique les lois naturelles imposent des contraintes très fortessur les modèles, autant en �nances, on n'a pas de telles lois 1. De plus, les approcheshistoriques sont peu opérantes en �nances, l'identi�cation de paramètres ou le test d'unehypothèse d'adéquation de modèle avec un seuil de con�ance raisonnable requerrant bana-lement un jeu d'observations qui, pris au jour le jour sur les marchés �nanciers, serait étalésur plusieurs (centaines d')années. Par conséquent, on s'en tient à des modèles simples,même irréalistes � tel le modèle lognormal unidimensionnel, qui a ainsi les vertus d'êtreexplicite et d'o�rir l'intuition d'un rendement moyen plus un bruit constant (la volatilité),mais représente tout de même un cas extrême, fréquemment enrichi : modèles à sauts, mo-dèles à volatilité stochastique (dont, comme on le verra dans la Partie IV de cette thèse,modèle lognormal à volatilité variable), ...1. Sauf peut-être la théorie générale de l'équilibre, mais comme le remarquait Denis Talay (Conférence detechniques avancées de gestion de portefeuille, Nice-Sophia-Antipolis, octobre 1997), on n'a jamais dérivé dedynamique de prix �équilibre-compatible�. 27



Dans ce contexte, on comprend également que la précision recherchée pour les calculspuisse être moindre qu'en physique, eu égard à la moins bonne spéci�cation des modèles.La nécessité de calcul en temps réel, plusieurs fois par jour, en salle des marchés, impose enrevanche une contrainte de vitesse de calcul accrue par rapport aux problèmes de physique(EDF fait tourner plusieurs semaines son plus gros Cray pour évaluer par une méthodede Monte-Carlo un coe�cient de �abilité d'une centrale nucléaire).On supposera les hypothèses habituelles (quoique grossièrement irréalistes) de marchés�nanciers liquides, sans arbitrages (absence d'écart entre l'o�re et la demande, existence àchaque instant d'acheteurs et de vendeurs, absence d'opportunité de placement sans risquerapportant plus que le taux court de l'économie r), et parfaits (absence de restrictionsjuridiques, légales ou �nancières sur les ventes à terme, absence de coûts de transactions),voir El Karoui [69].Sous ces hypothèses, et par exemple dans le modèle de Black-Scholes, on a par desconsidérations d'arbitrage une probabilité risque-neutre P (unique, dans un marché com-plet, par exemple le modèle de Black-Scholes sous les hypothèses précedentes), sous la-quelle le cours du sous-jacent actualisé au taux r est une martingale, et le prix d'uneoption (européenne), ou prime initiale d'un portefeuille auto�nançant qui duplique l'op-tion, est une espérance actualisée au taux r du gain de l'option à l'échéance. Étant donnéel'ine�cience de la probabilité historique dans ce contexte, et la prééminence de cette pro-babilité risque-neutre P , on se placera directement dans les travaux de cette thèse sous laprobabilité P , en passant sous silence la probabilité historique, pour alléger les notations.On constate au passage que le paramètre déterminant du modèle est la volatilité, c'est-à-dire la composante stochastique de la dynamique, � la composante déterministe sousla probabilité risque-neutre P se ramenant à une dérive au taux court de l'économie r,quelle que soit la tendance réelle du sous-jacent sous la probabilité historique. La situationest donc inversée par rapport aux modèles stochastiques de la physique, dans lesquelsla dérive (déterministe) est en général l'élément essentiel, auquel vient parfois s'ajouterun bruit, pour traduire une information incomplète sur le système, ou l'existence d'uneperturbation.3.3 Méthodes directes et problèmes inversesOn peut distinguer deux grands champs d'application des méthodes numériques paredp en �nances (voir [54, Vol. I et II]). Les méthodes directes visent à traiter les problèmesd'évaluation/couverture de produits dérivés, à partir de données exogènes relatives à leurssous-jacents; les méthodes inverses, s'attachent au contraire à inférer des données relativesaux sous-jacents, à partir de prix observés sur les marchés d'options (en vue d'utiliser lesdonnées ainsi calibrées, à des �ns d'évaluation/couverture d'autres produits).On peut de fait voir les deux travaux présentés dans les Parties III et IV de cette thèse,comme un exposé de techniques et résultats numériques par edp relatifs à des problèmesd'évaluation/couverture d'options d'une part (Partie III), et d'autre part (Partie IV)l'étude mathématique d'un problème inverse de calibration.3.3.1 Benchmark de schémas numériquesCe premier travail, exposé dans la Partie III de cette thèse intitulée Évaluation etcouverture de produits dérivés � Benchmark de schémas numériques par di�érences ouéléments �nis, a été réalisé sous la direction de Pierre-Louis Lions 2, avec la collaboration2. Alors consultant à la CAR, Professeur à l'Université Paris IX.28



d'Éric Fournié 3. Il présente des aspects de l'analyse numérique appliquée à la �nance.L'objectif est l'évaluation des produits dérivés, et de leur sensibilité par rapport à diversparamètres d'intérêt. Ces sensibilités, ou Grecs, interviennent en e�et dans les calculs decouverture. Ce benchmark numérique est pour nous l'occasion d'évoquer de nombreusestechniques mathématiques de résolution des edp pour aborder les problèmes d'estimationet de couverture. Certaines d'entre elles peuvent être soulignées comme présentant deséléments nouveaux � principalement dus à P.-L. Lions, � concernant en particulier:� l'évaluation d'une option à bords courbes ;� l'évaluation d'une option à payo� (fonction de gain) discontinue ;� l'évaluation d'un put asiatique, européen ou américain ;� le calcul de prix d'options à l'aide d'arbres à cinq branches, plutôt qu'à deux ou troisbranches, selon l'usage en vigueur sur les marchés �nanciers.Les méthodes d'éléments �nis présentées à titre de comparaison pour les problèmes àbords courbes décrits dans cette Partie de thèse sont dues à Jerôme Busca.3.3.2 Calibration d'une nappe de volatilité localeLe second travail, Sur un algorithme de calibration de la volatilité locale, a été réa-lisé sous la direction de Henri Berestycki 4, avec la collaboration de Jérôme Busca 5. Ilconcerne le calibrage de la volatilité d'un sous-jacent en fonction des prix des produitsdérivés observés sur le marché, suivant une modélisation de S. Osher et R. Lagnado [99].Mathématiquement, le problème obtenu a la structure standard d'un problème de contrôleoptimal d'équations aux dérivées partielles. Ici le contrôle est la volatilité, fonction dutemps et du cours du sous-jacent. Le critère est le résidu quadratique des valeurs cal-culées avec ce contrôle par rapport aux prix observés sur le marché. De plus, on ajouteun terme de régularisation a�n d'obtenir une nappe de volatilité su�samment régulière,compatible avec l'idée que s'en font les opérationnels. En dépit de cette structure stan-dard, la manière dont le contrôle apparaît dans les équations rend di�cile l'obtention derésultats mathématiques sur ce problème (ceci deviendrait encore plus vrai en dimensionsupérieure d'espace, lorsque le dérivé peut dépendre de plusieurs sous-jacents). Notre ef-fort porte donc, d'une part, sur les aspects mathématiques de ce problème, tels que larecherche de résultats d'existence, unicité et stabilité du contrôle optimal (sous hypothèsede régularisation); d'autre part, il s'agit de déterminer numériquement une nappe de vo-latilité lisse qui reproduise aussi bien que possible les prix de marché (en calculant aupassage une fonction de Green).

3. Alors ingénieur �nancier à la CAR, PAST à l'Université Paris VI.4. Alors consultant à la CAR, Professeur à l'Université Paris VI.5. Alors stagiaire à la CAR, Doctorant à l'Université Paris VI.29





Chapitre 4Conclusion généraleSi l'on excepte l'équation d'Euler (10.2), partie IV, tous les problèmes traités dans cettethèse tombent dans le champ de l'équation de Hamilton-Jacobi suivante � T pouvant êtrein�ni, et/ou l'équation posée sur un sous-domaine en espace, moyennant l'introductiond'une condition au bord :( @tu�H(t;x;u;ru)� 12Tr(��tHu) + �u ^ (u�  ) = �; t < TujT � ' (4.1)� gradient (matrice Hessienne) en espace r(H).Le cas des jeux di�érentiels correspond au cas limite d'un Hamiltonien H fortementnon linéaire, et d'une volatilité � entièrement dégénérée (� � 0 ; ce qui ne fait qu'accroîtrela di�culté du problème, car un terme de di�usion est doté de propriétés régularisantes).Les problèmes de �nance représentent un autre cas extrême où H est linéaire, la di�-culté provenant alors souvent de la présence d'obstacles  , ou de conditions terminales 'singulières.Une particularité de l'équation (4.1) est de se prêter à une interprétation trajectorielle,en termes de l'équation suivante : dxs = �ds+ �dws� éventuellement contrôlée, et assortie de temps de sortie ou d'arrêt � . Dans le casdéterministe, on parle de méthode des caractéristiques ; obtenant dans le cas stochastiquedes formules de type Feynman-Kac.L'équation (4.1) n'est pas nouvelle. Son analogue sous forme divergence a reçu untraitement systématique dans les années 1970 (synthétisé par exemple dans le livre deBensoussan-Lions [24]), à l'aide de méthodes d'énergie (formulations variationnelles), dansun contexte de solutions fortes d'edp. L'équation (4.1), sous forme non-divergence, a en-suite pu être étudiée dans les contextes successifs de solutions de viscosité (années 1980)puis W 1;2p;loc-solutions de viscosité (années 1990), à l'aide de principes du maximum.Les divers travaux de cette thèse peuvent être vus comme des rami�cations de cesrecherches, dans un contexte de solutions discontinues (cas des jeux), ou (cas de la �-nance) pour des problèmes posés dans tout l'espace, (pour le problème de calibration)à coe�cients principaux �/mineurs, (seulement) continus/mesurables. Des méthodes derégularisation permettent d'aborder ces problèmes au plan numérique.
31





Deuxième partieJeux Di�érentiels à instant �nalvariable
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Ce travail est d'abord un état de l'art de l'approximation numérique par edp pour larésolution des jeux di�érentiels de poursuite évasion. On adopte un point de vue uni�épermettant de traiter à la fois le Game of Degree : calcul de la valeur du jeu de captureévasion, ou résolution de l'équation d'Isaacs associée à ce jeu ; et le Game of Kind : dé-termination de la barrière du jeu de poursuite évasion, via la résolution d'une inéquationd'Hamilton-Jacobi, appelée inéquation d'Isaacs, associée à un nouveau jeu di�érentiel, encoût (distance) minimum.On présente un schéma numérique par jeux à di�érences �nies sur maillage déstructuré,a�n de faire ressortir les propriétés géométriques des maillages essentielles à la convergencedu dit schéma, et d'étendre l'utilisation possible de ce schéma, par exemple à des problèmesinverses.La résolution analytique complète d'un jeu concret, dans ses deux versions Kind etDegree, vient par ailleurs montrer comment adapter au Game of Kind les techniques à laIsaacs-Breakwell-Bernhard de calcul des valeurs des jeux.Ce travail a été réalisé sous la direction conjointe de Pierre Bernhard (Université Nice/I3S CNRS) et Odile Pourtallier (INRIA Sophia Antipolis), en collaboration avec AlainRapaport (INRA Montpellier). Une version préliminaire a fait l'objet d'une communica-tion orale [32] et a été acceptée à paraître dans un ouvrage en collaboration [33].
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Chapitre 1IntroductionOn poursuit dans cette Partie l'étude initiée par Alain Rapaport [116, 117] des jeuxdi�érentiels à instant �nal variable: jeux de poursuite évasion ou jeux en coût minimum.Ceux-ci permettent de développer une approche uni�ée par équations aux dérivées par-tielles (edp) des aspects tant quantitatifs que qualitatifs des jeux di�érentiels de poursuiteévasion. Le problème quantitatif, ou Game of Degree [87] conduit à l'étude de l'équa-tion d'Isaacs du jeu de poursuite évasion. Le problème qualitatif, ou Game of Kind [87],concerne notamment la détermination d'une barrière éventuelle, séparant une zone decapture d'une zone d'évasion du jeu. Ce problème peut pour sa part être appréhendé àtravers l'étude d'une inéquation variationnelle, qu'on appellera dans ce travail inéquationd'Isaacs du jeu de poursuite évasion. Il s'agit en fait de l'équation d'Isaacs d'un nouveaujeu di�érentiel, en distance minimum [20, 21].Décrivons le plan de ce travail. Le Chapitre 3 présente les jeux di�érentiels à instant�nal variable, jeux de poursuite évasion ou en coût minimum, tels qu'ils furent introduitsinitialement par Isaacs [87], et étudiés par Alain Rapaport [116, 117]. Le Chapitre 4illustre sur l'exemple d'un jeu concret les concepts généraux ainsi introduits. Cet exempleest issu de la modélisation d'un problème de servomécanisme. Le jeu de poursuite évasioncorrespondant avait été introduit et résolu analytiquement par Pierre Bernhard et J.-F.Masle [29, 110]. On présente ici une résolution analytique du jeu en distance minimum.Celle-ci débouche sur une détermination de la barrière du jeu de poursuite évasion, quellesque soient les valeurs des paramètres du jeu � tandis que l'étude de Bernhard-Masle avaitlaissé ouverte la question de l'existence ou non d'une barrière, pour certaines valeurs desparamètres. Le Chapitre 5 décrit les liens existant entre les fonctions valeurs de nos jeuxet leurs équations d'Isaacs. Par valeur du jeu, on entend ici la valeur VREK inférieure, ouplus exactement sa transformée de Kruzkov [133, 121, 71]. Mais on pourrait obtenir desrésultats analogues concernant la valeur VREK supérieure. Ainsi obtient-on égalementdes résultats d'existence de (valeurs de) points-selles pour nos jeux.On étudie ensuite un schéma d'approximation par jeux à di�érences �nies pour lesfonctions valeurs de nos jeux. Le Chapitre 6 introduit le dit schéma, dont une particularitéest de pouvoir également s'interpréter comme l'approximation de nos jeux di�érentielspar des jeux discrets stochastiques. Initialement introduits par Kushner pour résoudrenumériquement des problèmes de contrôle optimal [95], de tels schémas furent adaptésaux jeux par Pourtallier et Tidball [115] ; ils relèvent par ailleurs du cadre abstrait généraldé�ni par Barles et Souganidis [17] et également considéré dans Bardi et al. [8, 11] ; ilssont en outre voisins de schémas obtenus par approximation d'Euler de la dynamique(Bardi, Bottacin, Capuzzo-Dolcetta, Falcone, Soravia [12, 10, 8, 7, 125, 11]). On obtienten e�et dans ce cas comme dans l'autre des schémas d'approximation par di�érences�nies de la solution de viscosité [59, 14] de l'équation d'Isaacs [87] du jeu. On présente35



ici un schéma sur maillage déstructuré, a�n d'éclaircir le rôle de la géométrie du maillagesur la convergence, et d'étendre l'utilisation possible d'un tel schéma à des classes deproblèmes plus générales � on pense en particulier aux problèmes inverses. Au Chapitre7, on présente les résultats de convergence double (voir Bardi et al. [8, 7]) du schéma versles solutions enveloppes de viscosité de nos jeux (par application des résultats généraux deBarles et Souganidis [17]). A cause des discontinuités de ces dernières, on est en e�et obligéd'introduire une famille de jeux di�érentiels approximants, caractérisés par une dilatationde la cible dans le cas des jeux de poursuite évasion, ou une pénalité en temps dans lecas des jeux en distance minimum. L'application du schéma par jeux à di�érences �niesaux termes successifs de cette famille fournit la convergence annoncée. Chapitre 8, onexploite l'interprétation �jeux discrets stochastiques� de ce schéma, pour obtenir � dansle cas des jeux de poursuite évasion � des résultats de convergence simple. Ces résultatssont obtenus sous des hypothèses de régularité locale (mais néanmoins restrictives), quin'excluent pas, a priori, la présence de discontinuités dans les fonctions valeurs de nosjeux. Chapitre 9, on présente des résultats d'expériences numériques sur le problème duservomécanisme résolu analytiquement Chapitre 4. La Conclusion évoque des approchesalternatives.Mais d'abord, le Chapitre 2 rassemble une série de Lemmes élémentaires, auxquels lelecteur sera invité à se référer au �l de l'exposé. Avant tout,Dé�nition 1.1 Posant e�1 � 0, on appelle transformation de Kruzkov, notée �, l'ap-plication : R [ f+1g =: eR 3 t ��! �(t) = 1� exp(�t) 2 R ; (1.1)ou de manière équivalente : 1� �(�t) = et :
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Chapitre 2Lemmes élémentairesLemme 2.1 � désignant la transformation de Kruzkov (1.1),a. � est (strictement) croissante et concave sur eR , Lipschitzienne sur toute partie in-férieurement bornée de eR ;b. pour toute séquence �nie de réels x;y;z � � � ;s;t, on a :�(x+ y + z + � � �+ s+ t)= �(x) + exp(�x)�(y) + exp(�x� y)�(z) + � � �+ exp(�x� y � z � � � � s)�(t)= �(x) + [1� �(x)]�(y) + [1� �(x+ y)]�(z) + � � �+ [1� �(x+ y + z + � � �+ s)]�(t) :c. Pour toutes fonctions réelles l et L sur R+ , l positive ou nulle localement sommable :��Z ts=0 l(s)ds + L(t)� = Z ts=0 �(s)l(s)ds + �(t)S(t)(t � 0), �(s) � exp(� R s0 l), S � � � L.Preuvea. En e�et, �0(t) � e�t est positive sur R, bornée sur toute partie inférieurement bornéede R. �00(t) � �e�t est négative sur R.b. Par récurrence sur le nombre d'arguments de �, en utilisant la propriété de mor-phisme de l'exponentielle.c. Par b, ��Z ts=0 l(s)ds + L(t)� = ��Z t0 l� + �(t)S(t) ;où, �(R t0 l) étant l'intégrale de sa dérivée (dérivée t-presque partout, voir par exempleRudin [123, Théorèmes 8.17 et 8.18]),�(Z t0 l) = Z t0 �l ; t � 0 : 2Lemme 2.2 Pour tous réels a;b;c;d;e;f , on a les relations suivantes :i. a ^ b � c ^ d si � a � cb � d :ii. 0 � c ^ b� c ^ a � b� a si a � b ; jc ^ b� c ^ aj � jb� aj :37



iii. a ^ b� c ^ d � e ^ f si � a� c � eb� d � f:iv. ja ^ b� c ^ dj � e _ f si � ja� cj � ejb� dj � f:Preuve Dans toutes ces preuves, on peut supposer a � b, par hypothèse ou symétrie.Alors :i. a ^ b = a � c ^ d ;ii. c ^ b� c ^ a = 8<: 0 si c � ac� a si a � c � bb� a si b � c ;iii. a ^ b� c ^ d = � a� c � e � e ^ f si c � da� d � a� c � e sinon ;iv. si c � d, ja ^ b� c ^ dj = ja� cj � e ;sinon,ja ^ b� c ^ dj = ja� dj = (d� a) _ (a� d) � (c� a) _ (b� d) � (e _ f) : 2Lemme 2.3 Étant donnée une fonction à valeurs réelles étendues f , dé�nie sur un en-semble non vide X; alors, pour tout réel s,supX (s ^ f) = s ^ supX f :Preuve Si supX f � s, soit encore f � s, s ^ f � f , alorssupX (s ^ f) = supX f = s ^ supX f ;sinon, il existe une suite fn de valeurs de f , tendant (dans R) vers une limite l � s, quandn! +1, mais alorss � supX (s ^ f) � lim supn!+1 (s ^ fn) = s ^ l = s = s ^ supX f : 2Lemme 2.4 Notons C la classe des fonctions réelles (uniformément) continues, sur leproduit (compact) des ensembles non vides, alors supposés compacts, U et V. Pour toutesfonctions réelles F et G sur U� V, on a :a. dans R , supV infU F � infU supV F ;on appellera en conséquence valeur inférieure (respectivement supérieure ) de F , lemembre de gauche (respectivement droite) de l'inégalité ci-dessus ;38



b. si de plus F 2 C, alors F atteint ses extrema, extrema partiels, et valeurs inférieuresou supérieures, c'est-à-dire pour (u;v) 2 U� V :supU�VF = maxU�V FinfU�VF = minU�V FinfU F(�;v) = minU F(�;v)supV F(u;�) = maxV F(u;�)supV infU F = maxV minU FinfU supV F = minU maxV F ;c. si F � G , supV infU F � supV infU G ;soit, pour F ; G 2 C (voir b) :maxV minU F � maxV minU G ;on dira que l'opérateur de maxi-minimisation est monotone sur C ;d. si F ;G 2 C, G > 0, alors maxVminUFG et maxVminUF ont le même signe (simul-tanément � 0 ou � 0) ;e. supV infU F � supV infU G � supU�V(F � G)j supV infU F � supV infU Gj � supU�V jF � Gj ;f. quand n! +1, maxV minU Fn ! maxV minU Fdans R, si Fn tend vers F uniformément dans C ;g. � désignant la transformation de Kruzkov (1.1),�(supV infU F) = supV infU (� � F)si F inférieurement bornée, où les valeurs inférieures sont atteintes si de plus F 2 C ;h. Pour tout réel s,supV infU (s ^ F) = s ^ supV infU F ; infU supV (s ^ F) = s ^ infU supV F ;soit si F 2 C ,maxV minU (s ^ F) = s ^maxV minU F ; minU maxV (s ^ F) = s ^minU maxV F :Preuvea. En e�et, pour tout (u;v) 2 U� V :infU F(�;v) � F(u;v) � supV F(u;�) :39



b. Les quatre premières identités résultent de la continuité totale puis partielle de Fpar rapport à ses arguments u et v, sur le produit des compacts U et V: On a alors,pour " > 0, et v su�samment proche de v0 :�" � F(u;v)� F(u;v0) � minU F(�;v)�minU F(�;v0)� F(u0;v)�F(u0;v0) � " ;où u et u0 sont tels que :F(u;v) = minU F(�;v) ; F(u0;v0) = minU F(�;v0) :La fonction v ! minUF(�;v) est donc (uniformément) continue, sur le compactV. Elle y atteint donc son maximum, ce qu'exprime, vues les précédentes, l'avant-dernière identité, dont la dernière se déduit par application à �F .c. Si F � G, alors F(�;v) � G(�;v) pour tout v, donc infu2U F(u;v) � infu2U G(u;v).Puis supV infUF(u;v) � supV infU G(u;v) .d. On a, par positivité de G :maxV minU FG � 0 , 9v ; 8u; F(u;v)G(u;v) � 0, 9v ; 8u; F(u;v) � 0 , maxV minU F � 0 :Le cas � 0 se prête à un calcul analogue.e. Car F � G+supU�V(F�G), d'où d'après c la première inégalité dans e. La deuxièmes'en déduit en considérant conjointement l'inégalité obtenue en échangeant le rôle deF et de G.f. Corollaire immédiat de e.g. Par croissance de �, vue au Lemme 2.1.a,�(supV infU F) = supv2V �(infU F(:;v)) = supV infU � � F :Si F , et donc, toujours d'après le Lemme 2.1.a, ��F , appartiennent à C, on appliquede plus le b.h. Appliquer le Lemme 2.3 (et remarquer que s^F 2 C si F 2 C, par exemple en vertudu Lemme 2.2.ii). 2Lemme 2.5 Soit 
 un ouvert, � son complémentaire dans E := Rr (r 2 N�).a. 
 et � ont le même bord, qu'on notera �.b. � est vide si et seulement si � ou 
 est vide, ce que l'on exclut dans les point suivantsde ce lemme.c. Notons alors �� (x) la distance orientée du point x à � , c'est-à-dire, par dé�nition,plus ou moins la distance Euclidienne d�(x) de x à � selon que x 2 
 ou x 2 � .On introduit également �R� � (�R)_ �� (R �xé > 0), cette distance orientée écrétéeinférieurement au niveau �R. Notons en�n, pour " > 0,� " � fx 2 E j d� (x) � "g ;de bord �". Alors les fonctions �� ou �R� sont Lipschitziennes, et les ensembles � "sont fermés, comme � . 40



d. Sous l'hypothèse que � est convexe (plus généralement, proximalement lisse [53]),alors �" est une variété régulière de classe C1, pour " assez petit > 0.Preuvea. Par dé�nition, le bord @
 ne rencontre pas �
, qui coïncide avec 
 puisque celui-ciest ouvert. Donc @
 � � . De plus, quel que soit x 2 �� , l'ouvert �� contient uneboule centrée en x d'intérieur non vide, qui ne rencontre donc pas 
. Donc x ne peutappartenir à @
, qui ne rencontre donc pas �� . Ceci joint à @
 � � prouve @
 � @� .Réciproquement, tout point x 2 @� est limite de points de 
 (sinon x 2 �� ). Donc@� � 
. De plus, � étant fermé, on a @� � � , où � ne rencontre pas 
, alias �
.Joint à @� � 
, ceci prouve @� � @
. Finalement, @
 = @� = �.b. � vide équivaut à 
 = 
, fermé. 
 est alors simultanément ouvert et fermé dans leconnexe E = Rr , donc l'un des ensembles 
 ou � est vide.c. La distance orientée à un ensemble � non vide est Lipschitzienne (voir par exempleDelfour [65]). Cette même distance écrétée est alors à son tour Lipschitzienne, envertu du Lemme 2.2.ii. � " est en�n fermé, comme ensemble de niveau inférieur ouégal à " d'une fonction continue sur E .d. Car alors d� est de classe C1, rd� 6= 0, sur fd� < "g (" assez petit positif), voirClarke et al. [53, p. 133 et 135]. 2

41





Chapitre 3Généralités3.1 Dé�nitions et hypothèsesOn note toujours E l'espace d'état Rr (r 2 N�), muni de sa norme Euclidienne k � k.Dé�nition 3.1 Nous considérons dans ce travail des jeux di�érentiels (à deux joueurs,somme nulle) à instant �nal variable, formellement dé�nis par :� une dynamique, � _yx(t) = f(yx(t);u(t);v(t)); t � 0yx(0) = x ; (3.1)où u(t) 2 U compact Euclidien non vide (respectivement v(t) 2 V compact Euclidien nonvide) est le contrôle du minimiseur �u� (respectivement maximiseur �v�) ;� un critère, Jx � Jx(�) ( jeu de poursuite évasion pe), ou Jx = inft2R+ Jx(t) ( jeu encoût minimum cm), où pour t 2 R+ :Jx(t) � Jxu(:);v(:)(t) := Z t0 l[yx(s);u(s);v(s)]ds + L[yx(t)] 2 Ret Jx(+1) := +1 : (3.2)En poursuite évasion, � � �xu(�);v(�) 2 R+ désigne le temps de sortie d'un domaineouvert ; � 
 � E, c'est-à-dire de capture par la cible � � E n 
, ou encore d'atteinte dubord (Lemme 2.5) �, dans le �ot contrôlé (3.1).En�n, si le critère est I := ��J 2 R au lieu de J 2 eR , où � désigne la transformationde Kruzkov (1.1), on parlera de transformée de Kruzkov du jeu, ou jeu transformé.Hypothèse 3.2 Dans toute la suite, par jeu (di�érentiel à instant �nal variable) G, depoursuite évasion ou en coût minimum, on entendra par défaut un tel jeu véri�ant leshypothèses suivantes :� continuité de la paire constituée par la dynamique et le Lagrangien(x;u;v) 2 (E ;U;V) (f;l)�! (f;l)(x;u;v) 2 E � R ;et Lipschitz continuité de la dynamique f (et continuité uniforme du Lagrangien l, en coûtminimum) par rapport à x, uniforme en (u;v) ;� continuité (uniforme en coût minimum) de la composante terminale L du coût :x 2 E L�! L(x) 2 R ;
43



� existence de réels f;f;l;l;L, tels que pour tout (x;u;v) 2 E � U� V :8<: 0 < f <k f(x;u;v) k< f0 < l < l(x;u;v) < lL < L(x) : (3.3)Commentaire 3.3a. Ces hypothèses justi�ent a posteriori les Dé�nitions formelles 3.1, comme elles don-neront sens aux di�érentes notions de stratégies et valeurs (cf �3.2). Ainsi (voir parexemple Elliott-Kalton [71]) l'edo 3.1 admet une unique solution au sens de Cara-théodory 1, et le critère J est bien dé�ni, pour toute condition initiale x et paire destratégies en boucles ouvertes u(:) 2 U et v(:) 2 V 2, en poursuite évasion commeen coût minimum. De plus, la fonction Jx(t) est continue sur R+ , supérieure à savaleur en 0 pour t > l�1[L(x)� L].b. Les bornes (3.3) constituent une hypothèse forte sur le jeu, rarement véri�ée dans lesexemples classiques (voir Isaacs [87]). Cependant, on s'intéresse dans ce travail auxjeux di�érentiels à instant �nal variable, notamment en ce qui concerne les méthodesnumériques par di�érences �nies. Ces dernières seront �nalement appliquées à desversions localisées de nos jeux se disputant sur des compacts, moyennant l'introduc-tion de conditions aux bords appropriées. Or, si la paire (f;l) est rarement bornée surl'espace E tout entier, elle l'est en revanche toujours sur les compacts, par continuité.On dispose alors également des bornes (3.3), sous réserve de positivité (stricte) dek f k et l (voir également le point d ci-dessous concernant l'hypothèse de positivitéde k f k). On s'autorise donc ces hypothèses, qui devraient d'ailleurs pouvoir êtrea�aiblies sans porter atteinte à l'essentiel des résultats et méthodes présentés dansce travail.c. Les résultats et méthodes présentés ici se généralisent aux jeux non stationnaires,dans lesquels la paire (f;l), voire la composante terminale du coût L, ou même lacible � , et par conséquent le critère de coût J, peuvent dépendre explicitement dutemps : � f � f(t;x;u;v) ; l � l(t;x;u;v)L � L(t;x) ; � � � t : (3.4)En e�et, après extension de l'état du système à l'aide d'une variable temporelle trans-latée st(s) := t + s, la dynamique et le critère du jeu non stationnaire se réécriventrespectivement, pour u(�), v(�) mesurables sur R :8>>>>>><>>>>>>:
dds(st;yt;x � st)(s) = (1;f [(st;yt;x � st)(s);u � st(s);v � st(s)])(st;yt;x � st)(0) = (t;x)J t;xu(�);v(�) = Z ��ts=0 l[(st;yt;x � st)(s);u � st(s);v � st(s)]ds+L[(st;yt;x � st(s))(� � t)] 2 eR ; (3.5)où il faut lire conventionnellement J = +1 si � � � t;x est in�ni. On pourra alorsappliquer les résultats et méthodes étudiés dans ce travail au jeu d'état et dynamiqueétendus (t;x) et (1;f), de composantes intégrales et terminales du coût l et L, decible � , pouvant présenter des dépendances temporelles explicites � du moins si lejeu étendu véri�e les Hypothèses 3.2 (les hypothèses de régularité en temps qui enrésultent pouvant être a�aiblies).1. Solution presque partout, absolument continue.2. Applications mesurables sur R+ à valeurs respectives dans U et V, voir �3.2.44



d. L'hypothèse concernant la positivité de f n'est qu'apparente (elle est en elle-mêmerestrictive et inhabituelle). En e�et, d'une part, elle intervient seulement au niveaude la bonne dé�nition des schémas numériques, c'est-à-dire pas avant le Chapitre 6 ;d'autre part, si un jeu véri�e toutes les Hypothèses 3.2, sauf peut être celle concer-nant la positivité de f , alors on étend l'état du système, comme dans le cas nonstationnaire (équation 3.5, où la dépendance explicite de f , l, L et � en st est cettefois purement formelle, par stationnarité).Toutes choses égales par ailleurs, le jeu étendu entre bien dans le champ des Hy-pothèses 3.2, et ses sections suivant les di�érentes valeurs de t sont des copies dujeu initial, par stationnarité. On peut donc notamment appliquer les méthodes nu-mériques présentées dans ce travail au jeu étendu, pour calculer à l'aide de jeux àdi�érences �nies la valeur (au sens dé�ni �3.2) du jeu initial. Contrairement auxapparences, on verra le moment venu (�9.2) qu'il n'en résulte pas d'augmentationde la dimension sur le plan de la résolution numérique. En e�et, les sections du jeuétendu suivant les di�érentes valeurs t sont des copies les unes des autres, et on peutse contenter de calculer l'une d'entre elles.e. À un jeu de poursuite évasion, G, associons le jeu en distance minimum de mêmedynamique f , et critère inft�0 �� [yx(t)] (�� distance orientée à la cible � de G, voirLemme élémentaire 2.5.c). Ce jeu en distance minimum n'est pas un jeu en coûtminimum au sens strict des Dé�nition 3.1 et Hypothèse 3.2. En e�et, il corresponddans la Dé�nition 3.1 au cas l � 0, L � �� non nécessairement borné inférieure-ment, alors que les Hypothèses 3.2 (constitutives de la dé�nition même de nos jeux)prévoient notamment l > l > 0, et L > L. Ce jeu en distance minimum constituenéanmoins le cas limite, lorsque " ! 0+ et R ! +1, des jeux en coût minimum� au sens strict des Dé�nitions 3.1 et Hypothèse 3.2 � où l � " (pénalité Lagran-gienne), et L � (�R) _ �� (distance écrêtée à la cible � ). De plus, sous ces seulesentorses à nos hypothèses, on véri�era la bonne dé�nition de ce type de jeu en dis-tance minimum à la relecture de ce qui précède, et en lisant la section suivante �3.2,on constatera que les diverses notions de stratégies et valeurs qui y sont dé�nies pournos jeux di�érentiels à instant �nal variable fonctionnent sans modi�cation pour cesjeux limites. En ce sens, on pourra parler de valeur de ces jeux.Dans la suite de ce Chapitre, on suppose donc donné un jeu G, de poursuite évasionou en coût minimum (et véri�ant comme tel toutes les Hypothèses 3.2), ou en distanceminimum (voir Commentaire 3.3.e ci-dessus).3.2 Stratégies et valeurs3.2.1 Valeur sur l'ensemble des boucles ouvertesFixons x 2 E . Nous avons donc à disposition une trajectoire yx et un coût Jx , pourtoute paire de contrôleurs mesurables, dits �en boucles ouvertes�, (u(:);v(:)) 2 U � V.Le joueur �u� veut minimiser J , tandis que son adversaire �v� veut maximiser J (ouminimiser �J).Le problème qui se pose d'emblée est alors la détermination d'un équilibre de Cournot-Nash, ou point-selle, du jeu en boucles ouvertes, c'est-à-dire d'une paire de contrôleursmesurables (u(:);v(:)); telle que :supv(:)2V Jxu(:);v(:) = infu(:)2U Jxu(:);v(:) =: U(x) :45



U(x) est alors appelée valeur en boucles ouvertes du jeu sur l'ensemble des boucles ou-vertes.Mais très peu de jeux admettent une valeur en ce sens. Une intuition en est que lesprocessus de décision associés aux stratégies en boucles ouvertes sont purement statiques:les suites d'actions sont décidées et �xées au début du jeu; les informations sur l'étatarrivant au cours du jeu, ne sont pas prises en compte dans les boucles ouvertes. Dans unjeu dynamique donné, il n'y a en général �pas assez� de contrôleurs en boucles ouvertespour assurer l'existence d'une telle valeur.3.2.2 Valeurs en feedback d'état (discriminants inférieurs)L'intuition suggère que l'utilisation de contrôles plus généraux, en feedback d'état '(y)et  (y), voire en feedback discriminants '(y;v) et  (y;u), débouche sur une structured'information plus réaliste, susceptible d'assurer l'existence d'une valeur à davantage dejeux. Mais cette approche conduit à des di�cultés sur le plan mathématique. En e�et, lesfeedback intéressants dans la plupart des jeux sont discontinus � on parle de contrôlesbang bang. Or, la confrontation d'un tel feedback, mettons '(y), à un contrôle en bouclesouvertes, v(t), conduit à une équation d'état à second membre (potentiellement) discon-tinu : _yx(t) = f�yx(t);'[yx(t)];v(t)	 :Le recours aux solutions au sens de Filippov [76] de telles équations n'est pas non plussatisfaisant, car on a alors trop de solutions. La di�culté de dé�nir convenablement lesensembles de stratégies admissibles, et donc le problème posé, a occupé une très largeplace dans la littérature. Des auteurs comme Fleming, Friedman, Varaiya, Roxin, Elliottet Kalton, Krasovski et Subbotin, y ont fait des contributions importantes.Le génie surprenant d'Isaacs dans sa théorie initiale [87], suivi en cela par Breakwell,est d'avoir ignoré cette di�culté et progressé néanmoins vers la détermination de ce quidevrait être considéré comme une solution. La �bonne� théorie dans cette direction estcelle dite d'Isaacs-Breakwell-Bernhard [31, 30] (voir aussi Lewin [104]), dont nous posonsici le cadre, avant de revenir sur cette théorie au �3.4.Dé�nition 3.4 Dans le jeu G, soient � et 	 des classes de stratégies en feedback discri-minants inférieurs '(y;v) et  (y) pour �u� et �v�, admissibles, au sens où :� elles comprennent les contrôleurs mesurables :U � �;V � 	 ; (3.6)� toute paire ('; ) 2 �� 	 génère une unique trajectoire du jeu 3 pour toute conditioninitiale x ;� � et 	 sont stables par concaténation, i.e. passage d'une stratégie à une autre à uninstant intermédiaire du jeu.Proposition 3.5 On a alors la séquence suivante d'(in-)égalités :sup	 infU Jx = sup	 inf� Jx � inf� sup	 Jx = inf� supV Jx : (3.7)Par conséquent,Dé�nition 3.6 On appelle valeur feedback inférieure (respectivement supérieure) du jeuG, pour le produit admissible de classes de stratégies �� 	, les termes à gauche (respec-tivement droite) de l'inégalité dans (3.7). De plus, U(x) valeur de point-selle du jeu en3. Trajectoire yx au sens de Carathéodory. 46



x pour ces classes de stratégies signi�e par dé�nition qu'on a une égalité centrale dans(3.7), à la valeur U(x).Preuve de la Proposition 3.5L'inégalité centrale résulte du Lemme 2.4.a. De plus, à cause des inclusions (3.6), ilest clair que l'on a : sup	 infU Jx � sup	 inf� Jx ; inf	 sup� Jx � inf� supV Jx: (3.8)Il ne reste donc plus à montrer que les inégalités opposées à (3.8). Montrons par exemple :sup	 infU Jx � sup	 inf� Jx: (3.9)L'inégalité restante se prouverait de la même manière.Soit donc  �xé dans 	 et 'n une suite minimisante pour Jx�; sur �. Alors pour " �xépositif et n assez grand,sup	 inf� Jx � inf� Jx�; � Jx'n(:); � " = Jxun(:); � "� infU Jx�; � " ;où un(:) 2 U désigne la synthèse en boucle ouverte pour le minimiseur de la paire ('n; ),c'est-à-dire : un(t) := 'n �yx'n; (t); [yx'n; (t)]	 :Soit : sup	 inf� Jx � infU Jx�; � " ;pour tout  2 	 et " �xé positif. D'où (3.9), par passage à la limite quand " tend vers0+, puis au sup en  2 	. 2Proposition 3.7 (Bernhard [30, p. 1007]) Dans le jeu G, étant donnée une paire defeedback discriminants inférieurs '(y;v) et  (y) telle que pour tout (x;u(:);v(:)) 2 E �U � V : Jx';v(:) � Jx'; � Jxu(:); ;� (x;'; ) générant une unique trajectoire, ainsi que (x;';v(:)) et (x;u(:); ), � alorsJ'; est valeur de point-selle de G, pour tout produit admissible de classes de stratégies enfeedback discriminants inférieurs � � 	 contenant ('; ). De plus, il existe toujours untel produit, à savoir la fermeture par concaténation de U [ f'g pour � et V [ f g pour	.Preuve Alors, inf	 supV Jx � supV Jx';: � J'; � infU Jx�; � sup	 infU Jx:On a donc bien l'égalité centrale dans (3.5), à la valeur Jx'; . 2Remarque 3.8 On pourrait considérer de manière analogue des feedback discriminantssupérieurs, '(y) et  (y;u). 47



Comme on le verra plus en détail au �3.4, il existe dans le contexte des stratégieset valeurs feedback un certain nombre de principes de véri�cation (théorie de Hamilton-Jacobi), ou conditions su�santes pour qu'une fonction donnée soit la valeur feedback� inférieure, supérieure, de point-selle, � d'un jeu di�érentiel à instant �nal variable :principe de véri�cation C1 (cf. par exemple Rapaport, [116, Proposition I.16 I.17]), voire,du moins en poursuite évasion, principe de véri�cation (semi-)continu (Bernhard, [30, 28]).L'approche en stratégies feedback sou�re cependant d'une absence de conditions né-cessaires que devrait satisfaire la valeur du jeu � conditions nécessaires propres à faireémerger pour la fonction valeur un candidat a priori, dont on véri�e a posteriori qu'il est lebon à l'aide des principes de véri�cation précités. Ainsi, par exemple, le principe du maxi-mum de Pontriaguine [114] ne s'étend pas du Contrôle Optimal aux Jeux Di�érentiels, àcause des discontinuités de la dynamique évoquées plus haut.En outre, les classes de stratégies � et 	 sont toujours dé�nies de manière implicite.3.2.3 Stratégies non anticipativesFinalement, si l'on exclut les approches ensemblistes par inclusions di�érentielles de cesproblèmes � théorie de la viabilité, école russe [48, 93] � qu'on considère ici extérieuresà notre champ, la tentative la plus achevée par équations di�érentielles pour dé�nir unenotion de solution qui assure l'existence d'une valeur raisonnable à la plupart des jeuxclassiques, voire à des jeux quelconques sous des hypothèses assez générales, semble êtrecelle des stratégies non anticipatives, encore dites VREK [133, 121, 71]. C'est en tous casle concept de stratégies le plus approprié pour l'usage en jeux di�érentiels de la théorie dessolutions de viscosité d'edp [59, 14], dont on veut faire dans ce travail notre outil principal.C'est donc la notion de stratégies que nous adopterons.Notons d'ailleurs que toutes les approches ayant conduit à des développements sub-stantiels, notamment celles d'analyses ensemblistes évoquées ci-dessus, débouchent surdes notions de valeurs pour nos jeux très voisines de celle que l'on expose maintenant.Dé�nition 3.9 (Stratégies non anticipatives VREK) Dans le jeu G,a. on appelle stratégie non anticipative du minimiseur, et on note � 2 A, toute applica-tion � de V dans U , telle que pour toutes v(�), v0(�) 2 V, �[v(�)] = �[v0(�)] coïncidentsur tout segment [0;t] où v(�) et v0(�) coïncident. On dé�nit de manière symétriqueune stratégie non anticipative du maximiseur, notée � 2 B;b. on appelle valeur VREK inférieure, respectivement supérieure, la quantitéinfA supV Jx ;respectivement supB infU Jx :Si les deux quantités coïncident, on les quali�era de valeur VREK.En stratégies VREK, il est plus di�cile d'établir si la valeur dite inférieure est defait inférieure ou égale à la valeur dite supérieure (l'intuition étant que le joueur quiexerce une stratégie VREK est avantagé par la connaissance du contrôle instantané deson adversaire). On n'approfondira pas ce point, n'ayant pas besoin d'une telle propriétédans le présent travail. On renvoie à Varaiya et Lin [134] pour une preuve à instant �nal�xé.
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Proposition 3.10 Pour toute paire admissible de classes de stratégies en feedback dis-criminants inférieurs (�;	) sur le jeu G :a. � � A; 	 � B ;b. si les valeurs feedback sur �� 	 et VREK existent, alors elles coïncident.Preuvea. ' 2 � et  2 	 s'identi�ent respectivement à � 2 A et � 2 B, telles que pour toutt 2 R+ : �[v(�)](t) := '[yx';v(�)(t);v(t)]�[u(�)](t) :=  [yxu(�); (t)] :b. En e�et, si on a des valeurs VREK U(x) et feedback U y(x), alors :U(x) = infA supV Jx � inf� supV Jx = U y(x)= sup	 infU Jx � supB infU Jx = U(x) ;par la Dé�nition 3.6 et les inclusions du a. 23.3 BarrièresDans des contextes de stratégie et valeur donné, on conviendra 4 de nommer barrièred'un jeu de poursuite évasion, toute hypersurface séparant, � au sens strict, sans préjugerde ce qui se passe sur cette barrière, � les conditions initiales x 2 E débouchant surl'évasion du fugitif (voir la Dé�nition 3.11 ci-dessous), des conditions initiales débouchantsur sa capture. Il existe alors des liens étroits entre les barrières éventuelles d'un jeu depoursuite évasion d'une part, et d'autre part les hypersurfaces de niveau 0 de la fonctionvaleur U (dans le même contexte de stratégie) du jeu en distance minimum associé �d'où l'intérêt d'introduire ce dernier type de jeux. Ainsi,Dé�nition 3.11 Dans le jeu de poursuite évasion G, étant donné un produit admissible declasses de stratégies en feedback discriminants inférieurs ��	; alors, en valeur inférieuresur �� 	, un point x 2 E est appelé point de capture du jeu si et seulement si8 2 	 ; 9' 2 � ; �x'; < +1� x étant dit point d'évasion sinon.De même, en valeur feedback supérieure sur � � 	, un point x 2 E est appelé pointde capture de jeu si et seulement si9' 2 � ; 8 2 	 ; �x'; < +1� x étant dit point d'évasion sinon.Remarque 3.12 En vertu de nos Hypothèses 3.2, on a J(�) � l� + L, trajectoire partrajectoire. La valeur feedback inférieure (supérieure) du jeu de poursuite évasion est alorsin�nie dans la zone d'évasion en valeurs feedback inférieures (supérieures), par applicationdu Lemme 2.4.c.4. S'écartant d'un autre usage consistant à nommer barrière toute hypersurface de discontinuité de la valeurdu jeu. 49



Théorème 3.13 Dans le jeu de poursuite évasion G, étant donné un produit admissible declasses de stratégies en feedback discriminants inférieurs ��	; alors, en valeur inférieuresur �� 	,a. la valeur U du jeu en distance minimum associé à G est � 0, respectivement � 0,aux points de capture, respectivement évasion, du jeu. Donc une barrière sépare despoints où U � 0 de points où U � 0;b. réciproquement, x est un point de capture, respectivement évasion, du jeu, si U(x) <0, respectivement U(x) > 0. Donc une hypersurface séparant des points où U est < 0de points où U est > 0 est une barrière.De plus, on a les mêmes énoncés en valeur supérieure sur �� 	.Preuve On prouve seulement les premières parties, locales, des énoncés a et b (en va-leurs inférieure puis supérieure), les conséquences globales qu'on en tire s'en suivant pardé�nition même des barrières. De plus, on se limite aux énoncés concernant la capture.Ceux concernant l'évasion s'obtiennent par contraposition.La capture en valeur feedback inférieure depuis x 2 E signi�e par dé�nition que pourtout  , il existe ' tel que �x'; est �ni. Alors :sup	 inf� inft�0 �� [yx(t)] � sup	 inft�0 �� [yx'; (t)] );où pour tout  : inft�0 �� [yx'; (t)] � �� [yx'; (�x'; )] = 0 ;d'où sup	 inf� inft�0 �� [yx(t)] � 0 :Réciproquement, si l'inégalité précédente est stricte, alors, pour tout  , il existe ' et ttels que : �� [yx'; (t)] < 0 ;donc �x'; est �ni et x est un point de capture en valeur feedback inférieure.De même, la capture en valeur feedback supérieure depuis x 2 E signi�e par dé�nitionl'existence de ' 2 �, tel queinf� sup	 inft�0 �� [yx(t)] � sup	 inft�0 �� [yx'; (t)] );où pour tout  : inft�0 �� [yx'; (t)] � �� [yx'; (�x'; )] = 0 ;d'où inf� sup	 inft�0 �� [yx(t)] � 0 :Réciproquement, si l'inégalité précédente est stricte, alors il existe ', tel que pour tout  :inft�0 �� [yx'; (t)] < 0 ;donc �x'; est �ni et x est un point de capture en valeur feedback supérieure. 250



3.4 Théorie classique des jeux dynamiques de Isaacs-Breakwell-BernhardPour un exposé général de la théorie d'Isaacs-Breakwell-Bernhard, on renvoie auxréférences �3.2.2 plus haut, ou encore au livre de Pierre Bernhard [28, Chapitre VI].Rappelons formellement la méthodologie, dans le cas d'un jeu di�érentiel de poursuiteévasion en temps de capture (espace d'état E � Rr , r 2 N� ; dynamique f , domaine 
,cible � , bord �; critère J � � , temps d'atteinte de la cible � ).On se limite dans ce rappel aux jeux véri�ant la condition d'Isaacs du jeu qualitatif :minU maxV < �;f >= maxV minU < �;f >=: F (x;�); (x;�) 2 E2:On note alors (u(x;�);v(x;�)) une paire de commandes réalisant le point-selle en (x;�) 2E2. La condition d'Isaacs est notamment véri�ée lorsque le jeu est séparé : f(x;u;v) �g(x;u)� h(x;v).Remarque 3.14 Le problème de servomécanisme étudié au Chapitre 4, vu comme unjeu de poursuite évasion (�4.2), satisfait toutes ces conditions.Soit � la normale extérieure à la cible � , l'ouvert 
 étant supposé régulier, �loca-lement d'un seul côté� de son bord �, variété di�érentiable de dimension (r � 1). Parcontinuité de f , le jeu ne peut se terminer que sur la partie utile (PU) de la cible, dé�niepar fx 2 �; F (x;�) � 0g, avec égalité en tout point x de la limite de cette partie utile(LPU). Cette dernière étant supposée constituer une variété régulière non vide de dimen-sion (r � 2), intégrons de manière rétrograde, au départ de f(x;�(x)); x 2 (LPU)g, lesystème Hamiltonien d'équations d'Euler-Lagrange suivant, composé de l'équation de ladynamique optimale en x, et de l'équation, dite adjointe, en � :� _x = f(x;u(x;�);v(x;�))_� = �(Jf)T (x;u(x;�);v(x;�))� (3.10)(matrice Jacobienne J). On construit ainsi dans E une hyper-surface orientée B, véri�antformellement l'équation d'Hamilton-Jacobi-Isaacs du jeu qualitatif attaché à G :F (x;�) = 0; x 2 B (3.11)(�, normale à B en x, quali�ée de semi-perméable, pour des raisons qui apparaîtront plusbas).Ce procédé d'obtention d'une solution (formelle, dans la présentation qui vient d'enêtre faite) d'une équation d'Hamilton-Jacobi, par intégration rétrograde du système Ha-miltonien associé, porte le nom de méthode des caractéristiques. Dans le cas d'un problèmede Calcul des Variations, ou (on parle alors de principe du maximum de Pontriaguine)de Contrôle Optimal, toute solution s'obtient nécessairement par le procédé ci-dessus.Celui-ci est en revanche en partie formel en Jeux Di�érentiels, la normale � pouvant su-bir des discontinuités (a fortiori il n'existe pas _�) le long des trajectoires optimales. Laconstruction précédente se heurte à des singularités du champ d'extrémales. Certaines serencontrent dans la théorie de la synthèse en commande optimale. D'autres sont radica-lement nouvelles, entrainant des discontinuités de l'�adjoint� � le long d'une trajectoireoptimale, une situation que le théorème d'Erdman Weierstrass interdit en Contrôle Op-timal. C'est pour cette raison que le théorème de Pontriaguine ne peut être utilementétendu à notre problème. Isaacs et Breakwell ont découvert les principales singularités dece type, et Isaacs expliquait déja que ce phénomène ne pouvait pas se produire avec un51



seul joueur. Bernhard [29, 31] a proposé une analyse complète du problème, et, sous lenom de condition d'indi�érence, une condition qui remplace celle d'Erdman Weierstrass.Toute une partie de la théorie a consisté à faire l'inventaire des types de singularitéspossibles, à trouver des équations constructives pour les calculer numériquement � gé-néralement en intégrant les équations di�érentielles satisfaites par des trajectoires qui lesparcourent, � et à obtenir un théorème de véri�cation (classique en l'absence de singula-rités) qui s'applique à la surface ainsi synthétisée. On peut penser qu'à ce jour, on a unedescription complète des singularités de co-dimension un.Ainsi, l'analyse de ces singularités permet souvent d'établir que la surface B ainsi ob-tenue, où une surface construite de manière ad hoc à partir de B, encore notée B, estsemi-perméable, au sens où chaque joueur peut exercer un feedback (éventuellement dis-criminant pour l'un des joueurs) empêchant son adversaire de franchir cette surface dansle sens qui lui est défavorable ; B constitue une barrière (de point-selle) dite naturelle, dujeu de poursuite évasion G, séparant des conditions initiales depuis lesquelles le minimi-seur peut forcer la capture (zone de capture) des conditions initiales depuis lesquelles lemaximiseur peut l'empêcher (zone d'évasion).L'étude des barrières précédente est appelée étude du jeu qualitatif, par opposition aujeu quantitatif, ou détermination de la valeur dans le reste de l'espace. (Isaacs disait Gameof Kind et Game of Degree. Les expressions utilisées ici ont été introduites par Blaquière,Gérard et Leitman.)Remarque 3.15 L'analyse de singularités évoquée ci-dessus, revient pour beaucoup à in-terpréter en termes de solutions de viscosité, la solution formelle B obtenue par la méthodedes caractéristiques pour l'équation d'Hamilton-Jacobi-Isaacs (3.11) du jeu qualitatif at-taché à G (voir Rapaport [116, 117]).Remarque 3.16 Une façon alternative, déjà envisagée par Isaacs [87], et systématisée parRapaport [116, 117], d'appréhender le jeu qualitatif, est, comme on l'a déjà laissé entrevoirau �3.3 précédent, d'introduire un jeu quantitatif auxiliaire, en distance minimum. Pourun exemple d'une telle approche, voir le problème du servomécanisme, Chapitre 4, �4.3.Toujours par la méthode des caractéristiques, on peut ensuite, comme on l'a faitpour l'équation (3.11), exhiber un candidat solution (toujours sans garantie) à l'equa-tion d'Isaacs du jeu quantitatif suivante, posée sur le domaine de capture C préalablementmise en évidence : � F (x;rU(x)) + 1 = 0; x 2 CU j�\C = 0: (3.12)Puis, comme dans l'étude du jeu qualitatif plus haut, une analyse des singularités deU permet le cas échéant d'établir que U , ou une fonction construite de manière ad hoc àpartir de U , est bien la valeur (de point-selle) du jeu dans la zone de capture (la valeurdans la zone d'évasion étant in�nie). Cette analyse de singularités revient essentiellement(au moins pour les singularités d'ordre un : discontinuités de rU) à véri�er que U estsolution de viscosité de l'équation d'Isaacs (3.12).En résumé, le jeu qualitatif consiste à essayer de construire une surface globalementsemiperméable, (y compris le long de singularités et de �raccordements�) séparant unerégion de l'espace de jeu contenant la partie utile de la cible d'une ne la contenant pas.Si cette construction échoue, tout ou partie de la surface ainsi construite peut porterune discontinuité de la valeur. Seule une solution complète peut con�rmer ou in�rmer cepoint. Un processus très problématique dès que la dimension du jeu dépasse deux ou trois.52



Ceci explique l'intérêt des méthodes numériques attaquant directement l'équationd'Isaacs par discrétisation, pourvu qu'on ait un cadre dans lequel on sait que la solu-tion ainsi approchée a un rapport avec le problème posé. C'est ce que font les concepts desolutions de viscosité, dans leurs di�érentes formes.
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Chapitre 4Un problème de commande d'unservomécanismeNous reprenons dans ce Chapitre l'étude analytique d'un problème de servomécanisme,introduit initialement par P. Bernhard [29] et Masle [110]. Cependant, nous étudions icile jeu en distance minimum, après un rappel concernant le jeu de poursuite évasion.L'intérêt de cette nouvelle approche est de fournir, pour toutes les valeurs possibles desparamètres du jeu, une description complète de la barrière du jeu de poursuite évasion,plus simplement qu'en résolvant ce dernier directement.En e�et, la résolution analytique du jeu en distance minimum est dans le cas d'espèceplus simple que celle du jeu de poursuite évasion, au moins pour certaines valeurs desparamètres. Après résolution du jeu en distance minimum, la barrière du jeu de poursuiteévasion est déterminée comme hypersurface de niveau zéro (s'il en est) de la fonction valeurdu jeu en distance minimum � une détermination intrinsèquement robuste, vu que legradient de cette fonction ne s'annule a priori d'aucun côté de cette surface, contrairementau gradient de la valeur du jeu de poursuite évasion (transformé) qui s'annule dans lazone de capture. De plus, ce gradient fournit également une mesure de la sensibilité de labarrière par rapport à la cible, l'hypersurface de niveau " de la valeur du jeu en distanceminimum fournissant la barrière du jeu de poursuite évasion pour la cible dilatée de ".4.1 Présentation du jeuOn considère le système monovariable du deuxième ordre suivant :�Y = � v; jvj � 1 ;où l'objectif est de garder Y aussi proche que possible d'un point Z sujet à une dériveinconnue : _Z = �u; juj � 1 :Plus précisément, pour  > 0 préalablement �xé, on cherche un contrôle (en feedback d'état) , qui garantisse jY (t)� Z(t)j �  pour tout t � 0, quelle que soit la perturbation u(�).Introduisant le vecteur d'état :x := � x1x2 � = � Y � Z_Y � ;ce problème peut être formulé comme un jeu de poursuite évasion, de dynamique :f(x;u;v) � � x2 � �u�v � ;55



cible : � = fx 2 R2 j jx1j � g ;et critère de coût J égal à � , le temps de capture par la cible � .Ce jeu a été étudié en détail par Masle [110] et Bernhard [29]. Une attention particulièrea été portée à l'existence et à la caractérisation de la barrière (voir �3.3).On introduit ici le jeu en distance minimum, de critère J égal à la distance orientée�� minimum à la cible sur une trajectoire (voir commentaire 3.3.e). Ici, �� (x) = � jx1j,et le lieu des x tels qu'il existe  véri�ant infU ;t�0 jyx1(t)j < , n'est autre que le lieu où lavaleur inférieure de ce jeu en distance minimum est > 0. Nous proposons une résolutionanalytique pour ce jeu en distance minimum, dont l'hypersurface de niveau zéro (s'il enest) n'est autre que la barrière du jeu de poursuite évasion (Théorème 3.13.b). De plus,si ce nouveau critère ne renseigne pas sur le temps de capture, il caractérise la sensibilitéde la barrière par rapport à la cible.4.2 Résolution analytique du jeu de poursuite évasion, cas p > 1Nous résumons ici l'analyse de Masle [110] et Bernhard [29], utilisant la théorie clas-sique de Isaacs-Breakwell-Bernhard (voir �3.4). Par analyse dimensionnelle, il est facilede voir que le seul paramètre signi�catif dans ce jeu est le rapportp = ��2 :Dans la suite, � et � sont �xés dans R�+ , tandis que  joue le rôle de paramètre.On cherche d'abord la partie utile de la cible. Elle comporte ici deux parties symé-triques : fx1 = ; x2 > ��g et fx1 = �; x2 < �g. La limite de la partie utile (LPU) secompose donc des deux points (x1 = �; x2 = ���) pour � = �1. A partir de la (LPU),on essaye de construire une barrière naturelle. La normale semi-perméable sur la (LPU)est (�1 = ��;�2 = 0). Étant donné le Hamiltonien du jeu qualitatif,F = �1(x2 � �u) + �2�v ;nous voyons d'une part que les contrôles semi-perméables sont u = sgn(�1) et v = sgn(�2),et d'autre part que les équations adjointes donnent� _�1 = 0 ;_�2 = ��1 :Après initialisation avec les normales semi-perméables � sur la (LPU), ceci fournit deuxarcs de paraboles avec les contrôles u = v = �� :yx(t) = �   � �2 (� � t)2�� + �(� � t) ! ; t < � :Ces arcs de parabole intersectent l'autre bord de la cible, i.e. la droite x1 = ��, enx2 = �(�� + 2p�). Nous devons maintenant distinguer deux cas selon que ces pointsappartiennent ou non à la partie utile.Le cas simple est quand cette intersection a lieu en dehors de la partie utile, ce quiest le cas si p > 1. Dans ce cas les deux paraboles ainsi que les deux segments de partienon utile de la cible qui les relient (en gras Figure 4.2), forment de fait une barrière B ,séparant une zone d'évasion à l'intérieur, de la zone de capture à l'extérieur. Il s'agit56



d'une barrière composite. En tous ses points réguliers, la condition de semi-perméabilitéest véri�ée (ou au bord de la cible, une inégalité plus forte pour le fugitif). Aux deuxpoints d'intersection des paraboles avec la cible, le fugitif peut jouer suivant la règle envigueur sur la parabole, i.e. v = ��. Ceci garantit que l'état reste à l'intérieur de la zoned'évasion, dès lors que _yx1 a le signe voulu, quels que soient les contrôles.Lorsque p = 1, les deux arcs de parabole se raccordent exactement en (x1 = �;x2 =���) (� = �1), délimitant une lentille fermée L.Dé�nition 4.1 � et � étant �xés, tandis que  joue momentanément le rôle de paramètre,l'ensemble des B lorsque p � �=�2 varie dans [1;+1[ partitionne l'extérieur de Int(L).Introduisons alors des feedback (d'état purs) ' et  , valant plus et moins un sur les arcsde paraboles (ouverts) inférieurs et supérieurs des B, et arbitraires (non nécessairementégaux) ailleurs.Proposition 4.2 (Bernhard-Masle [110, 29]) Soit p > 1. Alors la paire ('; ) ainsidé�nie constitue un point-selle 1 du jeu de servomécanisme en poursuite évasion de ratiop. La valeur du jeu estU(x) = 1� h� + �x2 �p(�+ �x2)2 � 2�( � �x1)i ;avec � = 1 dans la partie (et son bord) au-dessus de la barrière de point-selle B décriteplus haut, et � = �1 dans la partie au-dessous (et son bord). A l'intérieur de la zoned'évasion délimitée par B, on a bien sûr U � +1.Remarque 4.3 Lorsque p = 1, aucune trajectoire du jeu correspondant au contrôle ' dupoursuivant (respectivement  du fugitif) ne saurait pénétrer (respectivement quitter) L,par semi-perméabilité.Preuve de la Proposition 4.2Si x appartient à l'intérieur de la zone délimitée par B , alors, d'après la discussionprécédente, la courbe Bx (x < ) passant par x, ou @L si x 2 L, est semi-perméable,et le contrôle  garantit que la trajectoire yxu(:); reste dans la zone délimitée par cettecourbe, n'atteignant donc jamais la cible, quel que soit u(:) 2 U . B délimite donc unezone d'évasion en valeurs inférieures, et a fortiori supérieures, correspondant à une zoneoù la valeur de point-selle du jeu de poursuite évasion est in�nie (voir Remarque 3.12).À l'extérieur de cette région, le contrôle ' garantit de même la capture, quel que soitv(�), et nos arcs de parabole constituent un champ complet de trajectoires dé�nissant lafonction U , qui est bien la valeur de point-selle recherchée, par application du principe devéri�cation semi-continu de Bernhard [29, 28]. 2Fort de ces résultats concernant le jeu de poursuite évasion où p � 1, on aborde àprésent l'étude du jeu en distance minimum. Nous allons voir qu'on obtient ainsi tous lesrésultats sur la barrière, quel que soit le rapport p > 0, moyennant une étude indépendantede ce dernier.4.3 Résolution analytique du jeu en distance minimumL'étude précédente du jeu de poursuite évasion dans le cas � > �2 (p > 1) met en e�eten évidence l'existence d'une barrière B composée de deux arcs de parabole raccordés1. Sur tout produit admissible contenant ('; ) de classes de stratégies en feedback discriminants inférieurs.57



par deux segments d'axes fjx1j = g � barrière en valeur inférieure comme supérieure,ce jeu admettant le point-selle ('; ) (Dé�nition 4.1).On a notamment par application de la Proposition 3.13.a :sup	 infU inft�0 ( � jyx1 (t)j) � 0 (respectivement � 0) ;si x est à l'extérieur (respectivement l'intérieur) de la zone délimitée par cette barrière.Appliquant ce résultat pour la valeur � � du paramètre (cible dilatée de � 2 R), il vienttant que  � � > �2=�, soit � <  � �2=� :sup	 infU inft�0 [( � �)� jyx1(t)j] � 0 (respectivement � 0) ;soit : sup	 infU inft�0 ( � jyx1 (t)j) � � (respectivement � �) ;si x est (strictement) hors (respectivement dans) la zone délimitée par B��. De plus, onobtient également pour � =  � �2=� (Remarque 4.3) : � �2=� � sup	 infU inft�0 ( � jyx1 (t)j) ; (4.1)si x appartient à la zone fermée L délimitée par B�2=�.Ceci suggère que B�� est l'hypersurface de niveau � de la valeur inférieure du jeuen distance minimum, si � <  � �2=�: On peut raisonner à l'identique au sujet de lavaleur supérieure. Le jeu en distance minimum admettrait alors une valeur de point-selle(feedback) U y à l'extérieur de L, où par dé�nition B�� est la surface de niveau � de U y si� <  � �2=�:Complétons cette dé�nition de U y et prouvons que la fonction U y ainsi dé�nie est bienla valeur de point-selle ('; ) du jeu en distance minimum � moyennant une conditionsupplémentaire sur '.Théorème 4.4 On impose de plus ' � �1 sur Int(L) dans la Dé�nition 4.1 de ('; ) pré-cédente. Alors, pour tout p > 0, ('; ) constitue un point-selle 2 du jeu de servomécanismeen distance minimum de ratio p, de valeurU(x) = 8<: ( + x1) ^ P+(x) si x2 � �( � x1) ^ P�(x) si x2 � ��( � �2=�) ^ P+(x) ^ P�(x) si jx2j � � ; (4.2)où par dé�nition : 8>><>>: P+(x) =  � x1 � (x2 + �)22�P�(x) =  + x1 � (x2 � �)22� :Remarque 4.5a. Cette valeur est donc la seule possible en stratégies VREK, d'après la Proposition3.10.b.2. Sur tout produit admissible contenant ('; ) de classes de stratégies en feedback discriminants inférieurs.58
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Fig. 4.1 � Di�érentes aires dé�nissant la fonction valeur du jeu en distance minimumb. Elle est maximale et constante, égale à  � �2=�, dans la lentille délimitée par lesdeux branches de parabole :L = fx jP�(x); P+(x) �  � �2=�g :La valeur constante dans la lentille L est égale à la valeur commune atteinte par lestrois fonctions �jx1j, P�(x) et P+(x) aux points A = (��2=�;�) et B = (�2=�;��)(voir Figure 4.1).c. L'ensemble des points où U s'annule est :� vide si  � �2=� < 0 ;� sinon égal àfP+(x) = 0;x1 � �;x2 � ��g [ fP�(x) = 0;x1 � ;x2 � �g[ f�g � [�;2p� � �] [ fg � [��;�� 2p�](voir Figure 4.2).On reconnaît exactement dans cette dernière expression la barrière trouvée par Bernhard[29] et Masle [110] pour le jeu de poursuite évasion dans le cas p > 1 (voir �4.2).
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Preuve Soit x 2 R?+ , en faisant tendre y vers x+, respectivement x�, dans 4.3, on déduitf(x) � g(x), respectivement f(x) � g(x), par continuité de g. 2Preuve du Théorème 4.4Soit I la partie d'un demi-axe issu de l'origine extérieure à L, identi�ée à R?+ . Notonsmomentanément U y le membre de droite de (4.2), U désignant indi�éremment la valeurfeedback inférieure ou supérieure du jeu de servomécanisme en distance minimum. Larestriction de U y à I est continue, comme U y. U et U y restreintes à I véri�ent alors leshypothèses du Lemme. En e�et, notant pour � <  � �2=� :y := I \ B�� ;il vient alors : U(x) � � = U y(y) ou U(x) � � = U y(y) ;selon que x est au-delà ou en-deçà de y sur I, d'après la discussion précédant l'énoncé duThéorème. D'où U � U y sur I. Faisant varier I, on déduit U � U y à l'extérieur de L.Il reste à examiner ce qui se passe sur L. Étant donné un point x 2 L, considérons uncontrôle en boucle ouverte v(�) 2 V. Notons yx la trajectoire associée à (x;';v(�)). D'aprèsl'étude du jeu de poursuite évasion dans le cas p � 1, yx ne saurait rentrer dans Int(L),pour cette paire de contrôles (';v(�)) (Proposition 4.2 et Remarque 4.3). Donc :� soit yx reste indé�niment à l'intérieur de la lentille, auquel casinft�0 _yx1 (t) � 0;où _yx1 = yx2 + �, et yx rejoint B en temps in�ni. D'où :inft�0 �� [yx(t)] �  � �2=� ;� sinon, yx quitte une fois pour toutes Int(L) en un point �, à une date �, et la conclusionprécédente demeure vraie. En e�et, tant que yx est dans une bande jyx1 j � �2=��" (" �xé> 0), on a pour t � � � si � appartient au bord supérieur de L, ce qu'on peut supposerpar symétrie : _yx1 = yx2 + �;inférieurement positivement borné. Donc yx quitte cette bande en temps �ni, pour tout" > 0, d'où la conclusion annoncée.Par conséquent, inf� supV inft�0 �� [yx(t)] �  � �2=�sur L. Utilisant aussi (4.1) et l'inégalité entre les extrêmes dans (3.7), il vient sur L : � �2=� � sup	 infU inft�0 �� [yx(t)]� inf� supV inft�0 �� [yx(t)] �  � �2=� ;et les inégalités précédentes sont en fait des égalités, à la valeur de point-selle ��2=� =U y(x). 2Remarque 4.7 Cette analyse est bien indépendante du ratio p > 0.60



4.4 Détermination de la barrière du jeu de poursuite évasionRevenons à l'étude du jeu de poursuite évasion dans le cas p < 1. La valeur de point-selle en distance minimum précédente étant négative, il ne peut exister de barrière, d'aprèsla Proposition 3.13.a � en valeur inférieure comme supérieure. Quant à l'étude directe etcomplète du jeu de poursuite évasion, elle est dans le cas p < 1 extrêmement compliquée.En e�et, les deux paraboles s'intersectent alors à l'intérieur du domaine de jeu, délimi-tant une lentille qui n'est cependant pas une zone d'évasion : les coins �fuient�. Suivantl'analyse classique de l'intersection des barrières, nous obtenons une intersection avec destrajectoires incidentes qui la traversent. Par conséquent cette surface composite n'est pasune barrière.En fait, la lentille est l'intersection des zones de sûreté dé�nies par chaque parabole.Donc, pour y rester, l'état ne doit traverser aucune des paraboles; une situation que lefugitif ne peut pas forcer car les contrôles nécessaires sont +1 pour une des paraboles, �1pour l'autre. En atteignant un tel coin, le poursuivant peut garder le contrôle optimal enfonction de la parabole incidente de telle sorte que l'état quitte nécessairement la lentille.Dans ce cas la lentille n'est pas une zone d'évasion. Mais la solution complète enterme de singularités de l'équation d'Isaacs est très compliquée. John Breakwell, lors d'unecommunication privée à Pierre Bernhard, a même suggéré que le nombre de commutationsdes contrôles optimaux de +1 à �1 et réciproquement peut être arbitrairement élevé, enfonction de l'état initial et de la valeur de p.Cette complexité du champ des trajectoires optimales du jeu de poursuite évasion pourp < 1 a pour conséquence qu'il n'avait pas été possible de calculer la fonction valeur dujeu de poursuite évasion dans ce cas, et donc, stricto sensu, l'absence d'une zone d'évasionn'était pas complètement établie.Ainsi, le passage par le jeu en distance minimum (qui pro�te lui même de l'étude dujeu de poursuite évasion dans le cas p � 1) est utile pour conclure à la capture partout sip < 1, en valeurs feedback inférieure ou supérieure.Toute approche numérique pour les jeux di�érentiels comporte des limites intrinsèques :hypothèses restrictives pour que la méthode converge, absence d'éclairage sur la natureprofonde des singularités, sans oublier bien sûr the curse of dimensionnality (le volume decalculs nécessaires limite l'utilisation des programmes à des jeux dont l'espace d'état est dedimension modeste). Cependant, sauf dans des cas de jeux particulièrement simples, dessolutions analytiques comme celles présentées dans ce Chapitre sont hors de portée. D'où lanécessité de développer des méthodes numériques, qui ont l'avantage d'être systématiques� à défaut d'éclairer sur la nature profonde des solutions. Les méthodes numériquesétudiées dans ce travail sont basées sur les liens existants entre la valeur du jeu et lessolutions de viscosité de l'équation d'(Hamilton-Jacobi-Bellman-)Isaacs associée. En vued'en venir à ces méthodes numériques, le Chapitre suivant introduit cette équation etprécise les liens qui l'unissent à la valeur de nos jeux.
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Chapitre 5(In-)équations d'IsaacsOn s'intéresse dans ce Chapitre à la caractérisation de la fonction valeur d'un jeu di�é-rentiel à instant �nal variable de poursuite évasion ou en coût minimum, G (dynamique f ,Lagrangien l, composante terminale du coût L, cible éventuelle � ), en termes de solutionsde viscosité de l'(in-)équation d'Isaacs associée.Une telle caractérisation est en e�et un prérequis aux preuves de convergence de sché-mas numériques utilisant des arguments d'edp (Chapitre 7). Pour l'essentiel, le présentChapitre 5 est une synthèse de travaux de Bardi et al. [13, 8, 7, 9] (jeux de poursuiteévasion) ou Rapaport [116, 117] (jeux en coût minimum). En poursuite évasion, le Théo-rème (principe d'optimalité) 5.10 et le Théorème 5.12 qui en découle (via le Lemme 5.11adapté de Evans-Souganidis [72]), sont standards (voir par exemple Barles [14, Théorèmes5.1 et 5.2] pour des déroulements analogues en contrôle optimal, ou le livre de Bardi etCapuzzo-Dolcetta [9] pour les jeux).5.1 Jeux transformésOn rappelle (Dé�nition 3.1) que la transformée (de Kruzkov) de G, ou jeu transformé,désigne la version du jeu ayant pour critère I = � � J 2 R, au lieu de J 2 eR � R [ f+1g(�(t) � 1� e�t, e�1 = 0). On notera S := � � L.Pour ' 2 C1(E), (x;u(:);v(:)) 2 E � U � V, t � 0, on notera :(fx;lx)(t) � (f;l)[yx(t);u(t);v(t)] ; �x(t) � exp�� Z ts=0 lx(s) ds�Hx'(t) � hr'[yx(t)];fx(t)i + (1� '[yx(t)]) lx(t) :Proposition 5.1 Dans le jeu G (véri�ant par défaut les Hypothèses 3.2) :a. S est continue (uniformément, en coût minimum), bornée, telle que pour x 2 E :�1 < S := �(L) � S(x) < 1 ; (5.1)b. la valeur VREK inférieure du jeu transformé, V , n'est autre que la transformée deKruzkov de la valeur inférieure VREK du jeu, � � U ; S � V � 1.c. pour tout ' 2 C1(E), (x;u(:);v(:)) 2 E � U � V, t � 0 :Ixu(:);v(:)(t) = Z t0 �x(s)lx(s)ds + �x(t)S[yx(t)] ; (5.2)Z t0 �x(s)lx(s)ds+ �x(t)'(yx(t))� '(x) = Z t0 �x(s)Hx'(s)ds : (5.3)63



Preuvea. Par application du Lemme élémentaire 2.1.a. En coût minimum, L uniformémentcontinue, �1 � L � L, doncjS(x)� S(y)j � � sup[L;+1[ j�0j� jL(x)� L(y)j� e�L !L(k x� y k) = !S(k x� y k)� ! désignant un module de continuité.b. Par application du Lemme élémentaire 2.4.g. L'encadrement pour V provient alorsdu même encadrement pour les valeurs du critère I, et du Lemme élémentaire 2.4.c.c. (5.2) provient du Lemme élémentaire 2.1.c. Pour (5.3), on écrit que �x(t)'(yx(t))est l'intégrale de sa dérivée (dérivée t-presque partout, voir par exemple Rudin [123,Théorèmes 8.17 et 8.18]), soit�x(t)'(yx(t))� x = Z ts=0 [hr'(yx(s));fx(s)i � lx(s)'(yx(s))]�x(s) ds= Z ts=0 �x(s) �Hx'(s)� lx(s)� ds ;par dé�nition de Hx'. 25.2 HamiltoniensDé�nition 5.2 Au jeu G (transformé), on associe sur E son Hamiltonien :H(x;s;p;u;v) = hp;f(x;u;v)i+ (1� s)l(x;u;v) ;ainsi que son Hamiltonien inférieur :H(x;s;p) = maxv2V minu2U H(x;s;p;u;v) ; (5.4)où hp;f(x;u;v)i signi�e le produit scalaire des vecteurs p et f(x;u;v) dans E, tandis que sdésigne un scalaire réel.On dé�nit également, pour un jeu de poursuite évasion (pe)G(x;s;p) = � H(x;s;p) ; x 2 
S(x)� s ; x 2 � ;et pour un jeu en coût minimum (cm)G(x;s;p) = H(x;s;p) ^ (S(x)� s) ; x 2 E :L'équation aux dérivées partielles non linéaire du premier ordreG(x;V (x);rV (x)) = 0 (I)sur 
 (pe) ou E (cm), renotée le cas échéant GV = 0, s'appelle équation d'(Hamilton-Jacobi-Bellman-)Isaacs inférieure du jeu. De même, l'équation H(x;V (x);rV (x)) = 0 surE sera parfois notée HV = 0. 64



Lemme 5.3 Étant donné un jeu transformé G, et (u;v) 2 U� V, on a :jH(x;s;p;u;v)�H(y;t;q;u;v)j ;jH(x;s;p)�H(y;t;q)j� k p k �f k x� y k + (1 + jsj)!Rl (k x� y k) + ljs� tj + f k p� q k ;pour tous (x;s;p), (y;t;q) 2 BR � R � E, !Rl désignant un module de continuité uniformepar rapport à x 2 BR de l, uniforme sur U� V.Remarque 5.4 Par Hypothèses 3.2, !Rl , qu'on renotera alors !0l, peut être choisi indé-pendamment de R en coût minimum.Preuve du Lemme 5.3.On développeH(x;s;p;u;v)�H(y;t;q;u;v) = hp;f(x;u;v)� f(y;u;v)i + (1� s) (l(x;u;v)� l(y;u;v))+ (t� s)l(y;u;v) + hp� q;f(y;u;v)i ;et on exploite les Hypothèses 3.2 sur G. On applique ensuite le Lemme élémentaire 2.4.e.2On a alors laProposition 5.5 Étant donné le jeu (de poursuite évasion ou en coût minimum) G, Hest continu sur E, ainsi que, en coût minimum, G.Preuve (en coût minimum) Contenue dans celle de la Proposition 5.17. 2S étant de plus continue (Proposition 5.1.a), on peut alors se référer aux conceptsdevenus classiques de solutions de viscosité (éventuellement fortes, dans le cas d'un jeude poursuite évasion) des équations du premier ordre �HV = 0 ou �GV = 0, tels qu'ilssont présentés dans Barles [14] et rappelés dans l'Annexe A.Le signe moins devant les Hamiltoniens H ou G sert à se placer dans le cadre de lathéorie des solutions de viscosité des équations d'Hamilton-Jacobi, généralement décritepour des Hamiltoniens non décroissants en la variable réelle s � tandis que les Hamilto-niens H ou G de nos jeux sont décroissants en s (G étant le minimum de deux fonctionsdécroissantes, en coût minimum).Dans la suite de ce travail, on écrira parfois HV = 0 ou GV = 0, au lieu de �HV = 0ou �GV = 0. Ceci pourrait prêter à confusion dans un contexte où les deux écrituresauraient un sens � alors potentiellement di�érent [14] � dans le cadre de la théorie dessolutions de viscosité, c'est-à-dire si H ou G étaient indépendants de la variable s.Mais dans le contexte qui est le nôtre, H et G décroissent en s et seules les équations�HV = 0 et �GV = 0 ont un sens dans le cadre de la théorie des solutions de viscosité.On les notera alors parfois abusivement sans leur signe moins, sans risque d'ambigüité,a�n d'alléger les écritures. Alors, d'après la Proposition 5.5 et l'Annexe A :Dé�nition 5.6 Notons, pour toute fonction réelle F sur R � Rr (r 2 N�) bornée auvoisinage de x 2 R :F (x) := lim infR3y!x F (y) ; F (x) := lim supR3y!x F (y) :On se place dans le jeu di�érentiel à instant �nal variable (transformé) G.a. Par sous-solution (respectivement sur-solution) de viscosité de HV = 0, on entendradans toute la suite de cette Partie une sous-solution (respectivement sur-solution) de65



viscosité (au sens habituel) de �HV = 0, c'est-à-dire une fonction localement bornée,semi-continue supérieurement (respectivement inférieurement) V sur E, telle quepour tout x 2 E, pour toute fonction-test ' 2 C1(E), véri�ant ' � V (respectivement' � V ) sur E avec égalité en x:�H(x;V (x);r'(x)) � 0 (respectivement �H(x;V (x);r'(x)) � 0)soit H(x;V (x);r'(x)) � 0 (respectivement H(x;V (x);r'(x)) � 0) :b. Par sous-solution (respectivement sur-solution) de viscosité de GV = 0, on entendraune sous-solution (respectivement sur-solution) de viscosité (au sens habituel) de�GV = 0, c'est-à-dire une fonction localement bornée, semi-continue supérieurement(respectivement inférieurement) V sur 
 (pe) ou E (cm), telle que pour tout x 2 
(pe) ou E (cm), pour toute fonction-test ' 2 C1(E), véri�ant ' � V (respectivement' � V ) sur 
 avec égalité en x:�G(x;V (x);r'(x)) � 0 (respectivement �G(x;V (x);r'(x)) � 0) ;soit � H(x;V (x);r'(x)) � 0; x 2 
H(x;V (x);r'(x)) � 0 si V (x) > S(x); x 2 � (pe)H(x;V (x);r'(x)) � 0 et V (x) � S(x); x 2 E (cm) ;respectivement,� H(x;V (x);r'(x)) � 0; x 2 
H(x;V (x);r'(x)) � 0 si V (x) < S(x); x 2 � (pe)H(x;V (x);r'(x)) � 0 si V (x) < S(x); x 2 E (cm) :c. En poursuite évasion, on entendra dans ce travail par sous-solution (respectivementsur-solution) de viscosité forte de GV = 0 sur 
, une sous-solution (respectivementsur-solution) V de GV = 0 sur 
, véri�ant l'inégalité V � S (respectivement V � S)en tout point de �.Remarque 5.7 On a les mêmes Dé�nitions 5.2 et 5.6 que dans le cas (cm) pour un jeuen distance minimum, G, mais on perd alors la Proposition (principe de comparaison)5.17 et ses conséquences.Remarque 5.8 On connaît toujours des sous-(respectivement sur-)solutions de viscositéV , au demeurant constantes, et fortes en poursuite évasion, à nos équations HV = 0 etGV = 0, à savoir : V � S (respectivement V � 1) ;où S est dé�ni par (5.1). En e�et :H(x;S;0) = (1� S) maxv2V minu2U l(x;u;v) � 0; x 2 E ;G(x;S;0) = 8<: � H(x;S;0) � 0; x 2 
S(x)� S � 0; x 2 � (pe)(S(x)� S)VH(x;S;0) � 0 ;x 2 E (cm)et H(x;1;0) = 0; x 2 E ; G(x;1;0) = 8<: � H(x;1;0) = 0; x 2 
(S(x)� 1) � 0; x 2 � (pe)(S(x)� 1)VH(x;1;0) � 0 ;x 2 E (cm)66



De plus, en coût minimum, S est sur-solution (continue, bornée, forte) de l'équationd'Isaacs I du jeu. De même, en poursuite évasion, on sera parfois amené à poser l'Hypo-thèse suivante (toujours véri�ée si S � � � L � 0, par exemple J � � , jeu en temps decapture).Hypothèse 5.9 S est une sous-solution (continue, bornée, forte) de l'équation d'Isaacsinférieure I du jeu de poursuite évasion G.Le cadre théorique des solutions de viscosité permet alors d'énoncer des conditionsnécessaires (à l'aide de principes d'optimalité issus de la programmation dynamique),et parfois su�santes (principes de comparaison), pour être la fonction valeur � VREKinférieure � d'un jeu (transformé) de poursuite évasion ou en coût minimum. Les deuxsections suivantes explicitent ces conditions nécessaires et principes de comparaison.5.3 Conditions nécessairesThéorème 5.10 (Principe d'optimalité) V désignant la valeur VREK inférieure trans-formée du jeu G, on a pour t � 0 :V (x) = infA supV Z t^�0 �x(s)lx(s)ds+ 1ft<�g�x(t)V [yx(t)] + 1ft��g�x(�)S[yx(�)] (5.5)si x est extérieur à la cible en poursuite évasion, ou si V (x) < S(x) en coût minimum, �désignant alors le temps d'atteinte du lieu fV = Sg.Preuve Considérons d'abord un jeu en coût minimum G. En prenant � � t ^ � dansRapaport [116, Proposition I.13], on a le principe d'optimalité suivant, valable pour lavaleur VREK inférieure (non transformée) U du jeu :U(x) = infA supV Z t^�0 lx(s)ds+ U [yx(t ^ �)] :D'où par application du Lemme élémentaire 2.4.g:V (x) = � � U(x) = infA supV ��Z t^�0 lx(s)ds+ U [yx(t ^ �)]�= infA supV Z t^�0 �x(s)lx(s)ds+ �x(t ^ �)V [yx(t ^ �)] ;par le Lemme élémentaire (2.1.c).Considérons à présent un jeu de poursuite évasion G. x étant �xé dans 
, t et " étant�xés positifs, notons W (x) le membre de droite dans (5.5). On va montrer :V (x)� 2" � W (x) � V (x) + 3" ;d'où le résultat, par passage à la limite quand "! 0+.Il existe �1 2 A, tel que :W (x) � supv(:)2V Z t^�10 �x�1;v(:)lx�1;v(:) + �x�1;v(:)(t ^ � 1)V (x1) � "V (x1) � supw(:)2V Ix1�x1 ;w(:) � " � Ix1�x1 ;v(:+t) � " ;67



pour �x1 2 A bien choisi, fonction de x1 � yx�1;v(:)(t ^ � 1), où � 1 � �x�1;v(:). Posonségalement : �[v(:)](s) := � �1[v(:)](s); 0 � s � t ^ � 1�x1[v(:+ t)](s� t); s > t ^ � 1 :En particulier, �1[v(:)] = �[v(:)] sur [0;t ^ � 1]; t ^ � 1 = t ^ � (car � = �1 si �1 � t; ett ^ � 1 � �), où � � �x�;v(:); x1 = yx�;v(:)(t ^ �). Alors, v(:) étant �xé dans V :W (x) � Z t^�0 �x�;v(:)lx�;v(:) + �x�;v(:)(t ^ �)Ix1�x1 ;v(:+t) � 2":Soit, si � � t, x1 = yx�;v(:)(�) :W (x) � Z �0 �x�;v(:)lx�;v(:) + �x�;v(:)(�)S(x1)� 2" = Ix�;v(:) � 2" ;tandis que si t < � , x1 = yx�;v(:)(t), � 2 = �x1�x1 ;v(:+t) = � � t 2 R+ :W (x) � Z t0 �x�;v(:)lx�;v(:) + �x�;v(:)(t)Ix1�x1 ;v(:+t) � 2" ;où Ix1�x1 ;v(:+t) = Z �20 �x1�x1 ;v(:+t)lx1�x1 ;v(:+t) + �x1�x1 ;v(:+t)(� 2)S(x2)si � 2 est �ni, � = t + � 2 2 R+ , x2 � yx1�x1 ;v(:+t)(� 2) = yx�;v(:)(�). Alors, par changement devariables s! t+ s :W (x) � Z t0 �x�;v(:)lx�;v(:)+ �x�;v(:)(t)�Z �t �x1�x1 ;v(:+t)(:� t)lx1�x1 ;v(:+t)(:� t) + �x1�x1 ;v(:+t)(� � t)S(x2)�= Z �0 �x�;v(:)lx�;v(:) + �x�;v(:)(�)S(x2)� 2" = Ix�;v(:) � 2" ;car pour s � t :lx1�x1 ;v(:+t)(s� t) = lx�;v(:)(s) ;�x�;v(:)(t)�x1�x1 ;v(:+t)(s� t) = exp�� Z t0 lx�;v(:)� exp�� Z s�t0 lx1�x1 ;v(:+t)�= exp�� Z t0 lx�;v(:)� exp�� Z st lx1�x1 ;v(:+t)(:� t)�= exp�� Z s0 lx�;v(:)� = �x�;v(:)(s) :Si en�n � = � 2 = +1, Ix�;v(:) = Ix1�x1 ;v(:+t) = 1, par convention, alors :W (x) � Z t0 �x�;v(:)lx�;v(:) + ��;v(:)(t) � 2"= 1 � 2" = Ix�;v(:) � 2" ;68



d'après le Lemme élémentaire 2.1.c appliqué avec une composante terminale du coût priseégale à 0. Ainsi, dans tous les cas :W (x) � Ix�;v(:) � 2" ;pour tout v(:). D'où : W (x) � supv(:)2V Ix�;v(:) � 2" � V (x)� 2":De même, il existe �1 2 A, tel que :V (x) � supv(:)2V Ix�1;v(:) � " ; (5.6)et v1(:) puis v2(:) dans V, tels que :W (x) � Z t^�10 �x�1;v1(:)lx�1;v1(:) + �x�1;v1(:)(t ^ � 1)V (x1) + ";V (x1) � Ix1�;v2(:) + " ;où � 1 et x1 sont des notations pour �x�1;v1(:) et yx�1;v1(:)(t ^ � 1), respectivement, et pourv(:) 2 V : �[v(:)](s) := �1[vt^�1(:)](s + t);où vt^�1(s) := � v1(s); 0 � s � t ^ � 1;v(s� t ^ � 1); t ^ � 1 < s;et en particulier : �1[v2t^�1(�)] = �1[v1(:)] sur [0;t ^ � 1] ;t ^ � 1 = t ^ � ;x1 = yx�1;v2t^� (:)(t ^ �) ;où � � �x�1;v2t^�1(:) = �x�1;v2t^� (:).D'où : W (x) � Z t^�0 �x�1;v2t^� (:)lx�1;v2t^� (:) + �x�1;v2t^� (:)(t ^ �)Ix1�;v2(:) + 2":Soit, si � � t : W (x) � Z �0 �x�1;v2� (�)lx�1;v2� (�) + �x�1;v2� (�)(�)S(x1) + 2"= Ix�1;v2� (:) + 2" :Et si au contraire � > t, � 2 � �x1�;v2(:) = � � t 2 eR+ :W (x) � Z t0 �x�1;v2t (:)lx�1;v2t (:) + �x�1;v2t (:)(t)Ix1�;v2(:) + 2":où Ix1�;v2(:) = Z �20 �x1�;v2(:)lx1�;v2(:) + �x1�;v2(:)(� 2)S(x2)69



si � 2 = � � t est �ni, x2 � yx1�;v2(:)(� 2) = yx�1;v2t (:)(�), auquel cas :W (x) � Z t0 �x�1;v2t (:)lx�1;v2t (:) + �x�1;v2t (:)(t)�Z ��t0 �x1�;v2(:)lx1�;v2(:) + �x1�;v2(:)(� � t)S(x2)� + 2"= Z �0 �x�1;v2t (:)lx�1;v2t (:) + �x�1;v2t (:)(�)S(x2) + 2" = Ix�1;v2t (:) + 2" ;car pour s > t, lx1�;v2(:)(s� t) = lx�1;v2t (:)(s)�x�1;v2t (:)(t)�x1�;v2(:)(s� t) = exp�� Z t0 lx�1;v2t (:)� exp � Z (s�t)0 lx1�;v2(:)!= exp�� Z t0 lx�1;v2t (:)� exp�� Z st lx1�;v2(:)(:� t)�= exp�� Z t0 lx�1;v2t (:)� = �x�1;v2t (:)(s):En�n, si � 2 et � in�nis, Ix1�;v2(:) = Ix�1;v2t (:) = 1 :W (x) � Z t0 �x�1;v2t (:)lx�1;v2t (:) + �x�1;v2t (:)(t) + 2"= 1 + 2" = Ix�1;v2t (:) + 2" ;par le Lemme élémentaire 2.1.c. Bref, dans tous les cas :W (x) � Ix�1;v2t (:) + 2" � V (x) + 3" ;par (5.6). 2Lemme 5.11 (adapté d'Evans-Souganidis [72, Lemma 4.3]) Étant donné le jeu G,si x 2 E et si ' 2 C1(E), alorsH(x;'(x);r'(x)) > 0 (respectivement < 0)entraîne infA supV Z t0 �x(s)Hx'(s)ds > 0 (respectivement < 0) ;pour t > 0 su�samment faible.Preuve Supposons d'abord H(x;'(x);r'(x)) > 0 ; (5.7)ce qu'on réécrit maxv2V H(x;v) =: � > 0 ;avec H(x;v) := minu2U H(x;'(x);r'(x);u;v) :Alors, il existe v tel que H(x;v) = � > 0 :70



H varie continûment par rapport à son premier argument x (appliquer la Proposition 5.5avec V � singleton). Or, pour (u(:);v(:)) 2 U � V et s � 0 :jjyx(s)� xjj � f s:Donc, yx(s)! x quand s! 0, uniformément en les contrôleurs u(:) et v(:).On a alors : H(yx(s);v) > �=2pour 0 � s < t, où t a été choisi su�samment petit et yx(:) est une trajectoire du jeupour des contrôleurs mesurables arbitraires u(:) et v(:). On déduit pour � 2 A, v(:) � vet s 2 [0;t[ : Hx'(s) � �=2 > 0 :Comme par ailleurs �x(s) � exp(�lt) =: � > 0;il s'ensuit que �x(s)Hx'(s) � 12�� ;puis par intégration sur s 2 [0;t]Z t0 �x(s)Hx'(s)ds � 12��t > 0;ceci pour v(:) � v, uniformément en � 2 A. A fortiori :infA supV Z t0 �x(s)Hx'(s)ds > 0 :Ceci achève la preuve du Lemme dans le cas (5.7).Supposons maintenant H(x;'(x);r'(x)) =: � � < 0 ;soit maxv2V minu2U H(x;'(x);r'(x);u;v) = � � < 0 :Donc pour tout v 2 V, il existe u(v) 2 U (sans régularité a priori de u(v) en v), tel queH(x;'(x);r'(x);u(v);v) � ��:H étant uniformément continue sur U� V, il s'ensuit :H(x;'(x);r'(x);u(v);:) � �3�4 ;sur Br(v)TV, pour r assez petit positif. Par compacité de V, on en déduit l'existenced'un sous-recouvrement �ni, (Brm(vm))1�m�n, de V, tel que :H(x;'(x);r'(x);u(vm);:) � �3�4sur Brm(vm), pour 1 � m � n. Pour pallier l'absence de régularité a priori de u(v) en v,dé�nissons alors : V  �! U;71



telle que :  (v) = u(vm);si v 2 Brm(vm) n m�1[l=1 Brl(vl) (1 � m � n) :Alors : H(x;'(x);r'(x); (v);v) � �3�4 ; (5.8)pour tout v 2 V. Or, d'après le Lemme 5.3 :H(yx(s);'(yx(s));r'(yx(s)); � v(s);v(s)) � H(x;'(x);r'(x); � v(s);v(s)) ! 0quand s tend vers 0, uniformément en v(�) 2 V. Ceci, joint à (5.8), entraîne :H(yx(s);'(yx(s));r'(yx(s));�[v(s)];v(s)) � ��=2;pour 0 � s � t, où t a été choisi assez petit positif, v(:) arbitraire dans V et � 2 A ( étant constante par morceaux) telle que :�[v(:)] :=  � v(:):Alors, pour 0 � s � t : Hx'(s) � ��=2 < 0;puis comme au point précédent :�x(s)Hx'(s) � � 12�� < 0(� = e�lt), et par intégration sur s 2 [0;t] :Z t0 �x(s)Hx'(s)ds � � 12��t < 0;ceci pour � comme précédemment, et v(:) arbitraire dans V. D'où :infA supV Z t0 �x(s)Hx'(s)ds < 0 : 2Théorème 5.12 Étant donné le jeu de poursuite évasion G, la valeur VREK inférieuretransformée V est solution de viscosité discontinue bornée de l'équation d'Isaacs inférieureI.Preuve Montrons d'abord que V est sous-solution de I, en tout point x 2 
. Soit' 2 C1(
) telle que x maximise V � ' sur 
 et V (x) = '(x) (donc V � ').Supposons d'abord x 2 
. Soit xk ! x telle que V (xk) ! V (x). Pour k assez grand,disons k > k, on a : d�(xk) � 12d�(x) =: C > 0 :Donc le temps de sortie �k de la trajectoire du jeu issu du point xk véri�e :�k � Cf > 0 ;72



quels que soient �, v(:). Le Théorème (principe d'optimalité) 5.10 en xk(k > k) se réécritdonc pour t < C=f :V (xk) = infA supV Z t0 �xk(s)lxk(s)ds+ �xk(t)V (yxk(t)) ;soit : infA supV Z t0 �xk(s)lxk(s)ds+ �xk(t)V (yxk(t))� V (xk) = 0 :Or, en yxk(t) : V (yxk(t)) � V (yxk(t)) � '(yxk(t)) :Donc : infA supV Z t0 �xk(s)lxk(s)ds+ �xk(t)'(yxk(t))� V (xk) � 0 ;ou encore :infA supV Z t0 �xk(s)lxk(s)ds+ �xk(t)'(yxk(t))� '(xk) + '(xk)� V (xk) � 0 ;soit en�n, d'après (5.3) :infA supV Z t0 �xk(s)Hxk' (s)ds+ '(xk)� V (xk) � 0 : (5.9)Lorsque k !1, on a d'après les Lemmes de Gronwall et 5.3, uniformément en �, v(:) :Z t0 �xk(s)Hxk' (s)ds+ '(xk)� V (xk)! Z t0 �x(s)Hx'(s)ds ;d'où, par passage à la valeur VREK inférieure (Lemme élémentaire 2.4.e) et d'après (5.9) :infA supV Z t0 �x(s)Hx'(s)ds � 0 ;ceci pour t > 0 assez petit, ce qui entraîne d'après le Lemme 5.11 :H(x;'(x);r'(x)) � 0 ;et signi�e donc, lorsque ' varie, que V est sous-solution de H = 0 en x 2 
.Supposons maintenant x 2 �. On suppose de plus :V (x) > S(x)(sinon, c'est �ni). Soit alors xk une suite de points de 
 telle que lorsque k!1 ,xk ! x; V (xk)! V (x) :Le Théorème (principe d'optimalité) 5.10 en xk entraîne cette fois, pour t �xé > 0 :V (xk) = infA supV Z t^�k0 �xk(s)lxk(s)ds+ 1ft<�kg�xk(t)V (yxk(t))+1ft��kg�xk(�k)S(yxk(�k))� infA Z t^�k0 �xk(s)lxk(s)ds+ 1ft<�kg�xk(t)V (yxk)(t)+1ft��kg�xk(t)S(yxk(�k)) + 1k ; (5.10)
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pour une application � ! v�k (:) bien choisie. Supposons par l'absurde l'existence d'uneextraction en k0 et d'une suite �k0, telles que quand k0 !1 :�k0 � �xk0�k0 ;v�k0k0 (:) ! 0 :Alors, pour k0 assez grand, on a �k0 � t, donc d'après (5.10) :V (xk0) � Z �k00 �xk0 (s)lxk0 (s)ds+ �xk0 (�k0)S(yxk0(�k0)) + 1k0 ;puis par passage à la limite lorsque k0 !1 :V (x) � S(x) ;ce qui a été exclu par hypothèse. De l'impossibilité de former une telle extraction k0 etsuite associée �k0, il s'ensuit :lim infk!+1 inf�2A �xk�;v�k (:) > 0; �k = �xk�;v�k (:) � t ;uniformément en �, à condition de choisir t > 0 assez petit et k assez grand. Alors, (5.10)entraîne : V (xk) � infA Z t0 �xk(s)lxk(s)ds+ �xk(t)V (yxk(t)) + 1kpour les contrôles v�k (:), puis :V (xk) � infA supV Z t0 �xk(s)lxk(s)ds+ �xk(t)V (yxk(t)) + 1k :On conclut alors comme dans le premier cas.Montrons de manière analogue que V est sur-solution de l'équation d'Isaacs inférieureI de G. Soit x 2 
. Soit ' 2 C1(
) telle que' � V ; '(x) = V (x) :Le cas où x 2 
 se traite de manière exactement symétrique à son homologue pour V .Supposons donc directement x 2 �; V (x) < S(x):Il existe alors une suite de points xk de 
, telle que lorsque k !1 :xk ! x; V (xk)! V (x) :Le Théorème (principe d'optimalité) 5.10 en xk donne cette fois :V (xk) = infA supV Z t^�k0 �xk(s)lxk(s)ds+ 1ft<�kg�xk(t)V (yxk(t))+1ft��kg�xk(�k)S(yxk(�k))� supV Z t^�k0 �xk(s)lxk(s)ds+ 1ft<�kg�xk(t)V (yxk(t))+1ft��kg�xk(t)S(yxk(�k))� 1k ; (5.11)
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pour �k bien choisi. De plus, par l'absurde, comme il a été fait pour V , on a pour k assezgrand : �k = �xk�k;v(:) � t ;pour t > 0 assez petit, uniformément en v(:). (5.11) entraîne alors pour �k :V (xk) � supV Z t0 �xk(s)lxk(s)ds+ �xk(t)V (yxk(t))� 1k� infA supV Z t0 �xk(s)lxk(s)ds+ �xk(t)V (yxk(t))� 1k ;et on peut conclure comme dans le cas x 2 
. 2De manière analogue, à partir (d'un ra�nement, Rapaport [116, Lemme I.11]) duThéorème 5.10 :Théorème 5.13 Étant donné le jeu en coût minimum G, la valeur inférieure VREKtransformée V est solution de viscosité bornée de l'équation d'Isaacs inférieure I.Preuve Voir Rapaport [117, Corollaire 2.2 et preuve de la Proposition 2.5]. Justi�onssimplement la continuité de la valeur (sans di�culté particulière, mais énoncée sous desconditions moins fortes que dans Rapaport [117]). Étant donné (x;u(�);v(�)) 2 E � U� V,on a (Commentaire 3.3.a) Jx(t) � lt+ L � L(x) = Jx(0)si t � T , T localement uniforme en x, uniforme en u(�), v(�). Or, pour t 2 [0;T ] et x0 dansun voisinage de x, il vient par application du Lemme de Gronwall :jJx(t)�Jx0(t)j � Z t0 jlx� lx0 j+ jL[yx(t)]�L[yx0(t)]j � T!0l(jx�x0je�fT )+!L(jx�x0je�fT )(voir Remarque 5.4), qui tend vers 0 quand x0 tend vers x, comme alors j inft�0 Jx(t) �inft�0 Jx0(t)j, majoré par supt2[0;T ] jJx(t)� Jx0(t)j; le tout, uniformément en u(�), v(�). Lacontinuité de V en résulte, par application du Lemme élémentaire 2.4.e. 25.4 Principes de comparaisonLa partie b de la Proposition 5.16 suivante est sujette à l'hypothèse de régularitésuivante concernant 
, classique pour aborder les problèmes de Contrôle Optimal ou deJeux Di�érentiels à l'aide de solutions de viscosité.Hypothèse 5.14 (Condition de Soner; voir Bardi-Soravia [13, Remark 1.3.ii]) Ilexiste c > 0 et une fonction � bornée, uniformément continue de 
 \ Bc(�) dans E, telsque pour tout x 2 
 \Bc(�) et t 2]0;c] :Bct(x+ t�(x)) � 
 :Remarque 5.15 D'après [13, Appendix] l'Hypothèse 5.14 précédente est notamment sa-tisfaite si � est épilipschitzienne, au sens où � est localement l'épigraphe de fonctionsLipschitziennes, à constantes de Lipschitz bornées (plus une condition de compacité). Onrenvoie pour les détails à [13, Proposition A.1].75



Proposition 5.16 (Principe de comparaison, Bardi-Soravia [13]) Étant donné lejeu de poursuite évasion G; si v (respectivement w) désigne une sous-solution supérieu-rement bornée (respectivement sur-solution inférieurement bornée) de l'équation d'Isaacsinférieure I, alors v � w dès lors que l'une des conditions suivantes est satisfaite :a. v et w sont respectivement sous-solution et sur-solution de viscosité fortes de I ;b. v est sous-solution de viscosité continue forte de I, ou w est sur-solution de viscositécontinue forte de I, 
 véri�ant la Condition de Soner (Hypothèse 5.14).Preuvea. On applique [13, Theorem 1.2] avec �1 � ;, �2 � �, v1 � S _ v, v2 � 1^w. En e�et,v1 (respectivement v2) ainsi dé�ni est sous-solution (respectivement sur-solution) deviscosité de I, comme maximum (respectivement minimum) de deux sous-solutions(respectivement sur-solutions) dont l'une au moins est continue (Proposition A.10.a).v1 (respectivement v2) est même sous-solution (respectivement sur-solution) bornéeforte de I. On est donc bien dans les conditions d'application du Théorème évoquéci-dessus.b. On applique [13, Theorem 1.2] avec �1 = �, �2 = ; et toujours v1 � S_v, v2 � 1^w.2Proposition 5.17 (Principe de comparaison, Barles [14, Th. 4.3]) Étant donné lejeu en coût minimum G; on a v � w dès que v (respectivement w) désigne une sous-solution supérieurement bornée (respectivement sur-solution inférieurement bornée) del'équation d'Isaacs inférieure I.Preuve On applique Barles, [14, Théorème 4.3] à S _ v et 1^w 1. En e�et, l'HamiltonienG du jeu en coût minimum véri�e bien les hypothèses (H1), (H4) et (H11) de ce Théorème(voir [14, pp. 189�190]), adaptées en tenant compte de nos conventions de signe (voir �5.2).Ainsi :� Pour (H1), on a d'après le Lemme élémentaire 2.4.b :H(x;s;p)�H(x;t;p) � minU�V (H(x;s;p;u;v) � H(x;t;p;u;v))= minU�V(t� s)l(x;u;v)� (t� s)l si s � t ;par Dé�nition 5.2 de H. Puis(S(x)� s)� (S(s)� t) = t� s ;donc d'après le Lemme élémentaire 2.2.iii :G(x;s;p)�G(x;t;p) � (1 ^ l)(t� s) si s � t:� Pour (H4) et (H11), on a d'après le Lemme 5.3 et la Remarque 5.4 :jH(x;s;p)�H(y;t;q)j �k p k �f k x� y k + (1 + jsj)!0l(k x� y k) + ljs� tj + f jjp� qjj =: A ;tandis que jS(x)� s� S(y)� tj � jt� sj+ !S(jjx� yjj) =: B :1. Qui sont respectivement sous-solution bornée et sur-solution bornée, comme plus haut.76



Donc, par le Lemme élémentaire 2.2.iv :jG(x;s;p)�G(y;t;q)j � A _B : 2Corollaire 5.18 On se place dans le jeu de poursuite évasion G. Si la valeur VREKinférieure transformée V est continue sur �, alors l'équation d'Isaacs inférieure I admetune et une seule solution de viscosité bornée forte, à savoir V � qui est donc continuesur 
. Si de plus 
 véri�e la condition de Soner (Hypothèse 5.14), alors V est la seulesolution de viscosité bornée de I.Preuve V est solution de viscosité discontinue de I, d'après la Proposition 5.3. Doncses enveloppes semi-continues V et V sont respectivement sur-solution et sous-solutionde viscosité de I. Elle sont par ailleurs bornées, comme V . En�n, sur �, elles coïncidentavec V , par continuité de cette dernière, qui n'est elle-même autre que S. Donc V � Vsur 
, d'après la Proposition 5.16.a. Comme par ailleurs on a sur 
 l'inégalité opposée, ils'agit en fait d'une égalité. V est alors solution de viscosité bornée forte de I � l'égalitéprécédente impliquant notamment la continuité sur 
 tout entier de V , qui était déjàsolution de viscosité discontinue.Réciproquement, si v désigne une solution de viscosité bornée forte de I, alors V = vpar applications successives de la Proposition (principe de comparaison) 5.16.a à (V;v) puis(v;V ), et il en va de même si v désigne une solution de viscosité bornée (non nécessairementforte) de I, mais que 
 véri�e la condition de Soner (Hypothèse 5.14), par applicationssuccessives de la Proposition (principe de comparaison) 5.16.b. 2Corollaire 5.19 On se place dans le jeu en coût minimum G. L'équation d'Isaacs infé-rieure I admet une et une seule solution de viscosité bornée, à savoir la valeur VREKinférieure transformée V . V est même la seule solution de viscosité discontinue bornée deI.Preuve Seule l'unicité dans le cadre discontinu reste à démontrer, d'après les Propositions5.13 et 5.17 précédentes. Soit alors v solution de viscosité discontinue bornée de l'équationd'Isaacs du jeu. V et v (respectivement v) sont donc sur-solutions (respectivement sous-solutions) bornées, d'où la double inégalité suivante, d'après la Proposition (principe decomparaison) 5.17 : v � V � v ;qui est en fait une double égalité, à V , par dé�nition des enveloppes semi-continues. 25.5 Exemple du servomécanismeDans l'exemple du servomécanisme, étudié analytiquement au Chapitre 4, on peutmontrer directement par le calcul que la valeur feedback, et présumée VREK, transformée,du jeu de poursuite évasion (respectivement en distance minimum) est solution de viscositédiscontinue (respectivement solution de viscosité) de l'équation d'Isaacs du jeu. Montrons-le notamment en distance minimum.Théorème 5.20 On considère à nouveau le jeu du servomécanisme en distance minimum(�4.3). Soit U , la valeur feedback mise en évidence au Théorème 4.4. Alors V � � � Uest solution de viscosité de l'inéquation d'Isaacs du jeu (transformé).77



Preuve On utilise la formulation par semi-di�érentiels (Proposition A.6.b). U est continueet n'excède nulle part �� (:). V est donc solution de viscosité de l'inéquation d'Isaacs, siet seulement si :( maxv2V minu2U < p;f(x;u;v) > � 0; 8p 2 DV (x)V (x) = � � �� (x) ou maxv2V minu2U < p;f(x;u;v) > � 0; 8p 2 DV (x) :Soit, puisque DV (x) = e�U(x)DU(x) (Proposition A.8) et idem en D :( maxv2V minu2U < p;f(x;u;v) > � 0; 8p 2 DU(x)U(x) = �� (x) ou maxv2V minu2U < p;f(x;u;v) > � 0; 8p 2 DU(x) :Le calcul direct montre que U satisfait l'inéquation à ses points di�érentiables. À sespoints non di�érentiables, utilisant des règles de calcul non lisse (voir par exemple Clarke[52] ou Proposition A.9), nous avons :� pour x tel que P+(x) =  + x1 et x2 > �,DU(x) = ���� 1(x2 + �)=� � + (1� �)� 10 ���2[0;1] ; DU(x) = ;:Donc maxv2V minu2U < p;f(x;u;v) > = (1� 2�)x2� j1� 2�j�+ �(x2 +�) � 0; 8p 2 DU(x),et par symétrie, nous avons les mêmes inégalités aux points x tel que P�(x) = �x1 andx2 < �� ;� pour x tel que P+(x) =  � �2=� et jx2j < �,DU(x) = ���� 1(x2 + �)=� � + (1� �)� 00 ���2[0;1] ; DU(x) = ;:Donc maxv2V minu2U < p;f(x;u;v) > = ��(x2 + �) + �(x2 + �) = 0; 8p 2 DU(x), et parsymétrie, nous avons les mêmes inégalités aux points x tel que P�(x) =  � �2=� andjx2j < � ;� au point A (voir Figure 4.1) :DU(A) = ���1 � 12�=� �+ �2� 10 � + (1� �1 � �2)� 00 �� �1; �2�0;�1+�2�1DU(A) = ;:Donc maxv2V minu2U < p;f(A;u;v) > = (�2� �1)�� j�2� �1j�+ 2�1� � 0; 8p 2 DU(A), etpar symétrie, nous avons les mêmes inégalités au point B .U est donc bien solution de viscosité de l'inéquation d'Isaacs du jeu. 2En poursuite évasion, lorsque p est supérieur à 1, on pourrait mener des calculs ana-logues, pour prouver que V et V préalablement calculées à l'aide de la valeur pe trans-formée V � � � U (�4.2) sont respectivement sur-solution et sous-solution de viscositéde l'équation d'Isaacs du jeu. On ne mènera pas le calcul ici. En e�et, ces résultats sontpeu utilisables pour prouver que V est la valeur du jeu (en poursuite évasion comme endistance minimum), faute de résultats d'unicité (principes de comparaison) appropriés78



pour l'équation d'Isaacs correspondante (pas de principe de comparaison discontinu enpoursuite évasion et pas de principe de comparaison en distance minimum).La démarche qu'on adopte dans la suite de cette Partie consiste à calculer numérique-ment, à l'aide de jeux à di�érences �nies, les fonctions valeurs de nos jeux, caractériséescomme uniques solutions de viscosité bornées (fortes dans le cas poursuite évasion) deleurs équations d'Isaacs respectives. Toutefois, la présence éventuelle de discontinuitésdans les fonctions valeurs de nos jeux (voir notamment Corollaire 5.18) appelle un travailpréliminaire supplémentaire : le recours aux solutions enveloppes de viscosité, suivant lathéorie de l'école italienne [8, 7].5.6 Solutions enveloppes de viscositéCommentaire 5.21 L'introduction des ces solutions enveloppes est inspirée de la mé-thode de Perron pour prouver l'existence de solutions classiques à certaines équationselliptiques, voir par exemple Courant-Hilbert [56]; voir aussi Ishii [88] pour une versionde cette méthode dans le cadre des solutions de viscosité (continues).5.6.1 Jeu de poursuite évasionSoit G un jeu de poursuite évasion. Par jeu à cible dilatée de ", G", on entendra dansla suite le jeu à cible � " (Lemme 2.5.c), E n � " renoté 
" (bord �").On notera V(");I(");�(");�("), la valeur VREK inférieure transformée, l'équation d'Isaacsinférieure, l'ensemble des sous-solutions fortes supérieurement bornées de cette équation,l'ensemble des sur-solutions fortes inférieurement bornées de cette équation, respective-ment; et en�n, pour x 2 
("), v(")(x) := supu2�(") u(x) : (5.12)�("), respectivement �("), contiennent la fonction constante égale à S, respectivement 1(Remarque 5.8). D'où par la Proposition (principe de comparaison) 5.16.a :u � 1; u � v; S � v ;pour tout (u;v) 2 �(") � �(").Lemme 5.22 On suppose (Hypothèse 5.9) que S est sous-solution de viscosité (continue,bornée, forte) de l'équation d'Isaacs inférieure I du jeu de poursuite évasion G. Soit "�xé > 0. La prolongée ~u par S sur 
n
", d'une sous-solution de viscosité supérieurementbornée u � S de l'équation I", est sous-solution de viscosité forte supérieurement bornéede I (~u 2 �).Preuve Il ne reste qu'à véri�er la propriété de sous-solution de viscosité pour ~u au pointcourant x 2 �". Soit ' 2 C1(
) une fonction-test telle que ~u�' est maximale sur 
, nulleen x.Alors il en va de même pour S �', pour peu qu'on ait de plus u(x) � S(x) ; car alors'(x) = ~u(x) = u(x) � S(x) ;tandis que par hypothèse, S � u sur 
", donc S � ~u � ' sur 
. Donc, S étant sous-solution en x pour le domaine 
, on a :H[x;S(x);r'(x)] � 0 ;79



où S(x) n'est autre que ~u(x).Si au contraire u(x) > S(x), alors par la condition au bord faible pour u sur �" :H[x;u(x);r'(x)] � 0 ;où u(x) = ~u(x). En e�et, u � ' est maximale sur 
", nulle en x, comme restriction de~u� '.Finalement, on a bien ~u 2 �. 2Proposition 5.23 (Bardi, Bottacin, Falcone [8, 7]) On fait l'Hypothèse 5.9 sur lejeu de poursuite évasion G (S sous-solution de I). Alors :a. v = min�, qui, en tout x 2 
, n'est autre que la limite croissante (au sens large)des v"(x) quand "& 0+; la fonction v sur 
, à valeurs dans [S;1], s'appelle solutionenveloppe de viscosité de I.b. si v est continue, alors v = max �, l'unique solution de viscosité bornée forte de I.Preuvea. D'après Bardi et al. [8, 7], le supremum, ~v, des sous-solutions bornées fortes de I,en est la plus petite sur-solution bornée forte. Or, pour tout (u0;v0) 2 � ��, u0 _ S,resp. 1^v0, est une sous-, resp. sur-, solution bornée forte de I (Proposition A.10.a).D'où u0 � u0 _ S � ~v � 1 ^ v0 � v0 ;et v = ~v = min�.De plus, toujours d'après Bardi et al., v(x) = ~v(x) (x 2 
) est la limite croissante(au sens large) des ~v"(x) quand " & 0+, où ~v" � sup ~�"; ~�" (" > 0), l'ensemble dessous-solutions bornées de I, coïncidant avec S sur 
 n
" (donc ~�"j
" � �"). Mais ~v"n'est autre que v", prolongée par S sur 
 n 
". En e�et, les deux objets coïncident(avec S) sur 
 n 
", tandis que par l'inclusion précédente v" � ~v" sur 
". En�n,pour toute u 2 �", alors u_S bornée, u_S 2 �" (sous l'Hypothèse 5.9, PropositionA.10.a) u _ S � S (avec égalité sur �"), donc (Lemme 5.22) u _ S, prolongée par Ssur 
 n 
", appartient à ~�", et sur 
":v" = sup �" � supu2�" u _ S � sup ~�" = ~v" :b. v est donc bornée, S � v � 1. Si elle est de plus continue, alors elle est sous-solutionde viscosité comme supremum continu de sous-solutions (Proposition A.10.b). L'uni-cité et le caractère extrêmal résultent de la Proposition (principe de comparaison)5.16.a. 2La Proposition 5.26 suivante fait le lien entre cette solution enveloppe et la valeur dujeu.Hypothèse 5.24 Pour " > 0 su�samment faible, 
" véri�e la condition de Soner (Hy-pothèse 5.14).Remarque 5.25 L'Hypothèse 5.24 est notamment véri�ée si � est convexe (ou plusgénéralement proximalement lisse [53], Lemme 2.5.d) compacte.
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Proposition 5.26 (Bardi, Bottacin, Falcone[8, 7]) Hypothèse 5.9 sur le jeu de pour-suite évasion G. Alors :a. pour " positif, v" � V " � V " � v (5.13)sur 
" , si celui-ci véri�e la Condition de Soner (Hypothèse 5.14) ;b. sous l'Hypothèse 5.24, v(x) = lim"!0+ V"(x), en tout x 2 
 ;c. v � V si v est continue, 
 véri�ant la condition de Soner (Hypothèse 5.14).Preuve c résulte des Proposition 5.23.b, Théorème 5.12, et Proposition (principe de com-paraison) 5.16.b; b est un corollaire immédiat de a et de la Proposition 5.23.a; montrons a(prouvé dans [8] dans la cadre plus restrictif d'un critère de coût égal au temps de capture�). D'après le Théorème 5.12, V" est solution de viscosité discontinue bornée de I". V "est donc sur-solution bornée de cette équation, dont S est sous-solution bornée, continue,forte sous l'Hypothèse 5.9. Donc S � V " � V " (5.14)sur 
", par application de la Proposition (principe de comparaison) 5.16.b, puis u � V "sur 
" pour u 2 �" par application de la Proposition (principe de comparaison) 5.16.a.On en déduit la première inégalité dans (5.13) par passage au supremum sur �".Prouvons maintenant la dernière inégalité dans (5.13). V " est sous-solution bornéede I". Donc eV , prolongée de V " par S dans 
 n 
", appartient à � (Lemme 5.22). Or,(Proposition 5.23.a) v 2 �. Donc ~V � v sur 
, et, a fortiori, V � v sur 
". 25.6.2 Jeu en distance minimumÉtant donné un jeu en distance minimum, G, associé à un jeu de poursuite évasionde cible � , on introduit le jeu en coût minimum G", correspondant au jeu en distanceminimum écrétée inférieurement au niveau �R, L � �R� , et à pénalité Lagrangienne l � "(paramètre ", constante R, �xés > 0, voir Commentaire 3.3.e). On notera respectivementV(");I(");�(");�("), la valeur VREK inférieure transformée de G("), son équation d'Isaacs infé-rieure, l'ensemble des sous-solutions supérieurement bornées de cette équation, l'ensembledes sur-solutions inférieurement bornées de cette équation (tous dépendant implicitementde la constante R).�("), respectivement �("), contient la fonction constante égale à S, respectivement 1(Remarque 5.8). D'où par la Proposition (principe de comparaison) 5.17, pour " > 0:u � 1; u � v; S � v ;pour tout (u;v) 2 �" � �".On rappelle � toujours pour " > 0� que V" est solution de viscosité bornée de l'équa-tion d'Isaacs inférieure I", dont V" est également l'unique solution de viscosité discontinuebornée (Corollaire 5.19).Proposition 5.27 (Rapaport [116]) Étant donnés le jeu en distance minimum, G; laconstante R �xée > 0. Alors,a. V" = max �" (" > 0) ;b. sous l'Hypothèse supplémentaire 5.28 suivante, (�R) _ V = max �, limite décrois-sante (au sens large) de V" quand " & 0+; la fonction v ainsi dé�nie sur E , à81



valeurs dans [S;1] (S = �(R)), s'appelle solution enveloppe de viscosité de l'équa-tion d'Isaacs inférieure I. C'est la plus grande sous-solution supérieurement bornéede cette équation.Hypothèse 5.28 Pour tout (x;�) 2 E � A et � > 0, il existe T �ni, tel que pour toutyx � yx�;v(�) (v(�) 2 V) inf[0;T ] �� � yx � inf[0;+1[ �� � yx + � : (5.15)Preuve de la Proposition 5.27a. Par la Proposition (principe de comparaison) 5.17.b. En e�et, dans les conditions de l'Hypothèse 5.28, on a d'après le Lemme élémentaire2.3: inf[0;T ] �R� � yx = (�R) _ inf[0;T ] �� � yx� (�R + �) _ � inf[0;+1[ �� � yx + ��= inf[0;+1[ �R� � yx + � :D'après Rapaport [117], on a alors le b, avec, à la place de (�R)_V , la valeur VREKtransformée du jeu en distance minimum �R� � mais les deux objets coïncident, envertu des Lemmes élémentaires 2.3 et 2.4.h. 2Remarque 5.29 En valeurs supérieures, l'hypothèse analogue à 5.28 prend la forme sui-vante.Hypothèse 5.30 Pour tout (x;u(�)) 2 E � U , et � > 0, il existe T �ni, tel que (5.15)vaut pour tout yx � yxu(�);� (� 2 B).5.7 Points-sellesLes résultats précédents reliant valeurs inférieures des jeux et solutions de viscositéde leurs équations d'Isaacs inférieures, mis en regard des résultats analogues concernantles fonctions valeurs et équations d'Isaacs supérieures, permettent de prouver l'existencede fonctions valeurs de point-selle VREK pour ces jeux lorsque la condition d'Isaacs estsatisfaite � auquel cas les équations d'Isaacs inférieures et supérieures du jeu coïncident,on parle alors d'équation d'Isaacs du jeu.Hypothèse 5.31 (Condition d'Isaacs) On a un point-selle du petit jeu :maxV minU hq;f(x;u;v)i + l(x;u;v) = minU maxV hq;f(x;u;v)i + l(x;u;v);pour tout (x;q) 2 E2.Alors, (en prenant q � p=(1� s), S � s < 1, puis en faisant tendre s vers 1�)maxV minU H(x;s;p;u;v) = minU maxV H(x;s;p;u;v) ;pour tout (x;s;p) 2 E � [S;1] � E ; d'où coïncidence des équations d'Isaacs inférieures etsupérieures du jeu de poursuite évasion ou en coût minimum transformé G.82



Proposition 5.32 Dans le jeu de poursuite évasion G véri�ant la Condition d'Isaacs(Hypothèse 5.31) :a. si les valeurs VREK inférieures et supérieures transformées sont continues sur �,ou, 
 étant supposé de plus véri�er la condition de Soner (Hypothèse 5.14), si l'unedes deux est continue, alors ces valeurs coïncident, et cette valeur commune dé�nitune valeur de point-selle VREK continue ;b. Hypothèses 5.9 et 5.24 sur G. Alors les valeurs VREK inférieures et supérieurestransformées des jeux G" (à cibles dilatées de ") convergent vers une même limitelorsque "! 0+.Preuvea. Par le Corollaire 5.18, et l'énoncé analogue concernant les valeurs VREK et équationsd'Isaacs supérieures.b. La limite en question est la solution enveloppe de viscosité de l'équation d'Isaacsde G, d'après la Proposition 5.26.b et l'énoncé analogue concernant les valeurs etéquations d'Isaacs supérieures. 2Proposition 5.33 Sous la Condition d'Isaacs (Hypothèse 5.31), tout jeu en distance mi-nimum véri�ant les Hypothèses 5.28�5.30, respectivement, jeu en coût minimum, admetune valeur de point-selle VREK semi-continue supérieurement, respectivement continue.Preuve Cette valeur transformée est la solution enveloppe de viscosité du jeu en distanceminimum �R� (du moins au-dessus du niveau �R, R étant pour cette fois considéré commeun paramètre qu'on fait tendre vers +1), respectivement la solution de viscosité bornée,de l'équation d'Isaacs du jeu, d'après la Proposition 5.27.b, respectivement le Corollaire5.19, et les énoncés analogues pour les valeurs et équations d'Isaacs supérieures. 2Ensuite, pour calculer numériquement les valeurs des jeux, caractérisées comme solu-tions (éventuellement enveloppes) de viscosité de leurs équations d'Isaacs respectives, onva utiliser une extension aux jeux (déjà considérée par Pourtallier et Tidball [115]) d'uneméthode proposée par Kushner [95] pour le contrôle optimal. Cette dernière est elle-mêmeune extension au contrôle des équations aux di�érences �nies dans le sens du vent (up-wind) pour résoudre les équations hyperboliques (voir par exemple Morton-Mayers [112]),et peut être vue comme un schéma d'approximation par jeux à di�érences �nies.
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Chapitre 6Schémas numériques6.1 Grilles étoiléesDé�nition 6.1 Étant donné un ensemble de n÷uds localement �ni (grille) Eh � E = Rr ,(r 2 N�) :a. on appelle cône en x 2 Eh, l'ensemble des combinaisons positives d'une famille libred'arêtes de la forme y � x, où y 2 Eh ;Si un tel cône comporte plus d'une arête, on appelle face de ce cône opposée à sonarête y � x, le sous-cône engendré par ses arêtes autres que y � x ;b. la grille Eh est dite étoilée si à chaque x 2 Eh, est associé un système (�ni pardé�nition) de cônes en x, dit étoile, Sh(x), réalisant une partition de l'espace Epointé en x ;c. étant donnée une grille étoilée, Eh, on note Vh(x), et on appelle ensemble des voisinsde x 2 Eh, l'ensemble des y 2 Eh tels que y� x est une arête d'au moins un cône deSh(x).Proposition 6.2 Étant donnés un jeu di�érentiel à instant �nal variable G (dynamiquef), une grille étoilée Eh de E = Rr (r 2 N?), et (x;u;v) 2 Eh � U� V :a. l'ensemble Eh est dénombrable ;b. l'ensemble des fonctions réelles bornées sur Eh, muni de la norme sup jj:jjh1 sur Eh,est un espace de Banach, noté `1(Eh) ;c. l'ensemble Vh(x) est �ni ;d. il existe une unique famille, (f y(x;u;v))y2Vh(x) telle que :i. pour y 2 Vh(x), f y(x;u;v) est positif, si y appartient au cône de Sh(x) contenantf(x;u;v); nul, sinon ;ii. f(x;u;v) = Xy2Vh(x) f y(x;u;v)(y � x) ;le cardinal du support de cette somme étant compris (au sens large) entre 1 etr.Preuvea. E = Rr (r 2 N?) étant non borné, Eh est in�ni. Sinon co(Eh) (l'enveloppe convexefermée de Eh) est un polyèdre convexe compact, donc pour tout sommet xh de cepolyèdre (xh 2 Eh) il existe un hyperplan de E qui laisse co(Eh) d'un seul (au senslarge) côté, l'autre (au sens strict) côté ne pouvant rencontrer aucun cône de Sh(xh),ce qui contredit le caractère étoilé de Eh en xh. Étant de plus localement �ni, Eh estdonc dénombrable. 85



b. Corollaire immédiat de a.c. En dimension r, chaque cône de l'étoile (�nie par dé�nition) Sh(x) comporte au plusr arêtes.d. f(x;u;v) est non nul (d'après les Hypothèses 3.2), et par dé�nition Sh(x) partitionnel'espace Eh pointé en x. 2Exemple 6.3 Si E est le plan (r = 2), une grille étoilée Eh peut être constituée parla donnée d'un réseau régulier de parallélogrammes de côtés �h � �h, d'angle obtus �h,assortie de la donnée en chaque n÷ud P du système de cônes dé�ni par les arêtes �!PE,
N

S
�h�hO P E�h

Fig. 6.1 � Grille losange de pas h sur E = R2��!PN , �!PO, �!PS, et leurs paires f�!PE;��!PNg, f��!PN;�!POg, f�!PO;�!PSg et f�!PS;�!PEg (Figure 6.1).Cet Exemple se généralise aisément à des dimensions quelconques d'espace. De même,il n'est pas di�cile de dé�nir une grille étoilée Eh à partir d'une triangulation donnée deE .6.2 Schémas numériquesDé�nition 6.4 Étant donnés un jeu di�érentiel à instant �nal variable G, une grilleétoilée Eh, une fonction réelle V h 2 `1(Eh), (x;u;v) 2 Eh � U � V et y 2 Vh(x), onnotera : �th(x;u;v) = 1= Xz2Vh(x) f z(x;u;v) 2 R?+ ; �yV h(x) = V h(y)� V h(x) ;py(x;u;v) = f y(x;u;v)�th(x;u;v) 2 [0;1] ;EV h(x;u;v) =Pz2Vh(x) pz(x;u;v)V h(z) �k V h kh1 ; (6.1)k̂ � l�th1 + l�th � 1� �̂ ; où �̂ � 11 + l�th 2]0;1[ ;T hV h(x;u;v) = k̂(x;u;v) + �̂(x;u;v)EV h(x;u;v) ;= V h(x) + �̂(x;u;v)�th(x;u;v)HhV h(x;u;v) ;86



où HhV h(x;u;v) = Xz2Vh(x) f z(x;u;v)�zV h(x) + [1� V h(x)]l(x;u;v) ;RhV h(x;u;v) = � T hV h(x;u;v) si x 2 
h;S(x) sinon (pe)S(x) ^ T hV h(x;u;v) (cm) ;T hV h(x) = maxv2V minu2U T hV h(x;u;v) ; HhV h(x) = maxv2V minu2U HhV h(x;u;v) ;RhV h(x) = maxv2V minu2U RhV h(x;u;v)= 1 � T hV h(x) si x 2 
; S(x) sinon (pe)S(x) ^ T hV h(x) (cm)GhV h(x) = � HhV h(x) si x 2 
; S(x)� V h(x) sinon (pe)(S(x)� V h(x)) ^HhV h(x) (cm) :On a anticipé quelques propriétés faciles (positivité de �th...) dans ces Dé�nitions.Remarquons en outre dès à présent que les py(x;u;v) pour y 2 Vh(x), peuvent être inter-prétées comme des probabilités de transition de x à y conditionnelles aux contrôles u etv � Pz2Vh(x) pz(x;u;v)V h(z) s'interprétant alors comme la moyenne de V h(z) sous cettepondération. D'où l'inégalité dans (6.1).On véri�e alors aisément que Hh et T h, ou Gh et Rh, opèrent de `1(Eh) dans lui-même.On appellera équation d'Isaacs discrète au pas h, l'équationGhV h = 0 (Ih)sur `1(Eh).Remarque 6.5 On a les mêmes Dé�nitions pour un jeu en distance minimum, G, maison perd alors la Proposition (principe de comparaison) 6.11.c et ses conséquences.Dans la Dé�nition 6.6 et les Propositions 6.8 et 6.11 à venir, il faut lire également lesénoncés analogues où Gh et Rh remplacent respectivement Hh et T h � les preuves étantpour leur part rédigées dans les deux cas.Dé�nition 6.6 Étant donnés le jeu G, une grille étoilée Eh. On appellera sous-solutionde l'équation HhV h = 0, toute fonction V h 2 `1(Eh), telle que sur Eh :HhV h � 0 ;ou de façon équivalente (Proposition 6.8.a) :V h � T hV h :Dé�nitions symétriques pour une sur-solution.Exemple 6.7 Soient le jeu G (espace d'état E � Rr , r 2 N�), la grille étoilée Eh sur E .On véri�e aisément que 1 et S sont respectivement sur- et sous-solutions de Ih. De plus,en coût minimum, S est également sur-solution de Ih.1. En utilisant au passage le Lemme élémentaire 2.4.h en coût minimum.87



Proposition 6.8 Soient le jeu G (espace d'état E � Rr , r 2 N�), la grille étoilée Eh surE. Pour tous Uh;V h, ' 2 `1(Eh) et x 2 Eh :a. T hV h(x)� V h(x) et HhV h(x) ont même signe ;b. (Ellipticité) HhUh(x) � HhV h(x), si V h(x) � Uh(x) et �yV h(x) = �yUh(x) poury 2 Vh(x) ;c. (Monotonie et fonctions-tests)HhV h(x) � Hh'(x) ; si V h � ' sur Vh(x) et V h(x) = '(x) ;et même résultat (par interchangeabilité de V h et ') avec les inégalités changées designe; en�n, T hUh � T hV h si Uh � V h :Preuvea. Déjà, T hV h(x) � V h(x) et HhV h(x) ont même signe, par application du Lemmeélémentaire 2.4.d. Ainsi, en poursuite évasion: RhV h(x)�V h(x) = T hV h(x)�V h(x)et GhV h(x) = HhV h(x) ont même signe si x 2 
, tandis que si x 2 � :RhV h(x)� V h(x) = S(x)� V h(x) = GhV h(x) :En�n, en coût minimum,RhV h(x)� V h(x) = (S(x)� V h(x)) ^ (T hV h(x)� V h(x))est �du plus petit signe� de (S(x) � V h(x)) et (T hV h(x) � V h(x)), ce dernier étantdu signe de HhV h(x) d'après ce qui précède. (RhV h(x) � V h(x)) est donc �du pluspetit signe� de (S(x)� V h(x)) et HhV h(x), comme GhV h(x).b. Dans les Hypothèses du b, on a clairement quel que soit (u;v) 2 U� V :HhUh(x;u;v) � HhV h(x;u;v) ;d'où HhUh(x) � HhV h(x), par application du Lemme élémentaire 2.4.c. Ainsi, enpoursuite évasion, GhUh(x) = HhUh(x) � HhV h(x) = GhV h(x) si x 2 
, tandisque si x 2 � : GhUh(x) = S(x)� Uh(x) � S(x)� V h(x) = GhV h(x) :En�n en coût minimum, on a d'après les inégalités précédentes :GhUh(x) = (S(x)�Uh(x)) ^ HhUh(x) � (S(x)�V h(x)) ^ HhV h(x) = GhV h(x) ;d'après le Lemme élémentaire 2.2.i.c. Montrons les énoncés relatifs à Hh ou Gh (ceux relatifs à T h ou Rh se montreraientde manière analogue, en plus simple). En e�et, si par exemple V h � ' sur Vh(x) etV h(x) = '(x), alors pour y 2 Vh(x) :V h(y)� '(y) � V h(x)� '(x) = 0 :Soit : �yV h(x) � �y'(x) ;d'où, puisque V h(x) = '(x),HhV h(x;u;v) � Hh'(x;u;v) ;88



pour tout (u;v) 2 U� V. Alors, par application du Lemme élémentaire 2.4.c :HhV h(x) � Hh'(x) :En poursuite évasion, on a par dé�nition :GhV h(x) = HhV h(x) � Hh'(x) = Gh'(x)si x 2 
, tandis que si x 2 � :Gh'(x) = S(x)� '(x) = S(x)� V h(x) = GhV h(x) ;par dé�nition.En�n, en coût minimum, on a par dé�nition :GhV h(x) = (S(x)� V h(x)) ^HhV h(x)� (S(x)� '(x)) ^Hh'(x) = Gh'(x) ;par application du Lemme élémentaire 2.2.i. 2Une grille étoilée Eh sera dite non dégénérée si elle véri�e l'Hypothèse suivante �comme par exemple la grille parallélipipédique de l'Exemple 6.3 :Hypothèse 6.9 (Grille étoilée non dégénérée) Il existe �h 2 R?+ , �h 2 R?+ , �h 2]�=2;�[ tels que pour tout x 2 Eh, pour tout cône C de l'étoile Sh(x) dans Eh, pour toutearête y � x de ce cône :a. �h �k y � x k� �h ;b. l'angle entre y � x et la face opposée F dans C n'excède jamais �h :< y � x;z � x >jjy � xjj jjz � xjj � cos(�h) 2]� 1;0[ si z 2 F n fxg:Remarque 6.10 Dans un cône C de Sh(x), l'Hypothèse 6.9.b est notamment véri�ée sil'angle (dxy;n) (de vecteurs non nuls de E , à valeur dans [0;�]) entre une arête y � x et lanormale n (dans l'espace a�ne engendré par C) à la face opposée F dans C n'exède jamais�h� �=2. On a alors en e�et, en se plaçant dans l'espace à trois dimensions engendré parles vecteurs xy, xz et n :(\xy;xz) � (dxy;n) + (dn;xz) � (�h � �2 ) + �2 = �h ;pour tout z 2 F nfxg. Néanmoins cette condition n'est pas nécessaire, excluant les grillesoù l'angle entre arêtes et faces opposées est certes borné supérieurement par �h, mais peutêtre arbitrairement faible lorsque x décrit Eh.Proposition 6.11 Étant donnés un jeu di�érentiel à instant �nal variable G (espaced'état E � Rr , r 2 N�), et Eh une grille étoilée sur E véri�ant l'Hypothèse de non dégé-nerescence 6.9; alors pour tous (x;u;v) 2 Eh � U� V et y 2 Vh(x) :a. 0 � f y(x;u;v) k y � x k � f= sin(�h) (6.2)f � Pz2Vh(x) f z(x;u;v) k z � x k � rf= sin(�h) (6.3)f=�h � Pz2Vh(x) f z(x;u;v) � rf=(�h sin(�h)) (6.4)�th � �th(x;u;v) � �th ; (6.5)où �th (respectivement �th) est une notation pour l'inverse du membre de droite(respectivement gauche) dans (6.4). 89



b. T h est une contraction de `1(Eh) dans lui même.c. (Accrétivité) T h admet dans `1(Eh) un unique point-�xe V h, qui y est égalementl'unique 0 de Hh, ainsi que la plus petite sur-solution, ou encore la plus grandesous-solution, de l'équation HhV h = 0.d. (Principe de comparaison) V h désignant le point-�xe précédent, Uh � V h � W h siHhW h � 0 � HhUh, pour Uh;W h 2 `1(Eh).Remarque 6.12 Étant donné un opérateur maximal monotone (accrétif ) A sur un Ba-nach, on dé�nit sa résolvante en � > 0, R� := (Id+�A)�1 (Brézis [41]). R� est contractif,et admet comme tel un unique point-�xe. A admet donc un unique 0. De même, nousmontrons que T h ou Rh est une contraction pour prouver que Hh ou Gh admet un unique0.Preuve de la Proposition 6.11a. (6.5) est une reécriture de (6.4) dont, sous l'Hypothèse 6.9.a., les inégalités gaucheet droite découlent aisément des inégalités analogues dans (6.3), qui découlent elles-mêmes de (6.2) et de la Proposition 6.2.d. Reste à prouver l'inégalité de droite dans(6.2) (la gauche résultant de la Proposition 6.2.d.i).
pF

y
xf(x;u;v) � q

Fig. 6.2 � f(x;u;v) et sa décomposition dans Sh(x), E = R3La Figure 6.2 illustre la situation. Notons p � f y(x;u;v)(y � x), q � f(x;u;v). Parles relations métriques dans le triangle (supposé non dégénéré) x;x + p;x + q, on ad'après l'Hypothèse de non dégénérescence 6.9.b :jjqjj sin(\q;q � p) = jjpjj sin(\p;p� q) � jjpjj sin(�h);si (\p;q � p) � �=2; sinon :jjqjj2 = jjpjj2 + jjq � pjj2 + 2 < p;q � p > � jjpjj2;qui est encore trivialement vraie dans les cas dégénérés où p ou q � p sont nuls.b. Soient Uh;V h 2 `1(Eh). En poursuite évasion, on a pour x 2 Eh :jRhUh(x)�RhV h(x)j = jT hUh(x)� T hV h(x)j90



si x 2 
, tandis que si x 2 � :RhUh(x) = RhV h(x) = S(x) :En coût minimum :jRhUh(x)� RhV h(x)j = jS(x) ^ T hUh(x)� S(x) ^ T hV h(x)j� jT hUh(x)� T hV h(x)j;par application du Lemme 2.2.ii.Donc, en poursuite évasion comme en coût minimum :jRhUh(x)� RhV h(x)j � jT hUh(x)� T hV h(x)j :Or, par application du Lemme élémentaire 2.4.e :jT hUh(x)� T hV h(x)j � 11 + l�th jjUh � V hjjh1 ;car, pour tout (u;v) :jT hUh(x;u;v)� T hV h(x;u;v)j = �̂(x;u;v)jE(Uh � V h)(x;u;v)j� 11 + l�th jjUh � V hjjh1 :D'où : k RhUh � RhV h kh1�k T hUh � T hV h kh1� � k Uh � V h kh1 ;où � := 1=(1 + l�th) < 1, d'après a.Donc T h et Rh sont des contractions sur `1(Eh).c et d. La contraction T h admet donc un unique point-�xe, ou indi�éremment (Pro-position 6.8.a) Hh admet un unique zéro, V h, sur l'espace de Banach `1(Eh), limiteuniforme, lorsque n �!1, de l'itération de Picard suivante :V hn+1 = T hV hn ;au départ de V h0 arbitraire dans `1(Eh).Par exemple, V h0 � W h comme en d, mais alorsV h1 = T hV h0 = T hW h � W h = V h0 ;d'après la Proposition 6.8.a. Par récurrence, on obtient (en vertu de la croissance deT h à la Proposition 6.8.c): V hn+1 � V hn � V h0 � W h ;pour tout n 2 N , d'où V h � W h, par passage à la limite uniforme sur Eh quandn �!1.On raisonne de même pour Uh à la place de W h.Idem pour Rh et Gh à la place de T h et Hh. 291





Chapitre 7Convergence � Approche globale parles solutions de viscosité7.1 Enveloppes de schémasHypothèse 7.1 Étant donnée une famille de grilles étoilées non dégénérées, (Eh)h>0, surE � Rr (r 2 N�), on parlera de famille non dégénérée de grilles étoilées, ou de nondégénérescence uniforme de ces grilles, si on peut prendre �h < � < � (h > 0), et �htendant vers 0 quand h! 0+, dans l'Hypothèse de non dégénérescence 6.9.Théorème 7.2 Sur E � Rr (r 2 N�), soient (Eh)h>0 une famille non dégénérée de grillesétoilées, (V h)h>0 2 (`1(Eh))h>0 une famille localement équibornée de fonctions.a. Si ` = limn!+1 limm!+1V hnm(xhnm) 2 R ; (7.1)où hnm ! 0+, Ehnm 3 xhnm ! xn 2 E (n 2 N) quand m! +1, et xn ! x 2 E quandn! +1, alors ` se réécrit sous la forme :` = limN!+1V hN (xhN ) ;où hN ! 0+ et EhN 3 xhN ! x quand N ! +1 ;b. l'ensemble des limites de la forme :` = limn!+1V hn(xhn) 2 R ; (7.2)où hn ! 0+ et Ehn 3 xhn ! x 2 E lorsque n! +1, est compact non vide, et admetcomme tel un plus petit et un plus grand élément: V (x) et V (x) dans R ;c. la fonction V , respectivement V , ainsi dé�nie sur E, est semi-continue inférieure-ment, respectivement supérieurement. On l'appellera enveloppe (semi-continue) in-férieure, respectivement supérieure, de (V h)h>0 ;d. pour tous � et � > 0, il existe h > 0, tel que :V (x)� � � V h(xh) � V (x) + � ;si h � h et xh 2 Eh \Bh(x). Alors jV h(xh)� `j � � _ � =: , en supposant de plusque V (x) = V (x) =: ` ;
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e. on dira alors que V h converge en x quand h! 0+, et on notera :limh!0+Eh3xh!x V h(xh) = ` ;c'est-à-dire : limn!+1V hn(xhn) = ` ;pour toutes suites hn ! 0+ et Ehn 3 xhn ! x ;f. si V h converge en tout point vers une fonction V , alors cette convergence est uniformesur tout compact C où V est continue :maxEh\C jV h(xh)� V (xh)j ! 0quand h! 0+.Exemple 7.3 Étant donnés le jeu G (espace d'état E � Rr , r 2 N�), une grille étoiléenon dégénérée Eh sur E . Soit V h, l'unique zéro de Hh ou Gh sur `1(Eh) (Proposition6.11.c). Alors, S � V h � 1 sur Eh, par application de la Proposition (principe de compa-raison) 6.11.d. à l'Exemple 6.7 ; donc (V h)h>0 est équibornée.Remarque 7.4 Dans le Théorème 7.2, (V h)h>0 désigne une famille localement équibornéearbitraire de fonctions réelles sur (Eh)h>0, et non spécialement le cas particulier mis enévidence à l'Exemple 7.3.Preuve du Théorème 7.2a. Étant donnée une limite ` de la forme (7.1), alors pour N �xé positif, on a pour nsu�samment grand, mettons n � nN , puis m su�samment grand, mettons m � mn :hnm _ 2 k xn � x k _ 2 k xhnm � xn k _ jV hnm(xhnm)� `j < 1N :D'où en particulier, renommant hN � hnNmnN :hN _ k xN � x k _ jV hN (xhN )� `j < 1N :b. (Début) En e�et, cet ensemble est fermé (spécialiser le point a précédent au casxn = x pour tout n), borné (V h localement équibornée), non vide.Pour justi�er ce dernier point, notons F l'ensemble, fermé (vu dans la preuve du a),des limites de suites de xhn 2 Ehn où hn ! 0+ quand n! +1.� Si ;  F  E , disons x 62 F , alors dF(x) = d(x;x�) > 0, pour x� bien choisi dansF , x� = lim xhn 2 Ehn où hn ! 0+ quand n ! +1. De plus, (n 2 N) on peutsupposer que xhn est un point de Ehn (qui est localement �nie) au plus proche de x,sinon on choisit �hn 2 Ehn qui minimise cette distance; puis on extrait une sous-suite(�hn0 ) convergente vers �� 2 F tel que d(x;��) � d(x;x�) et il su�t de prendre lasuite (�hn0 ) au lieu de la suite (xhn) précédente.Alors, pour n assez grand, et pour toute arête xhnyhn du cône de x en xhn , Chn(x) :d(xhn;x) � 12d(x�;x), cos( \xhnx;xhnyhn) � �hnd(x;x�) (7.3)(voir Figure 7.1), qui tend vers 0 quand n ! +1, d'où géométriquement � voir b(Suite et �n) à la �n de la preuve � l'angle entre au moins une arête et une face94



opposée de Chn(x) (ou une extraction) tend vers � quand n! +1, ce qui contreditla non-dégénerescence uniforme de la famille de grilles (Eh)h>0. D'ou absurdité, etF = ; ou E .� Si F = ;, i.e. limh!0+ minxh2Eh k xh k= +1, soit alors E 0h l'image de Eh dansl'homothétie de centre origine et rapport 1=minxh2Eh k xh k, (positif) pour h assezpetit, disons h � h. (E 0h)0<h<h est alors une famille non dégénérée de grilles étoiléessur E , comme (Eh)h>0, et l'ensemble F 0 correspondant est non vide, par compacitéde la sphère unité; mais F 0 devrait alors contenir l'origine, par le résultat du pointprécédent. D'ou absurdité.En conclusion, F = E .
xhnyhn x

B�hn (xhn) Bkxhnxk(x)

Fig. 7.1 � yhn 2 B�hn(xhn) n Bkxhnxk(x)c. En e�et, quels que soient x 2 E et ` = limn!+1 V (xn), où xn ! x quand n! +1,on a pour chaque n : V (xn) = limm!+1V hnm(xhnm) ;où hnm ! 0+ et Ehnm 3 xhnm ! xn quand m! +1. D'où, par application du a :` = limN!+1V hN (xhN ) ;où hN ! 0+ et EhN 3 xhN ! x. Donc V (x) � `, par dé�nition. Ainsi, V estsemi-continue inférieurement au point x. Preuve analogue dans le cas de V .d à f. Par arguments standards de compacité � extraction de sous-suites convergenteset, pour d et f, en procédant par l'absurde. Par exemple, pour f, supposons qu'ilexiste un compact C de continuité de V tel que :9 > 0; 9hn ! 0 tel que maxC\Eh jV hn � V j > 2 ;disons jV hn(xhn) � V (xhn)j > 2. Extrayant alors xhn ! x 2 C, on obtient parcontinuité jV hn(xhn)�V (x)j >  (n assez grand), contredisant limh!0; xh!x V h(xh) =V (x). 95



b. (Suite et �n) Précisons. Pour tout n,xhnx = Xyhn2Chn(x) pyhnxhnyhn ; pyn > 0où (quitte à extraire en hn)Card Chn(x) = d 2 N�r ; Chn(x) � fyhnl gl2N�d :Soit en renormalisantxhnx = dXl=1 qhnl xhnzhnl ; qhnl > 0; k xhnzhnl k= 1 ;où par compacité et continuité (quitte, à nouveau, à extraire)xhn ! x�; zhnl ! zl; k x�zl k= 1 (l 2 N�d)quand n!1.Soit P hn (la projection orthogonale sur) le plan normal à xhnx passant par xhn. Pourn 2 N, P hn(xhnx) = 0 = dXl=1 qhnl P hn(xhnzhnl )= dXl=1 rhnl P hn(xhnzhnl ); rhnl > 0; Xl rhnl = 1= P hn(vhn); vhn?P hn ;vhn := dXl=1 rhnl xhnzhnl ;où (quitte, encore, à extraire)rhnl ! rl; rl � 0; Xl rl = 1 (l 2 N�d)quand n! +1, et par continuitévhn ! v := dXl=1 rl x�zl ? P ;P plan normal à x�x passant par x�.Par ailleurs,  dXl=1 qhnl ! hxhnx;X rhnl xhnzhnl i � k xhnx k2 � 0 ;où Pdl=1 qhnl > 0, donne par passage à la limite quand n ! +1 : < x�x;v > � 0,tandis que d'après (7.3) : cos( \xhnx;xhnzhnl ) � �hnd(x;x�)96



(n assez grand) passe à la limite quand n! +1 encos(x�x;x�zl) � 0(l 2 N�d), d'où < x�x;v > = dXl=1 rl < x�x;x�zl > � 0 :Bref, < x�x;v >= 0, et P (v) = 0, d'ou �nalement v = 0. Soit par exemple ensupposant r1 > 0 : �x�z1 = dXl=2 rlr1 x�zl ;ou encore � limn!+1xhnzhn1 = limn!+1 dXl=2 rhnlrhn1 xhnzhnl ;i.e.  xhnyhn1 ; dXl=2 rhnl k xhnyhn1 krhn1 k xhnyhnl k xhnyhnl !tend vers � quand n! +1. 2D'après les résultats généraux de Barles et Souganidis [17], les enveloppes inférieureset supérieures V et V d'un schéma d'approximation stable, monotone et consistant, sontrespectivement sur- et sous-solution de viscosité de l'équation d'Isaacs du problème limitede poursuite évasion ou en coût minimum.Ces résultats s'appliquent au schéma étudié dans ce travail, sous la condition de nondégénérescence uniforme (Hypothèse 7.1) des grilles Eh.Lemme 7.5 Étant donnés le jeu G (espace d'état E � Rr , r 2 N�); (Eh)h>0, une famillenon dégénérée (Hypothèse 7.1) de grilles étoilées sur E ; ' 2 C1(E), hn � h ! 0+, Eh 3xh ! x 2 E. Alors uniformément sur U� V, quand h! 0+ :Xy2Vh(xh) f y(xh;u;v)�y'(xh) ! hf(x;u;v);r'(x)i (7.4)Hh'(xh;u;v) ! H(x;'(x);r'(x);u;v)Hh'(xh) ! H(x;'(x);r'(x)) : (7.5)Preuve D'après la formule de Taylor, à h �xé :Xy2Vh(xh) f y(xh;u;v)�y'(xh)= hr'(xh);f(xh;u;v)i+ Xy2Vh(xh)hr'(zy)�r'(xh);f y(xh;u;v)(y � xh)i ;
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où zy est combinaison convexe de xh et y, pour y 2 Vh(xh). Notant alors ! un module decontinuité de r' sur la fermeture (compacte) d'une boule non vide de centre x (où r'est uniformément continue), il vient par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :������ Xy2Vh(xh) f y(xh;u;v)�y'(xh)� hr'(xh);f(xh;u;v)i������ � r!(�h)f= sin(�h) ;en utilisant la Proposition 6.2.d.ii et (6.2). Quand h! 0+, les hypothèses faites sur �h et�h entraînent alors (7.4), puis (7.5), par Dé�nitions 6.4 de Hh et 5.2 de H, et applicationdu Lemme élémentaire 2.4.f. 2Proposition 7.6 Étant donnés le jeu G (espace d'état E � Rr , r 2 N�); (Eh)h>0, unefamille non dégénérée (Hypothèse 7.1) de grilles étoilées sur E. Soit V h l'unique zéro deHh sur `1(Eh) (Proposition 6.11.c). Alors, V et V 1 sont respectivement sur-solution etsous-solution de viscosité de l'équation H(x;V (x);rV (x)) = 0 sur E .Même résultat si V h désigne l'unique zéro de Gh sur `1(Eh), pour l'équation G(x;V (x),rV (x)) = 0 sur 
 (pe) ou E (cm) � V et V étant alors restreintes à 
, en poursuiteévasion.Preuve La stabilité résulte de l'Exemple 7.3 ; la monotonie n'est autre que la Proposition6.8.c (en Hh) ; montrons la consistance.Soit ' 2 C1(E), hn � h! 0+ et Eh 3 xh ! x 2 E . La consistance pour H est fourniepar l'équation (7.5) dans le Lemme 7.5 précédent. Supposons de plus que limh!0+ Gh'(xh)=: `.En coût minimum, on a par application du Lemme 2.2.ii :jGh'(xh)�G(x;'(x);r'(x))j � jHh'(xh)�H(x;'(x);r'(x))j ;qui tend vers 0 d'après (7.5). D'où` = G(x;'(x);r'(x)) :En poursuite évasion, soit pour h assez petit xh 2 
h (c'est nécessairement le cas six 2 
), et par dé�nition :Gh'(xh) = Hh'(xh) ! H (x;'(x);r'(x)) ;d'après (7.5) ; sinon, Gh'(xh) vaut S(xh)� '(xh) pour des h arbitrairement petits, d'où` = S(x)� '(x) par continuité. Finalement :� ` = H(x;'(x);r'(x)) si x 2 
(S(x)� '(x)) ^H(x;'(x);r'(x)) � ` � (S(x)� '(x)) _H(x;'(x);r'(x)) si x 2 � ;ce qui prouve la consistance en poursuite évasion. 21. Enveloppes inférieure et supérieure de (V h)h>0, voir dé�nition au Théorème 7.2.c.
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7.2 Résultats de ConvergenceProposition 7.7 Étant donné le jeu G (espace d'état E � Rr , r 2 N�), sa valeur VREKinférieure transformée V , son équation d'Isaacs inférieure I, une famille non dégénéréede grilles étoilées (Eh)h>0 sur E.a. En coût minimum ; ou, si V est continue sur � 2, en poursuite évasion, 
 étant alorssupposé véri�er la condition de Soner (Hypothèse 5.14) .Alors la solution V h de Ih sur Eh (Proposition 6.11.c) converge vers V quand h tendvers 0+, localement uniformément 3.b. Sous l'Hypothèse 5.28 en distance minimum (écrétée inférieurement au niveau �R,R constante �xée > 0); ou sous les Hypothèses 5.9 et 5.24 en poursuite évasion.Notons V h" la solution de Ih" , analogue de Ih pour le jeu G" à pénalité lagrangiennel � ", ou, respectivement, à cible dilatée de " 4.Alors V h" converge doublement vers la solution enveloppe de viscosité 4v de I (pro-longée par S sur �� , en poursuite évasion) quand h et " tendent vers 0, au senssuivant.Pour tout  > 0, on a pour " assez petit (pouvant dépendre de ) :j V h" (xh)� v(x) j�  (7.6)pour h et k x� xh k assez petits (pouvant dépendre de "), xh 2 Eh; � et pour toutcompact C de continuité de v préalablement �xé :maxEh\C j V h" � v j� pour h assez petit (pouvant dépendre de ").Preuvea. D'après les Théorèmes 5.13 ou 5.12, V (restreinte à 
, en poursuite évasion) estsolution de viscosité de I, dont V et V sont respectivement sur- et sous-solution deviscosité, d'après la Proposition 7.6. D'où par application des Propositions (principesde comparaison) 5.17 ou 5.16.b : V � V � Vsur E ou 
, puis, même en poursuite-évasion, sur E tout entier (par V = V = V = Ssur �� ), c'est-à-dire convergence localement uniforme de V h vers la fonction continueV , d'après le Théorème 7.2.e et f.b. Soit C un compact sur lequel v est continue. Supposons par l'absurde l'existence de > 0, avec des " arbitrairement faibles tels quejV h" (xh) � v(xh)j > 2 ;pour des h arbitrairement faibles et xh bien choisi dans Eh \ C. Par compacité etcontinuité, on obtient C \ Ehn 3 xhn ! x 2 C, v(xhn) ! v(x) (suites pouvantdépendre de "), telles que pour tout n,jV hn" (xhn) � v(xhn)j > 2 ;2. Donc sur 
, voir Corollaire 5.18.3. Au sens dé�ni au Théorème 7.2.f.4. Voir �5.6. 99



d'où pour n assez grand : jV hn" (xhn) � v(x)j >  :Ceci contredit (7.6) en x, qu'il ne reste donc plus qu'à montrer.En poursuite évasion, on montrerait exactement comme on avait prouvé la Proposi-tion 5.26.a : v" � V " � V " � vsur 
" pour " > 0, et v = lim%"&0+ v" sur 
, où v" est dé�ni par (5.12). Notamment,pour x 2 
 ((7.6) étant évident pour x 2 � , v(x) = S(x)), il existe " tel quev(x) � v"(x) + =2 ;si " � ". Pour un tel ", il existe ensuite h" > 0 tel queV "(x)� =2 � V h" (xh) � V "(x) + si h < h" et xh 2 Eh \Bh"(x), par application du Théorème 7.2.d. Bout à bout :v(x)�  � v"(x)� =2 � V "(x)� =2 � V h" (xh) � V "(x) +  � v(x) +  :De manière analogue, sous l'Hypothèse 5.28 en distance minimum écrétée inférieu-rement au niveau �R, on a sur E : V " = V" = V "pour " > 0, et v = lim &"&0+ V", d'après les Propositions 7.7.a et 5.27, respective-ment. Pour x 2 E , il existe donc " > 0 tel quejv(x)� V"(x)j < =2si " < " . Puis pour un tel ", il existe h" tel quejV h" (xh)� V"(x)j < =2si h < h" et xh 2 Eh \ Bh"(x), d'après le Théorème 7.2.d appliqué à V" = V" = V".Alors, jV h" (xh)� v(x)j < . 2Remarque 7.8 Les preuves de convergence de schémas précédentes se rapportent à unenotion de solution enveloppe de viscosité de l'équation d'Isaacs correspondante � l'exis-tence de cette solution enveloppe étant mise en évidence par une méthode de type Perron.En adaptant les preuves d'unicité des solutions de viscosité (par principe du maximumavec dédoublement de variables), on peut de même obtenir, lorsque la valeur est régulière,des résultats quant à la vitesse de convergence. Pour des résultats dans cette directionconcernant des jeux en temps de capture, on renvoie aux travaux de l'école italienne (So-ravia [125]). On obtient typiquement une vitesse de convergence en O(ph), en supposantla valeur du jeu Lipschitzienne.Pour un résultat de même nature utilisant une technique di�érente, par régularisation,voir Pourtallier-Tidball [115].
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Voici un Exemple de jeu de poursuite évasion (à un seul joueur : problème de contrôleen temps minimum) où l'on a la convergence double de la Proposition 7.7.b, mais pas laconvergence simple de la Proposition 7.7.a.Exemple 7.9 On considère le problème consistant à rejoindre l'origine de E � R entemps minimum, à l'aide d'une vitesse au choix n'excédant jamais l'unité � problèmede solution évidente jxj, solution de viscosité forte de l'équation de Bellman(-Dirichlet)associée.On est bien dans le cadre des Hypothèses 5.9 (problème en temps de capture) et 5.24; lasolution du problème de contrôle à cible dilatée de " > 0 étant (jxj�")+. Donc pour toutefamille non dégénérée de grilles étoilées (Eh)h>0 sur R, le schéma (V h" )">0;h>0 précédentconverge doublement vers la solution enveloppe de l'équation de Bellman (transformée),solution qui ne saurait être que �(jxj), d'après ce qui précède et la Proposition 5.26.b �tandis que si [h>0Eh ne contient pas l'origine, alors V h � 1 � k̂ + �̂ pour tout h, oùV h désigne la solution du schéma pour la cible origine, d'oùV � V � 1 > �(jxj) ;pour tout x 2 R ; la cause en étant bien sûr que la cible origine ne véri�e pas la conditionde Soner (Hypothèse 5.14).Dans certains cas discontinus, on a, au moins localement, la convergence simple dela Proposition 7.7.a. C'est l'objet de la section suivante, qui est aussi l'occasion de pré-senter des techniques de preuve de convergence probabilistes, fondées sur une approchetrajectorielle de nos jeux di�érentiels, et qui revient en fait à adopter le point de vue deséquations caractéristiques sur ces problèmes.
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Chapitre 8Approche trajectorielle par convergencefaibleDans ce Chapitre, on présente une preuve de convergence utilisant des techniquesprobabilistes de convergence faible (voir par exemple Billingsley [34]), fondée sur l'inter-prétation des problèmes discrets approximants comme jeux stochastiques, à l'exclusion detoute notion classique d'analyse numérique.Ces techniques, qui furent introduites par Kushner [95], sont historiquement les pre-mières à avoir été utilisées pour prouver la convergence de schémas de di�érences �niesvers la solution de problèmes de contrôle optimal. En e�et, c'est seulement lorsqu'on acompris le sens véritable de l'équation de Bellman par rapport aux problèmes de contrôleoptimal, c'est-à-dire avec l'avènement de la théorie des solutions de viscosité (début desannées 1980), qu'on a pu prouver la convergence de ces schémas par des méthodes d'edp.Les nouvelles preuves utilisant la théorie des solutions de viscosité sont en général pluse�caces que les preuves probabilistes initiales. Cependant, celles-ci valent parfois sous deshypothèses plus faibles � uniquement locales � que celles-là. Ce Chapitre illustre cestechniques de preuves probabilistes, dans une tentative pour les étendre aux jeux di�é-rentiels. On obtient un résultat de convergence simple vers la valeur feedback, supposéeexister, du jeu (Théorème 8.15), sans hypothèse de régularité globale sur cette fonctionvaleur. L'intérêt de cette approche (même si les conditions de convergence obtenues ap-paraissent trop restrictives) est que ces hypothèses globales sont rarement satisfaites dansles jeux classiques, tandis que des hypothèses de régularité locales sont satisfaites presquepartout � sauf en-dehors d'ensembles de mesure 1 nulle, en un mot les barrières.Dans le cadre des jeux en distance minimum, on perd l'unicité de la solution de l'équa-tion Ih (voir Remarques 6.5 et 5.7). Ainsi se limite-t-on ici aux jeux de poursuite évasion.Dans la suite de ce Chapitre, on suppose donc donné un jeu di�érentiel de poursuiteévasion G sur E � Rr (r 2 N�).8.1 Jeux discrets stochastiquesDans cette section, on suppose donnée une grille étoilée non dégénérée Eh sur E (h �xé> 0).Dé�nition 8.1 Au jeu de poursuite évasion G sur E � Rr (r 2 N�), et à la grille étoiléenon dégénérée Eh sur E, associons un jeu stochastique (chaîne de Markov bi-contrôlée)Gh, en espace (discret) dans Eh et temps (continu) dans R+ , dé�ni par :1. De Lebesgue r-dimensionnelle.
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� un délai avant le prochain saut en espace, suivant une loi exponentielle de moyenne�th(x;u;v), �T (x;u;v); (x;u;v) 2 Eh � U� V :On note � � exp(�l�T ), k � �(l�T ) ;� des probabilités de transition en espace :py(x;u;v) = f y(x;u;v)�th(x;u;v); (x;u;v) 2 Eh � U� V; y 2 Vh(x) ; (8.1)� un critère de coût Ih, dé�ni pour toute condition initiale xh 2 Eh, et paire de feedbackdiscriminants inférieurs ('; ) sur Eh :Ih'; (xh) � Ih(xh;'; ):= Exh�h�1Xn=0 (n�1Ym=0 �(Xhm;'hm; hm))k(Xhn ;'hn; hn) +0@�h�1Ym=0 �(Xhm;'hm; hm)1AS(Xh�h)= Exh�[�h�1Xn=0 l(Xhn ;'hn; hn)�T (Xhn ;'hn; hn) + L(Xh�h)] ;d'après le Lemme élémentaire 2.1.b, en lisant un pour les quantités dont on prend l'espé-rance lorsque �h = +1, par convention.Dans les Dé�nitions précédentes :� (Xhn)n2N désigne la chaîne de Markov bi-contrôlée sur Eh, telle que la probabilité de pas-sage de Xhn à Xhn+1 vaut pXhn+1(Xhn ;'hn; hn), où 'hn et  hn sont des notations pour '(Xhn ; hn)et  (Xhn) respectivement; on notera: Xhn+1  M(Xhn ;'hn; hn);� �h désigne l'étape d'atteinte de la cible � depuis xh, c'est-à-dire le plus petit n 2 Ntel que Xhn 2 � .�ExhF (Xh) désigne l'espérance d'une fonctionnelle F dans le champ (T hn ;Xhn) (�T (Xhn ;'hn; hn)� T hn+1 � T hn ) initialisé en Xh0 � xh (T h0 � 0).Le Chapitre 6 est indépendant de la continuité en x de la paire (f;l) du moment qu'ona la borne f sur jjf jj et la continuité de ' par rapport à v.Ainsi, étant donnée une paire de feedback discriminants inférieurs ('; ) sur Eh, où 'continue par rapport à v, désignons par Rh' l'opérateur correspondant à Rh pourU � singleton; (f;l) � (f;l)(x;'(x;v);v) :Cet opérateur est bien dé�ni, contractif de `1(Eh) dans lui-même, par application dela Proposition 6.11; il admet donc un unique point-�xe V h' . L'équation au point �xecorrespondante est notée Ih'.Dé�nitions analogues pour Rh , V h , et Ih , Rh'; , V h'; et Ih'; .En�n, V h désigne toujours le point-�xe de l'operateur Rh initial, solution de l'équationIh.Théorème 8.2 Soient un jeu de poursuite évasion G sur E � Rr (r 2 N�), une grilleétoilée non dégénérée Eh sur E (h �xé > 0), Gh le jeu associé à G sur Eh comme à laDé�nition 8.1, �h�	h l'ensemble des paires de feedback discriminants inférieurs sur Eh,continus par rapport à v, ('; ) �xé dans �h �	h. Alors,a. Rh � Rh � Rh' sur `1(Eh) ; V h'; = Ih'; ;
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b. min�h Ih:; = Ih'�; = V h � Ih'; = V h = max	h min�h Ih � V h' = Ih'; � = max	h Ih';:sur Eh, dès lors que les feedback (d'état purs) '� et ' dans �h et  et  � dans 	hvéri�ent pour tout xh 2 
 :8>>>>><>>>>>: '�(xh) 2 ArgminU T hV h (xh;:; (xh))'(xh) 2 ArgminU T hV h(xh;:; (xh)) (xh) 2 ArgmaxV minu2U T hV h(xh;u;:) �(xh) 2 ArgmaxV T hV h' (xh;'(xh;:);:) : (8.2)
Remarque 8.3 De tels feedback purs existent forcément, par continuité de '(x;v) parrapport à v.On relève au passage le Corollaire suivant, qui interprète (comme on pouvait s'y at-tendre) Ih comme équation de programmation dynamique caractéristique de la valeurinférieure du jeu Gh.Corollaire 8.4 Hypothèses du Théorème 8.2. La solution V h de Ih (Proposition 6.11.c)n'est autre que la valeur inférieure (:= max	h min�h Ih) de Gh. 2Preuve du Théorème 8.2a. Étant donnéeW h 2 `1(Eh), on aRh W h(xh) = RhW h(xh) = Rh'W h(xh) = Ih'; (xh) =S(xh) si xh 2 � . Si en revanche Xh0 = xh 2 
, alors d'une partRh W h(xh) = minu2U T hW h(xh;u; (xh))� maxv2V minu2U T hW h(xh;u;v) = RhW h(xh)� maxv2V T hW h(xh'(xh;v);v) = Rh'W h(xh) ;et d'autre part, on a avec des notations évidentes, dans le jeu de poursuite évasionGh : 0 < �h'; (xh) = �h'; (Xh1 ) + 1 2 N : (8.3)De plus, k et � somment à un, par dé�nition. Donc on peut écrire, trajectoire partrajectoire, �h étant �ni ou non, le facteur de �(xh;�h0 ; h0 ) étant pris égal à un dansce dernier cas :�h�1Xn=0  n�1Ym=0 �(Xhm;'hm; hm)! k(Xhn ;'hn; hn) +0@�h�1Ym=0 �(Xhm;'hm; hm)1AS(Xh�h)� k(xh;'h0 ; h0 ) + �(xh;'h0 ; h0 )� �h�1Xn=1  n�1Ym=1 �(Xhm;'hm; hm)! k(Xhn ;'hn; hn)+0@�h�1Ym=1 �(Xhm;'hm; hm)1AS(Xh�h)� :
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Alors, par linéarité de l'espérance et propriété fondamentale des espérances condi-tionnelles imbriquées :Ih'; (xh) = Exhk(xh;'h0 ; h0 )+ExhEXh1��(xh;'h0 ; h0 ) �h�1Xn=1 0@�h�1Ym=1 �(Xhm;'hm;vhm)1A k(Xhn ;'hn; hn)+ �h�1Ym=1 �(Xhm;'hm; hm)S(Xh�h)�= k̂(xh;'h0 ; h0 )+Exh��(xh;'h0 ; h0 )EXh1 � �h�1Xn=1 0@�h�1Ym=1 �(Xhm;'hm;vhm)1A k(Xhn ;'hn; hn)+ �h�1Ym=1 �(Xhm;'hm; hm)S(Xh�h)��= k̂(xh;'h0 ; h0 ) + Exh ��(xh;'h0 ; h0 )Ih'; (Xh1 )�= k̂(xh;'h0 ; h0 ) + �̂(xh;'h0 ; h0 )ExhIh'; (Xh1 ) ;car �(xh;'h0 ; h0 ) et Ih'; (Xh1 ) sont des variables indépendantes, conditionnellement àxh, et par propriétés des lois exponentielles (transformée de Laplace) et Dé�nition6.4 de k̂ et �̂ :Exhk(xh;'h0 ; h0 ) = k̂(xh;'h0 ; h0 ) ; Exh�(xh;'h0 ; h0 ) = �̂(xh;'h0 ; h0 ) :Ih'; résoud donc Ih'; . Soit Ih'; = V h'; par unicité.b. V h' ,respectivement V h , est sur-solution, respectivement sous-solution de Ih d'aprèsa. Donc on a V h � V h � V h' (8.4)sur Eh, d'après la Proposition (principe de comparaison) 6.11.d en vigueur pour cetteéquation. De même, V h'; alias Ih'; est sous-solution, respectivement sur-solution deIh', respectivement Ih , d'où Ih'; � V h' ; (8.5)respectivement V h � Ih'; (8.6)sur Eh.De plus, V h' respectivement V h n'est autre que V h'; � alias Ih'; �, respectivement V h'�; alias Ih'�; , car elle véri�e Ih'; � , respectivement Ih'�; , par propriété de  �, respecti-vement '� dans (8.2). D'où par comparaison avec (8.5) où on fait varier  sur 	h,respectivement (8.6) où on fait varier ' sur �h :V h' = max	h Ih';: ; respectivement V h = min�h Ih:; : (8.7)En�n, V n'est autre que V h , ou encore V h'; , car il véri�e Ih ou Ih'; , par propriétés(8.2) de la paire ('; ). 106



D'après a et (8.7) appliqué à la paire ('�; ) � ('; ), il vient alors :V h = V h = Ih'; = min�h Ih:; ce qui, joint à (8.4) et (8.7) (où on fait varier  sur 	h) achève de prouver :V h = max	h min�h Ih: 2Dans les Propositions suivantes et leurs preuves, on notera en sus de ce qui précède,sous les hypothèses du Théorème 8.2 :� eXht ;e'ht ; e ht , (...) les interpolées de Xhn ;'hn; hn, (...) constantes en temps entre les instantsT hn et T hn+1 ;� ( ~fht ;~̀ht ) � (f;`)( eXht ;e'ht ; e ht ) ;� pour � > 0 �xé, � eXht � eXht+� � eXh� ;� P t;Et;Covt, respectivement la probabilité, l'espérance et la (matrice de) covarianceconditionnellement à l'information disponible à la date t (implicitement: au départ dexh) ;� MT ;TrM et jjjM jjj, respectivement la transposée, la trace et la norme d'applicationlinéaire d'une matrice M (éventuellement ligne ou colonne). Donc TrM � rjjjM jjj, pourM symétrique réelle de taille r.La Figure 8.1 reprend en les illustrant un certain nombre des notations introduites dansce Chapitre jusqu`à présent. Les constructions qui précèdent ainsi que les Propositions 8.5et 8.6 suivantes, sont des adaptations de Kushner-Dupuis [97].Proposition 8.5 Hypothèses du Théorème 8.2. On a des constantes a, ah, bh, ch, �h, �indépendantes des indices autres qu'explicités, � telles que 8t � 0, 8� � �h :a. Et� eXht =: � ~fht + ah;�t �2; k ah;�t k� ah ; k Et� eXht k� bh� ;b. jjjCovt� eXht jjj � ch�2 + a��h= sin(�h) :Preuve Notons Nh]t;t+�] le nombre de sauts du processus eXh sur l'intervalle de temps ]t;t+�]. Par propriétés de la chaîne de Markov en temps continu eXht et des lois exponentiellesde moyennes �th( eXht ;e'ht ; e ht ) � �h sin(�h)rf > 0(Proposition 6.11.a), on a pour des constantes �h et Ah assez grandes, et � � �h assezpetit : P tfNh]t;t+�] = 1g =: ��th( eXht ;e'ht ; e ht ) + �h;�t �2 ;où j�h;�t j � �h ; Xk�2 k2 P tfNh]t;t+�] = kg � Ah �2 :En e�et, notons � l'entier naturel (aléatoire) tel que T h� � t < T h�+1. Alors,P t(Nh]t;t+�] = 1) = P t(Nh]t;t+�] � 1)�P t(Nh]t;t+�] � 2) = P t(T h�+1�t � �)�P t(T h�+2�t � �) ;107



(xh;'; ) 2 Eh ��h �	h
�T h0  Exp1=�th(Xh0 ;'h0 ; h0 ) Xh1  M(Xh0 ;'h0 ; h0 );'h1 = '(Xh1 ; (Xh1 )); h1 =  (Xh1 )T h1�T h1  Exp1=�th(Xh1 ;'h1 ; h1 ) T h2T h3

T h�h Xh�h 2 � ;�h � �h'; (xh)Ixh'; = Exh�8<:�h�1Xn=0 l(Xhn ;'hn; hn)�T (Xhn ;'hn; hn) + L(Xh�h)9=;

(Xh0 ;'h0 ; h0 ) � (xh;'(xh; (xh)); (xh))( eXht ;e'ht ; e ht ) = (Xh0 ;'h0 ; h0 )T h0 � 0
( eXht ;e'ht ; e ht ) = (Xh1 ;'h1 ; h1 )

Fig. 8.1 � Jeu à chaîne de Markov Gh
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où: P t(T h�+1 � t � �) = � ��th( eXht ;e'ht ; e ht )! � ��th ;P t(T h�+2 � t � �) = P tf(T h�+2 � T h�+1) + (T h�+1 � t) � �g� P tf(T h�+2 � T h�+1 � �) ^ (T h�+1 � t � �)g= P t(T h�+2 � T h�+1 � � j T h�+1 � t � �) P t(T h�+1 � t � �) :De plus, par propriété de Markov forte de la chaîne de Markov en temps continu eXh,l'incrément T h�+2 � T h�+1 est indépendant de T h�+1 � t, conditionnellement au passé duprocessus au temps (d'arrêt) T h�+1. Par conséquent,P t(T h�+2 � T h�+1 � � j T h�+1 � t � �) = EtP Th�+1(T h�+2 � T h�+1 � � j T h�+1 � t � �)= EtP Th�+1(T h�+2 � T h�+1 � �)= Et�� ��th(Xh�+1;'h�+1; h�+1)�� �� ��th� � ��th :Finalement, �����P t(Nh]t;t+�] = 1)� ��th( eXht ;e'ht ;e ht )������ ������ ��th( eXht ;e'ht ; e ht )!� ��th( eXht ;e'ht ; e ht ) ����� + � ��th�2� 12  ��th( eXht ;e'ht ; e ht )!2 + � ��th�2� 32 � ��th�2 =: �h�2 :De même, par récurrence sur k � 2 (le cas k = 2 étant traité ci-dessus)P t(Nh]t;t+�] = k) � P t(Nh]t;t+�] � k)= P t(T h�+k � t � �)= P tf(T h�+k � T h�+k�1) + : : :+ (T h�+1 � t) � �g� � ��th�k ;d'où Xk�2 k2P t(Nh]t;t+�] = k) � � ��th�2 X̀�0 (`+ 2)2� ��th�`où la série converge et est bornée en � < 12�th =: �h, auquel cas on a bien:Xk�2 k2P t(Nh]t;t+�] = k) � Ah�2 :109



Alors,a. Et� eXht =: P tfNh]t;t+�] = 1g� XeXht+�2Vh( eXht )� eXht f eXht+�( eXht ;e'ht ; e ht )�th( eXht ;e'ht ;e ht )+ Ah;�t �2 ;où k Ah;�t k �2 � Xk�2 P tfNh]t;t+�] = kg k�h� Ah�2�h ;d'où : Et� eXht = � ~fht + ah;�t �2 ;où k ah;�t k� �h�h + Ah�h =: ah ; puis k Et� eXht k� bh� pour bh assez grand, quitteà restreindre �h ;b. Covt� eXht + (Et� eXht )(Et� eXht )T = Et �� eXht � eXht T�=:  ��th( eXht ;e'ht ; e ht ) + �h;�t �2!� XeXht+�2Vh( eXht )� eXht � eXht Tf eXht+�( eXht ;e'ht ;e ht )�th( eXht ;e'ht ; e ht )+ Bh;�t �2 ;où jjjBh;�t jjj�2 � Xk�2 P tfk sauts de eXht sur [t;t+ �]g (k�h)2� Ah�2(�h)2 ;Il vient alors en utilisant le point a précédent et la Proposition 6.2.d.ii :jjjCovt� eXht jjj � (bh)2�2 + �r�hf= sin(�h) + �h�2(�h)2 + Ah�2(�h)2=: ch�2 + a��h= sin(�h) ;d'après la Proposition 6.11.a, équation (6.2). 2Proposition 8.6 Hypothèses du Théorème 8.2. Le processus Mht := eXht � xh � R t0 ~fh,est une martingale nulle en 0, à sauts (à droite) n'excédant pas �h, telle que pour tous0 � s � t :Es sup[s;t] kMh� �Mhs k2 � 4 Es kMht �Mhs k2 � 4ar(t� s)�h= sin(�h) ; (8.8)� a étant la constante introduite dans la Proposition 8.5 précédente .110



Preuve Pour 0 � s < t, � � (t� s)=n (n 2 N�) :Es( eXht � eXhs ) = Xm<nEsEs+m�� eXhs+m�= � Es Xm<n ~fhs+m�! + �2 Es Xm<n ah;�s+m�! ;où k ah;�s+m� k� ah, d'après la Proposition précédente 8.5.a. Donc Es( eXht � eXhs ) = Es R ts ~fh,par convergence dominée quand n! +1 (en utilisant la borne f sur f). I.e., EsMht =Mhs ,etMh est une martingale, nulle en 0, dont les sauts (à droite) sont ceux de eXh, n'excédantjamais �h. Alors , Mht �Mhs = Xm<n� eXhs+m� � Es+m�� eXhs+m� ;où les termes de la somme sont indépendants, conditionnellement à xh. En e�et, pours + `� < s + m� < t, il vient en utilisant les propriétés des espérances conditionnelles(imbriquées) :Es+`� n(� eXhs+`� � Es+`�� eXhs+`�)(� eXhs+m� � Es+m�� eXhs+m�)To= Es+`� n� eXhs+`� (� eXhs+m�)To � Es+`� n(Es+`�� eXhs+`�) (� eXhs+m�)To� Es+`� n� eXhs+`� Es+m�(� eXhs+m�)To + Es+`� n(Es+`�� eXhs+`�) Es+m�(� eXhs+m�)To= Es+`� n� eXhs+`� (� eXhs+m�)To � (Es+`�� eXhs+`�) Es+`�(� eXhs+m�)T� Es+`�Es+m� n� eXhs+`� (� eXhs+m�)To + (Es+`�� eXhs+`�) Es+`�Es+m�(� eXhs+m�)T= 0 ;car Es+`� � Es+`�Es+m�. Par suite :Es kMht �Mhs k2 = Xm<nEs k � eXhs+m� � Es+m�� eXhs+m� k2= Xm<nEsEs+m� k � eXhs+m� � Es+m�� eXhs+m� k2= Xm<nEsTr Covs+m�(� eXhs+m�) :Donc, en vertu et avec les notations de la Proposition 8.5.b :Es k Mht � Mhs k2� rch�(t � s) + ar(t � s)�h= sin(�h), puis Es k Mht � Mhs k2�ar(t� s)�h= sin(�h), par passage à la limite quand n! +1.La première inégalité dans (8.8) n'est alors autre que l'inégalité de sous-martingalecontinue à droite kMh� �Mhs k� 0 (inégalité de Doob, voir par exemple Karatzas-Shreve[92, Chapter 1, Theorem 3.8.iv]). 28.2 Résultats de convergenceOn introduit maintenant comme dans Kushner-Dupuis [97] les contrôleurs relaxés.Dé�nition 8.7 On appelle contrôleur v-relaxé, toute mesure borélienne positive �(�) sur111



V� R+ , telle que : �(V� [0;t]) = t, pour tout t.Alors, il existe pour tout t une dérivée �t(�), mesure de probabilité borélienne sur V,telle que �(dv dt) � �t(dv) dt :Exemple 8.8 On peut notamment identi�er les contrôleurs mesurables, v(�) 2 V avecleurs représentations v-relaxées, �t(dv) � �v(t)dv.Proposition 8.9 L'ensemble des contrôleurs v-relaxés est séquentiellement compact pourla métrique de Prohorov, telle que �n ! � quand n! +1 si et seulement siZt2R+ Zv2V f(t;v)�(dvdt) = limn!+1Zt2R+ Zv2V f(t;v)�n(dvdt) ;pour toute fonction réelle f , continue (tout au moins �-presque sûrement), à supportcompact sur V� R+ .Dé�nition 8.10 Soient un jeu de poursuite évasion G sur E � Rr (r 2 N�), un produitadmissible de classes de stratégies en feedback discriminants inférieurs (Dé�nition 3.4)�� 	. Étant donnés x 2 E, un feedback du minimiseur, ', et un contrôleur v-relaxé dumaximiseur, �, on appelle trajectoire relaxée de G en (x;';�), toute solution 2 de l'équation_yx(t) = Zv2V f(yx(t);'(yx(t);v);v) �t(dv) ; yx(0) = x :Remarque 8.11 On n'a pas de résultat général d'existence et d'unicité pour cette équa-tion, sauf yx � yx';v(�) si ' 2 �, �t(dv) � �v(t)dv pour v(�) 2 V, par axiomatique de �� 	rappelée à la Dé�nition 3.4.Proposition 8.12 Données de la Dé�nition 8.10. Toute trajectoire relaxée yx de G en(x;';�) est une solution au sens de Fillipov en x de l'inclusion di�érentielle associée à lacorrespondance (bornée) F' :E 3 y F'7! ff(y;'(y;v);v) j v 2 Vg � E :On notera: yx 2 F'(x).Où (rappel):Dé�nition 8.13 (Solution au sens de Fillipov) Étant donnée une correspondance lo-calement bornée F de E � Rr (r 2 N�) dans lui-même, on appelle solution au sens deFillipov, initialisée en x 2 E, de l'inclusion di�érentielle associée à F , toute trajectoireabsolument continue, yx(t), telle que yx(0) = x, et pour presque tout t positif :_yx(t) 2 \">0 co [y2B"[yx(t)]F (y) ;� B"[yx(t)] boule ouverte de rayon " autour de yx(t) dans E.2. Au sens de Carathéodory.
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Preuve de la Proposition 8.12Soit yx une trajectoire relaxée de G en (x;';�). Alors yx(0) = 0, et pour presque toutt positif : _yx(t) = Zv2V f(yx(t);'(yx(t);v);v) �t(dv)2 co F'[yx(t)]� \">0 co [y2B"[yx(t)]F'(y) ;car F'[yx(t)] � Sy2B"[yx(t)] F'(y), 8" > 0. 2Remarque 8.14 On a des développements analogues concernant les contrôleurs u-relaxésdu minimiseur, notés �. D'où en particulier dans tout jeu de poursuite évasion G, sur toutproduit admissible �� 	 :inff�g Ix�; � infU Ix�; � supV Ix';� � supf�g Ix';�(voir Remarque 8.11), pour tout (x;'; ) 2 E � ��	.Lorsqu'on a l'inégalité opposée (qui est donc alors une égalité, à la valeur de point-selleen feedback V (x) sur ��	) : supf�g Ix';� � inff�g Ix�; ;on quali�era ('; ) de point-selle relaxé au point x.Théorème 8.15 Soient un jeu de poursuite évasion G sur E � Rr (r 2 N�), � � 	un produit admissible de classes de stratégies en feedback discriminants inférieurs sur E,(Eh)h>0 une famille non dégénérée de grilles étoilées sur E , x 2 E.a. Soit ' 2 �, ' continue par rapport à v. Pour h > 0, xh 2 Eh, on reprend enles étendant les notations de la section précédente : Jeu Gh sur Eh; 'h � 'jEh�V; h dé�ni à partir de V h'h comme ( � à partir de V h' ) en Proposition 8.2.b, i.e.  hmaximiseur dans l'équation au point-�xe Ih'h ; eXh, processus des trajectoires du jeuGh en (xh;'h; h) ; e'h � '( eXh; e h); e h �  h( eXh), de représentation relaxée ~�h ;~�h � �( eXh) ; Mht � eXht � xh � R t0 f( eXhs ;e'hs ;e hs )ds .Alors quand h ! 0+, Mh tend en probabilité, ou, indi�éremment, en loi, vers laconstante nulle, dans Dr .De plus, pour toutes séquences hn ! 0+ et Ehn 3 xhn ! x quand n! +1, il existeune extraction, nm, telle que( eXhnm ;~�hnm ;~�hnm ) * ( eX;e�;e� )dans Dr � f�g � R+ quand m ! +1, où eX est à trajectoire dans F'(x), presquesûrement.b. Mieux, eX trajectoire de G en (x;';~�) et ~� = �( eX), presque sûrement, etlim supm!+1 Ihnm'hnm ; hnm (xhnm ) � supf�g Ix';� ;en supposant de plus : 113



� ' continue au point (x;v), pour tout v 2 V, et tout x 2 E en dehors d'un ferméS, qu'une trajectoire yx 2 F'(x) ne saurait rencontrer qu'en des dates isolées 3 � afortiori: yx ne séjourne pas sur S ;� la continuité de � : Dr 3 yx(�) 7! � [yx(�)] 2 R+ :c. On reprend les Hypothèses précédentes sur ' 2 � et analogues sur  2 	, où ('; )point-selle relaxé en x sur ��	. Alorslimh!0+Eh3xh!x V h(xh) = V (x) ;où V h est la valeur inférieure de Gh sur Eh, solution de l'équation au point-�xe, ouprogramme par di�érences �nies Ih (Proposition 6.11.c et Corollaire 8.4).d. Idem c, en tout point-selle ('; ) sur � � 	 (non nécessairement relaxé), si l'onsuppose en outre l'existence d'une unique trajectoire de G en (x;';�) pour tout � /(x;�; ) pour tout �.Dans le Théorème précédent et sa preuve,Dé�nition 8.16 Dr désigne l'espace (de Fréchet) des trajectoires (de eX(h)) cadlag dansE � Rr (continues à droite, à limites à gauche sur R+), muni de sa métrique de (Fréchet-)Skorokhod, qui en fait un espace Polonais (séparable, métrique, complet), voir par exempleBillingsley, Kushner, Kushner-Dupuis [34, 95, 97].On rappelle en particulier que sur l'espace des trajectoires cadlag dans E � Rr (r 2 N�),une convergence dans Dr, vers une limite continue, est localement uniforme.Commentaire 8.17 On obtient donc bien un Théorème du type souhaité, fournissantdes conditions locales de convergence simple du schéma en un point x donné. Cependant,les conditions obtenues sont très restrictives, limitant cette convergence aux points depuislesquels aucune trajectoire au sens de Fillipov issue de x pour un feedback optimal d'undes joueurs, ne séjourne sur une surface singulière du jeu. Or on sait que les trajectoires(optimales notamment) ont tendance à longer les singularités.Preuve du Théorème 8.15a. Soient hn ! 0+, Ehn 3 xhn ! x quand n ! +1. ( eXhn;~�hn ;~�hn) admet une extrac-tion faiblement convergente, nm, vers une limite ( eX;~�;~� ), eX continue. En e�et, lasuite (~�hn ;~�hn) prend ses valeurs dans un compact, eteXhnt = xhn + Z t0 f( eXhns ;e'hns ; e hns )ds + Mhnt ;où l'intégrale et Mhn admettent des extractions faiblement convergentes vers deslimites continues F etM , par applications de Kushner [95, Theorem 2.3.1, équations(3.3) et (3.2); Theorem 2.4.2]. En e�et, pour ";h;s < t �xés > 0 :Es k Z ts ~fh k2� f 2 (t� s)2 ;3. Typiquement, S union des surfaces(,..., courbes, points) singulières de la fonction valeur (ou de son gradient),de mesure de Lebesgue r-dimensionnelle nulle.
114



et par inégalité de Chebyche�,P xh  sup[s;t] kMh� �Mhs k> "! � 1"2 Exh sup[s;t] kMh� �Mhs k2= 1"2 ExhEs sup[s;t] kMh� �Mhs k2� ar(t� s)�h"2 sin(�h) ; (8.9)d'après (8.8).Utilisant la représentation de Skorokhod, on peut supposer les processus approxi-mants et limites dé�nis sur un même espace probabilisé, vis-à-vis duquel les conver-gences faibles précédentes sont presque sûres (voir par exemple Kushner-Dupuis [97,Theorem 9.1.7]). Dans la suite, on raisonne ainsi presque sûrement. De plus, onrenote hnm � h, pour alléger les écritures.Prouvons que M � 0 et eX absolument continue. En e�et, par (8.9), on a, pour ";h;t�xés > 0 : P xh  sup[0;t] kMh� k> "! � art�h"2 sin(�h) ;et on a les mêmes majorations où P xh fait place à P , probabilité sous la représenta-tion de Skorokhod.(Eh)h>0 étant supposée non dégénérée, on déduit alors par Borel-Cantelli l'existenced'une extractionMhn tendant vers 0, (uniformément sur tout [0;t], puis, faisant variert 2 N,) localement uniformément, P -presque sûrement.Or, Mh tend localement uniformément vers sa limite dans Dr, continue, M . Bref,M � 0.De plus, eXht = xh + Z t0 ~fh + Mht ; (8.10)où la convergence de eXh vers eX et de Mh vers M � 0 est localement uniforme, parcontinuité des limites dans Dr. eX est alors limite localement uniforme de x+ R t0 ~fh,jj ~fhjj � f d'où l'absolue continuité.Il existe donc ~f 2 L1;loc(R+), telle que eXt � x + R t0 ~f (voir par exemple Rudin [123,Theorem 8.18]), eXt � eXs � R ts ~f � limh!0+ R ts ~fh, puis par Fatou, 8p 2 E :Z ts lim infh!0+ < p; ~fhu > du � Z ts < p; ~fu > du � Z ts lim suph!0+ < p; ~fhu > du ;pour tout s < t, d'où en tout point de Lebesgue t commun aux trois intégrandes,i.e. 4 pour presque tout t > 0 [123, Theorem 8.8] :lim infh!0+ < p; ~fht > � < p; ~ft > � lim suph!0+ < p; ~fht > :De plus, pour " �xé positif, on a eXht 2 B"( eXt)4. En e�et, ~f 2 L1;loc(R+), et ~fh mesurable, k ~fh k� f , donc lim infh!0+ ~fh; lim suph!0+ ~fh 2 L1;loc(R+).115



si h assez petit, d'où :infy2B"( eXt);v2V < p ; f(y;'(y;v);v) > � lim infh!0+ < p ; ~fht >� < p ; ~ft > :Soit en raisonnant de même en sup :infy2B"( eXt);v2V < p ; f(y;'(y;v);v) > � < p ; ~ft >� supy2B"( eXt);v2V < p ; f(y;'(y;v);v) > ; (8.11)pour tout p 2 Rr .Ce qui entraîne, d'après le Théorème de séparation d'un point et d'un convexe ferménon vide dans E � Rr (r 2 N�) :~ft 2 conf(y;'(y;v);v) j y 2 B"( eXt); v 2 Vo =: coF" : (8.12)Sinon, il existe en e�et p 2 Rr , tel que :< p; ~ft > < < p;coF" > � inf < p;F" > ;ou sup < p;F" > � sup < p;coF" > < < p; ~ft > ;ce qui contredit l'inégalité gauche ou droite dans (8.11). On a donc bien (8.12), pourtout " > 0, c'est-à-dire eX 2 F'(x).b. Alors, sous les hypothèses supplémentaires faites sur ', on a ~� = �( eX), et l'ensemble(compact, par compacité de [0;t] et caractère fermé de eX�1(S)) T des dates de [0;t](t �xé > 0) où eX rencontre S est �ni, disons 0 � t0 < : : : < tn � t. Sinon, il existeune suite injective convergente à valeurs dans T , et la limite n'est pas isolée dans T ,contrairement aux hypothèses.� Donc pour s dans [0,t] et en-dehors de T �ni, on a '(y;v), puis f(y;'(y;v);v),continues en ( eXs;v), pour tout v, par hypothèses supplémentaires faites sur '.D'où continuité ~�-presque sûre de 1[0;t](s) f( eXs;'( eXs;v);v) (t �xé > 0), ce qui jointà la convergence de ~�h vers ~� entraînelimh!0+ Z ts=0 Zv2V f( eXs;'( eXs;v);v) ~�hs (dv)ds = Z ts=0 Zv2V f( eXs;'( eXs;v);v) ~�s(dv)ds :� De plus, pour " �xé > 0, notantT" � [0;t] n n[i=0 �ti � "n+ 1 ;ti + "n + 1� ;il vient :����Z ts=0 Zv2V[f( eXhs ;'( eXhs ;v);v)� f( eXs;'( eXs;v);v)] ~�hs (dv)ds����� 4f" + ����Zs2T" Zv2V[f( eXhs ;'( eXhs ;v);v)� f( eXs;'( eXs;v);v)] ~�hs (dv)ds���� ;116



où la distance entre points de S, fermé, et f eXsgs2T", compact, disjoints, est inférieu-rement positivement bornée.Donc '(y;v), puis f(y;'(y;v);v), uniformément continues au voisinage (compact,disjoint de S: prendre les points de E situés à distance assez faible de f eXsgs2T") def eXsgs2T" � V .Or, sur T" � [0;t], eXh converge uniformément vers eX quand h ! 0+. Alors, l'inté-grande converge uniformément vers 0 dans la dernière intégrale, qui converge elle-même vers 0. Il vient donc par l'inégalité précédente :lim suph!0+ ����Z ts=0 Zv2V[f( eXhs ;'( eXhs ;v);v)� f( eXs;'( eXs;v);v)] ~�hs (dv)ds���� � 4f" ;pour tout " > 0. Bref, on a une limite qui est nulle. Synthétisant tous ces résultats,on obtient par passage à la limite quand h! 0+ dans (8.10)eXt = x + Z ts=0 Zv2V f( eXs;'( eXs;v);v)~�s(dv)ds; 8t 2 R+ :� Et de même pour `, P -presque sûrement :supf�g Jx';� � Z ~�t=0 Zv2V l( eXt;'( eXt;v);v) ~�t(dv)dt + L( eX~� )= limh!0+ Z ~�ht=0 l( eXht ; ~'ht ; ~ ht ) dt + L( eXh~�h) 2 eR ;� ou que ~� = limh!0+ �( eXh) 2 R, et que eXh converge vers sa limite continue eX,uniformément sur un segment [0;T ], T > � ;� ou que ~� = limh!0+ �( eXh) = +1, R ~�h0 ~lh +L( eXh~�h) valant alors +1 si ~�h = +1,par convention, et, étant supérieur à `~�h + L, qui tend vers +1, sinon.� D'où après transformation de Kruzkov (continue, bornée sur [L; +1[) �, E dési-gnant l'espérance sous la représentation de Skorokhod :supf�g Ix';� � E limh!0+ �(Z ~�h0 ~̀h + L( eXh~�h))� lim suph!0+ E�(Z ~�h0 ~̀h + L( eXh~�h)) ;par Fatou. En�n, le passage aux représentées de Skorokhod ne change pas les espé-rances, donc le terme dont on prend la lim sup n'est autre que :Exh�(Z ~�h0 ~̀h + L( eXh~�h)) � Ih'h; h(xh) :c. D'après les Théorème 7.2.b et 8.2.b, il existe hn ! 0+, Ehn 3 xhn ! x quandn! +1, telles que : V (x) = limn!+1V hn(xhn) ;où V hn(xhn) � V hn'hn (xhn) = Ihn'hn ; hn (xhn) :117



Puis, par l'extraction, nm, mise en évidence aux points a et b :V (x) = limm!+1V hnm (xhnm ) � lim supm!+1 V hnm'hnm (xhnm )= lim supm!+1 Ihnm'hnm ; hnm (xhnm ) � supf�g Ix';� :De même, inff�g Ix�; � V (x). D'où par hypothèse de point-selle relaxé ('; ) en x :V (x) � supf�g Ix';� � inff�g Ix�; � V (x) :d. Comme dans Kushner [96, Theorems 2.1 et 2.2 p. 49 et 50] (mais en utilisant desurcroît comme en c, dans le contexte discontinu qui est le nôtre, les Hypothèses derégularité du b sur ' et analogues sur  ), il existe en e�et, sous ces Hypothèses d'uni-cité supplémentaires, une suite maximisante sur f�g de contrôleurs déterministes etconstants par morceaux (chatter), et résultat analogue sur  . Donc,supV Ix';� = supf�g Ix';� ; infU Ix�; = inff�g Ix�; :Ainsi, ('; ) est point-selle relaxé, et on n'a plus qu'à appliquer c. 2Conjecture 8.18 Hypothèses générales du Théorème 8.15. On a alors les résultats du b,en faisant uniquement l'hypothèse supplémentaire alternative sur ': continuité par rapportà yx(�) de Dr � V 3 (yx(�);v) 7! (f;l) (yx(�);'[yx(�);v];v) 2 Dr+1 ;en tout yx(�) 2 F'(x), uniforme par rapport à v 2 V.Preuve (Idée) Voir Kushner-Dupuis [97, p. 277]. 2
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Chapitre 9Résolutions numériques9.1 AlgorithmesÉtant donnés un jeu G sur E � Rr (r 2 N�) (, une dilatation " sur la cible en poursuiteévasion ou une pénalité Lagrangienne " en distance minimum écrétée inférieurement auniveau �R, R constante �xée > 0,) et une grille étoilée non dégénérée Eh sur E , h �xé> 0, il existe plusieurs algorithmes pour résoudre numériquement les équations de pro-grammation dynamique discrète, Ih(") � systèmes algébriques in�nis qui se décomposenten une équation par n÷ud de la grille dénombrable Eh. Une étape préliminaire à la ré-solution consiste donc en la localisation à une fenêtre bornée su�sament grande autourd'un point d'intérêt, moyennant l'introduction de conditions aux bords appropriées. Dansles exemples ci-dessous, on choisit classiquement de remplacer par des transitions inva-riantes les transitions qui mèneraient à un état extérieur au domaine de résolution. Ainsi,on peut espérer � on ne mènera pas ici l'analyse � que la localisation ne perturbe pastrop la solution, sauf peut-être aux bords de la fenêtre de calcul. De même, on utilise desensembles de contrôles discrétisés Uh;Vh. Oublions les ", pour alléger les notations. Ainsion est ramené à résoudre numériquement des équations au point-�xe, du type :V h = maxv2Vh minu2UhRhV h; (9.1)où V h désigne une fonction dé�nie sur un maillage �ni Fh.Un premier algorithme possible pour résoudre l'équation au point-�xe (9.1) est l'al-gorithme de Shapley, ou itération sur les valeurs, consistant à reprendre numériquementl'itération de Picard (localisée) déjà utilisée dans la Preuve de la Proposition 6.11.d :V hn+1 = maxv2Vh minu2UhRhV hn ;au départ d'une fonction réelle V h0 arbitraire sur Fh. Il s'agit d'une méthode de gradientsimple, sans conjugaison ni préconditionnement (Filar-Raghavan [75]). La convergence estlente.On peut aussi utiliser l'algorithme de Ho�man-Karp, ou itération sur les politiques,qui consiste en la résolution itérative de systèmes linéaires sur Fh :V hn+1(x) = RhV hn+1(x;un(x);vn(x)) ; (9.2)où RhV hn (x;un(x);vn(x)) = maxv2Vh minu2UhRhV hn (x;u;v)� toujours au départ d'une fonction réelle V h0 arbitraire sur Fh. Il s'agit cette fois d'un al-gorithme de type Newton-Raphson (Filar-Raghavan [75]). La convergence de ce deuxième119



algorithme n'est pas garantie. On sait seulement que la seule limite possible est la va-leur V h recherchée. En pratique, la convergence survient alors plus rapidement qu'avec laméthode de gradient.Il existe en�n plusieurs autres algorithmes (e.g. méthode du simplexe, voir Kushner-Dupuis [97]), ou techniques d'accélérations (e.g. méthode de la convergence monotone deFalcone, voir Bardi et al. [8]).9.2 Annulations de la dynamiqueComme annoncé au Commentaire 3.3.d, l'extension d'état pour pallier les cas où fs'annule n'entraîne pas d'augmentation de la dimension sur le plan de la résolution nu-mérique.Explicitons en e�et l'équation Ih pour le jeu étendu, discrétisé sur hN � Eh :V h(t;x) = � maxv2Vminu2U k̂ + �̂EV h(t;x;u;v) si x 2 
 ;S(x) sinon (pe)S(x)Vmaxv2Vminu2U k̂ + �̂EV h(t;x;u;v) si x 2 
 � Eh (cm) ;où �th(t;x;u;v) = h1 + h(Py2Vh(x) f y(x;u;v)) ; k̂ � l�th1 + l�th ; �̂ � 11 + l�th ;EV h(t;x;u;v)= �th(t;x;u;v) Xy2Vh(x) f y(x;u;v)V h(t;y) + 11 + h(Py2Vh(x) f y(x;u;v))V h(t+ h;x) ;qui ne dépendent de t que via la solution V h. Celle-ci est donc stationnaire, et on rabaisse ladimension du système en faisant a posteriori V h � V h(x) dans les équations précédentes.En�n, on peut véri�er qu'un maillage de la forme hN � Eh sur Rr+1 , est étoilé, resp. nondégénéré, resp. resp. une famille de tels maillages pour h > 0 est non dégénérée, si etseulement si on a les propriétés équivalentes pour Eh sur Rr (r 2 N�).9.3 Retour sur le problème du servomécanismeDans cette section, on rend compte d'expériences numériques relatives au problèmede servo-mécanisme résolu analytiquement au Chapitre 4, en poursuite évasion commeen distance minimum. Dans l'expérience qui suit, nous avons utilisé les valeurs des pa-ramètres (�;�;) = (3;2;5), p = �=�2 > 1; une fenêtre de localisation de taille 20 � 20centrée à l'origine des coordonnées; une grille Fh de 300 � 300 n÷uds répartis suivantun maillage carré de cette fenêtre; et des ensembles de contrôles discrétisés comportantcinq valeurs. 1 On a procédé par itération sur les politiques, en appliquant les critères deconvergence suivants :� pour tout contrôle �xé, les systèmes linéaires (9.2) ont été résolus en utilisant les itéra-tions de Picard jusqu'à une erreur (di�érence des résultats obtenus entre deux itérationssuccessives) au plus égale à 10�5 ;� puis des itérations sur les contrôles ont été e�ectuées jusqu'à ce qu'une erreur sur lespoints-�xes inférieure à 10�4 ait été atteinte.1. On a réalisé des expériences avec plus de contrôles sans améliorer la précision des résultats. Ce n'est passurprenant, les contrôles optimaux étant de type bang bang (voir Kushner-Dupuis [97]).120



9.3.1 Jeu de poursuite évasionLa Figure 9.1 montre la valeur bV h" obtenue numériquement pour une faible valeurde ", après une centaine d'itérations sur les politiques (le nombre d'itérations requis pourobtenir la stabilisation de l'algorithme). Les résultats sont présentés sous forme de courbesde niveaux. Les courbes de niveaux inférieurs à 0:9 sont représentées en dégradés de rouge,et celles de niveaux plus élevés sont en dégradés de vert. La lentille visible sur cette Figureest la zone fx j bV h" (x) � 0:9g, qui donne une idée de la zone d'évasion. L'existence et laforme générale de cette zone d'évasion sont cohérents avec les résultats analytiques obtenuspour ce jeu par Bernhard et Masle (voir [29, 110] et �4.2).

Fig. 9.1 � Courbes de niveau pour le jeu de poursuite évasion9.3.2 Jeu en distance minimumLa Figure 9.2 montre la valeur transformée bV h" obtenue numériquement pour une faiblevaleur de " (à nouveau après une centaine d'itérations sur les politiques) : les courbes deniveau négatif sont représentées en dégradés de vert, et celles de niveau positif sont en121



dégradés de rouge. Ces résultats numériques sont cohérents avec l'étude théorique du�4.3, sauf dans les coins Nord-Est et Sud-Ouest de la fenêtre, où les e�ets de bordssemblent importants. On distingue bien le champ de trajectoires optimales déterminé au�4.3. L'oppidum qui devrait séparer les champs de trajectoires optimales est clairementvisible (il correspond sur la Figure à la lentille interne dont seul le bord supérieur est bienformé). bV h" varie peu et est maximum dans cette approximation de l'oppidum, conformé-ment aux résultats analytiques pour V .Les courbes de niveaux sont bien resserrées autour de la bordure de la zone d'évasionfx j bV h" (x) > 0g. La détermination de cette zone est donc robuste numériquement.

Fig. 9.2 � Courbes de niveau pour le jeu en distance minimum

122



Chapitre 10ConclusionLes solutions de viscosité procurent deux points de vue complémentaires sur les jeuxde poursuite évasion. L'équation d'Isaacs associée au jeu quantitatif permet d'explorer letemps de capture, tandis qu'une inéquation variationnelle associée au jeu qualitatif est unmoyen e�cace pour étudier la barrière � au prix de la résolution préalable d'un problèmede temps minimum pour calculer la distance orientée à la cible, si celle-ci n'est pas connueexplicitement.Les deux approches permettent de construire des fonctions valeurs, dans l'esprit de lathéorie des jeux dynamiques de Isaacs-Breakwell-Bernhard, et peuvent être appréhendéesnumériquement à l'aide d'un même schéma par di�érences �nies, doublement (à cause desdiscontinuités des fonctions valeurs) indexé par les paramètres h (le pas de discrétisation)et " (une dilatation de la cible dans le jeu quantitatif et une pénalité sur le temps écoulédans le jeu qualitatif). Des expériences numériques pratiquées sur un exemple résolu ana-lytiquement suggèrent que ce schéma conduit à de bons résultats, même si ceci gagneraità être approfondi, et véri�é sur d'autres exemples.Ce schéma par jeux à di�érences �nies, adapté de Kushner [95] par Pourtallier et Tid-ball [115], relève du cadre abstrait général dé�ni par Barles et Souganidis [17], égalementconsidéré dans Bardi et al. [8, 11]. Il se pose en concurrence à plusieurs autres approchespour résoudre numériquement les jeux di�érentiels : par approximation d'Euler de la dyna-mique (Bardi, Bottacin, Capuzzo-Dolcetta, Falcone et Soravia [12, 10, 8, 125, 11]), dans lecadre de la théorie de la viabilité (Cardaliaguet, Quincampoix et Saint-Pierre [47, 48, 49])ou des solutions minimax d'edp (Krassovski, Subbotin et Tarasyev, [93, 128, 130, 129]).Notons que dans le cadre le plus simple des jeux di�érentiels de poursuite évasion ayantpour critère le temps de capture (cadre qui se trouve dans l'intersection des champs cou-verts par les diverses théories précédentes), les objets calculés dans ces diverses approchessont en fait les mêmes, à savoir en termes de solutions de viscosité d'edp, la solution en-veloppe du jeu, minimum des sur-solutions de viscosité de l'équation d'Isaacs du jeu nonnégatives sur le bord de la cible.
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Troisième partieÉvaluation et couverture de produitsdérivés � Benchmark de schémasnumériques par di�érences ou éléments�nis
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Cette Partie rend compte d'expériences numériques permettant de comparer plusieursschémas numériques d'équations aux dérivées partielles (edp) par di�érences ou éléments�nis pour évaluer des produits dérivés de la �nance, ou leurs sensibilités par rapport àdivers paramètres d'intérêt. Ces sensibilités, ou Grecs, interviennent en e�et dans les cal-culs de couverture. Ce benchmark numérique nous fournit également l'occasion d'exposerde nombreuses techniques mathématiques d'edp pour aborder ces problèmes d'estimationou de couverture.Cette recherche a été développée à partir des travaux réalisés dans le cadre d'un �Stageindustriel pour doctorant INRIA� à la CAR (Caisse Autonome de Re�nancement, GroupeCaisse des Dépots, Paris), sous la direction de Pierre-Louis Lions (consultant à la CAR,Professeur à l'Université Paris IX), en collaboration avec Éric Fournié (alors ingénieur�nancier à la CAR et PAST au laboratoire de Probabilités de l'Université Paris VI). Lesméthodes d'éléments �nis présentées à titre de comparaison sont dues à Jérôme Busca.On a en outre béné�cié d'utiles discussions avec les autres permanents et consultants dela CAR, en particulier Henri Berestycki et Nicole El Karoui. Merci en�n à Fawz Slouguipour son travail de programmation sur les barrières courbes.

126



Chapitre 1IntroductionLes méthodes d'évaluation et de couverture des produits dérivés de la �nance sontprincipalement des techniques de Monte-Carlo (voir par exemple Lapeyre-Pardoux-Sentis[101]), d'une part, et d'autre part des techniques d'arbres. Comme on le mettra clairementen évidence au �3.2, ces dernières peuvent être vues comme des schémas de résolution pardi�érences �nies explicites pour les edp des produits dérivés � équations backward deKolmogorov, paraboliques du deuxième ordre (problèmes européens), ou comportant deplus un obstacle (problèmes américains).Sur le plan numérique, la présence d'un terme du deuxième ordre incite à utiliser desschémas comportant une part implicite. Le coût de calcul supplémentaire qui en résulten'est pas nécessairement justi�é sur des problèmes excessivement réguliers � par exempleun call européen dans le modèle de Black-Scholes. Nous véri�erons cependant, lors desexpérimentations numériques, que l'adoption de tels schémas s'impose en e�et pour ré-soudre des problèmes plus compliqués, non linéaires notamment.Systématisant ce point de vue, nous mettons en ÷uvre dans ce travail un certainnombre de schémas numériques pour des problèmes de référence :� l'évaluation d'un call européen (�4.1);� l'évaluation d'un call européen à barrière (éventuellement courbe) up out (�4.2) ;� le calcul de la frontière d'exercice d'un put américain (�4.3) ;� l'évaluation d'une digitale (�4.4) ;� l'évaluation d'un call européen dans un modèle de Black-Scholes à volatilité stochas-tique (�4.5).À travers ces exemples, notre propos dans cette Partie est de faire percevoir l'étendueet la diversité des situations rencontrées et des réponses possibles. Il ne s'agit donc pas detraiter dans leur totalité les problèmes mathématiques sous-jacents. Ceux-ci appelleraienten e�et un investissement dépassant l'objectif ici poursuivi. De manière précise, le but decette étude est double.D'une part, on cherche à former un dictionnaire des schémas numériques à utiliser enfonction du problème considéré, à l'aide d'un benchmark numérique en précision. Ainsi,on �xe une taille de maillage, par exemple 5000 n÷uds à répartir de façon optimale surle domaine localisé choisi pour la résolution numérique en fonction du problème et dutype de schéma utilisé. On compare alors les meilleurs résultats obtenus à l'aide de diversschémas numériques sur des maillages de cette taille. La taille de maillage utilisée surun problème donné résulte d'un compromis à trouver entre le volume des calculs et lesimpératifs de précision fournis par les marchés : par exemple, obtenir une erreur relativeinférieure au pour cent sur le problème (unidimensionnel, le plus régulier) de l'évaluationdu call européen, tandis que les calculs correspondants doivent être menés en temps réel127



� quelques secondes maximum. On s'e�orce en pratique de ne pas dépasser une centainede points de discrétisation dans chaque direction de temps ou d'espace.D'autre part, on souhaite sensibiliser les utilisateurs d'arbres à l'approche par edp (voirnotamment le Chapitre 5, évaluation par edp d'un put asiatique, européen ou américain).La prise en compte à l'intérieur des technologies d'arbres de méthodes d'edp représenteen e�et une réelle valeur ajoutée dans le domaine de l'évaluation et de la couverture desproduits dérivés. En Conclusion, nous verrons sur un exemple comment ceci peut se faireen restant dans le cadre des arbres.
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Chapitre 2Présentation du solveur numériqueSNOO�2.1 Di�érences et éléments �nisÉvoquons pour commencer la question de l'éventuelle utilisation de codes d'éléments�nis, potentiellement plus puissants que les di�érences �nies qui tournent le plus souventsur les salles de marchés (en général sous la forme d'arbres), � et constituent elles-mêmes un cas, très particulier, d'éléments �nis. Une première remarque générale à cesujet est que les di�érences �nies sont nettement plus simples à implémenter que leséléments �nis, et non moins e�caces sur domaines rectangulaires. Rappelons ensuite queles di�érences �nies sont a priori plus naturelles que les éléments �nis pour les équationselliptiques ou paraboliques (au sens de la théorie des solutions de viscosité [59], commece sera désormais par défaut le cas dans ce travail) qu'on rencontre en �nance. En e�et,ces équations satisfont des principes du maximum, et non des principes de conservationdont la version discrétisée s'exprimerait naturellement en termes d'éléments �nis. Parconséquent, on utilisera surtout des di�érences �nies.Cependant, dans certains problèmes, par exemple celui de l'option à barrière courbe du�4.2, ou de la frontière d'exercice du put américain du �4.3, la présence de domaines à bordscourbes conduit à envisager des schémas d'éléments �nis. En e�et, la gestion des bordscourbes est naturelle en éléments �nis, tandis qu'elle donne lieu à un travail d'adaptationspéci�que si l'on procède par di�érences �nies. Un autre intérêt des éléments �nis estde permettre une meilleure appréhension des termes de dérivées croisées, en dimensionsupérieure à un. Les méthodes d'éléments �nis utilisées dans ce travail sont dues à JerômeBusca [43].Pour les résolutions numériques par di�érences �nies, on a utilisé (et enrichi) le SolveurNumérique Orienté Objet SNOO� de la CAR, développé ces dernières années sur lesbases d'un partenariat scienti�que avec le projet Omega de l'INRIA Sophia Antipolis. Cesolveur a fait l'objet de plusieurs notes techniques, dont une description récente [55, 25]. Ilpermet de factoriser la discrétisation par di�érences �nies de plusieurs équations de mêmeopérateur, quelles que soient leurs conditions limites ou aux bords, ou d'éventuels termessources, en dimension un, deux ou trois d'espace, plus la dimension de temps.2.2 Résolution numérique des problèmes paraboliquesD'une manière générale, soit à résoudre numériquement un problème parabolique, sup-posé bien posé dans un espace fonctionnel approprié � pouvant dépendre de la régularitédes conditions aux limites ou des conditions aux bords du problème considéré.129



Le choix d'une méthode numérique par edp pour ce problème se décompose en troisétapes successives :a. on transforme le problème à résoudre, par changements de variables, de fonctions in-connues, ou de lois de probabilité (i.e. modi�cation de l'état du système par ajout ouretrait de certaines variables) ; on choisit également un type de maillage, à incrémentsconstants dans un jeu de variables ou dans un autre ;b. on choisit un compact sur lequel on localise le problème initialement posé dans toutl'espace ;c. on choisit un schéma numérique, et on introduit des conditions appropriées aux bordsdu domaine localisé.On résout alors numériquement sur tout le maillage.Introduisons maintenant un modèle sur lequel nous illustrerons ensuite ces di�érentspoints, tels que SNOO� permet de les implémenter. Il s'agit du très classique modèle deBlack-Scholes [36]. Ce modèle servira également de cadre à bon nombre de nos expériencesnumériques. On y dispose en e�et de nombreuses formules explicites, � du moins dans lecas européen, � permettant de valider les résultats numériques.2.3 Modèle de Black-ScholesLe modèle de Black-Scholes [36] est un modèle d'option à un actif sous-jacent représentépar une di�usion lognormale :dSs = Ss(rds+ � dWs); s > t ; St = S : (2.1)Dans (2.1), les constantes � > 0 et r � 0 désignent respectivement la volatilité du sous-jacent sous la probabilité risque-neutre P [101, 69], et le taux court de l'économie. Ils sontdans ce travail supposés constants, pour alléger les notations, mais les résultats se géné-ralisent aisément au cas où ils dépendent de manière déterministe du temps. W désignele Brownien standard sous P , initialisé à 0 en t. Dans toute cette partie de thèse, on sup-pose les hypothèses habituelles (même si grossièrement irréalistes) de marchés �nanciersliquides, sans opportunité d'arbitrage et parfaits [69]. D'où notamment l'existence de laprobabilité risque-neutre P .De manière équivalente, on a a�aire à une di�usion de générateur in�nitésimal sousP : LS := 12�2S2@2S2 + rS@S: (2.2)On introduit aussi l'équation de Kolmogorov en temps rétrograde, parabolique dudeuxième ordre en la fonction générique �(t;S), dite équation de Black-Scholes :@t�+ LS� = r� : (2.3)Pour toute échéance T , et condition terminale ', on a alors le problème de Cauchy,respectivement l'inéquation variationnelle associée à l'obstacle ', sur ]�1;T ]� R?+ :� @t�+ LS� = r� ; t < T�(T;S) = '(S) ; (2.4)respectivement � �@t�� LS�+ r� V �� ' = 0; t < T�(T;S) = '(S) : (2.5)130



Le sens dans lequel on recherche la solution dépend du problème considéré et de larégularité de ' ; typiquement, on aura a�aire à des solutions de viscosité, uniques à véri�erdes conditions de croissance en S analogues à celle de '; classiques avant T dans le casde l'équation. On n'approfondira pas davantage cet aspect dans le présent travail.On admettra donc que le problème est bien posé, et que par la formule de Feynman-Kacdans le cas de l'équation [93, p.366], ou un résultat analogue pour l'inéquation [24, 91, 108],la solution (dans un sens qui resterait donc à préciser) � de (2.4), respectivement (2.5),admet la représentation probabiliste suivante :�(t;S) = e�r(T�t)Et;SP '(ST ) ; (2.6)respectivement �(t;S) = sup�2� [t;T ]Et;SP e�r(��t)'(S� ) ; (2.7)où P désigne toujours la probabilité risque-neutre, sous laquelle le sous-jacent suit la loi(2.1), et � [t;T ] désigne l'ensemble des temps d'arrêt à valeurs dans l'intervalle [t;T ].On reconnaît alors en (2.6) et (2.7), lorsque t et S varient, les solutions respectivesdes problèmes européens et américains associés à la condition terminale ou obstacle '� fonction de gain, ou l'une des ses dérivées successives, dites Grecs. Pour calculer lasolution de ces problèmes numériquement, on peut utiliser :� soit des méthodes trajectorielles de type Monte-Carlo, fondées sur les représentationsprobabilistes (2.6), (2.7) ;� soit des techniques de calcul par edp, comme dans le présent travail.Dans le cas européen, on peut valider les résultats obtenus numériquement à l'aide denombreuses formules explicites disponibles dans le modèle de Black-Scholes. En revanche,même dans le cadre élémentaire de ce modèle, on ne dispose plus de formules explicitesdans le cas américain, non linéaire, beaucoup plus di�cile. Les méthodes numériques sontalors les seules à pouvoir apporter des éléments de solution.Ajoutons que les techniques de calcul par edp sont les seules disponibles de façonstandard sur les problèmes américains, pour lesquels les méthodes de Monte-Carlo relèventencore de la recherche.En�n, si le temps de calcul par edp, respectivement Monte-Carlo, croît de manièreexponentielle, respectivement linéaire, avec la dimension d'espace, en revanche on évaluesouvent mieux les vitesses de convergence (dont diverses constantes en jeu) par edp quepar Monte-Carlo, où la convergence devient en fait souvent excessivement lente quandcroît la dimension. On préférera donc souvent une méthode par edp, lorsqu'elle n'est pasexclue d'emblée par la dimension du problème, et qu'on a pu prouver la stabilité et évaluerla vitesse de convergence.Sauf mention spéciale, les Chapitres suivants se placent dans le cadre du modèle deBlack-Scholes unidimensionnel précédent. On dispose alors de nombreuses formules ex-plicites, � du moins dans le cas européen, � qui permettent de valider les résultatsd'expériences numériques. Pour plus de clarté, on a regroupé ces formules en Annexe C.Illustrons maintenant sur ce modèle les points a, b et c du �2.2, tels que SNOO�permet de les implémenter.
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Chapitre 3Méthodes numériques3.1 Transformations du problème3.1.1 Changements de variablesSNOO� propose trois changements de variables classiques pour les équations de typeBlack-Scholes.Changement de variables logarithmiqueLe premier changement de variables, dit logarithmique, est le suivant, pour toute fonc-tion � : � y = ln(S) ; ��(t;y) = �(t;S)@t� = @t �� ; S@S� = @y �� ; S2@2S2� = @2y2 ��� @y �� : (3.1)À titre d'illustration, l'équation de Black-Scholes (2.3) se réécrit en variables logarith-miques, par application des formules (3.1) :@t �� + Ly �� = r �� ; (3.2)où Ly := 12�2@2y2 + (r � �22 )@y : (3.3)On remarque que l'opérateur Ly est elliptique (non dégénéré), tandis que LS est dégénéréen S = 0. La condition terminale ou l'obstacle du problème (2.4) ou (2.5) devient pour sapart : �'(y) := '(ey) :Changement de variables centrantLe deuxième changement de variables, dit centrant en (t0;S0), s'écrit ainsi :( x = SS0 e�r(t�t0) ; �̂(t;x) = �(t;S)@t� = @t�̂� rx@x�̂ ; S@S� = x@x�̂ ; S2@2S2� = x2@2x2�̂ : (3.4)(t0;S0 := St0) désigne une phase où la valeur de la solution de (2.4) ou (2.5) présente unintérêt particulier, � typiquement �la monnaie aujourd'hui�, � par rapport à laquelle onlocalise le domaine de résolution. 133



Ainsi, l'équation de Black-Scholes (2.3) se réécrit en variables centrées :@t �� + Lx �� = r �� ; (3.5)où Lx := 12�2x2@2x2 : (3.6)L'opérateur de di�usion ne comporte plus de terme de premier ordre en variables centrées,d'où leur dénomination. La condition terminale ou l'obstacle du problème (2.4) ou (2.5)devient pour sa part : '̂(t;x) := '(xS0er(t�t0)) :Passage à l'équation de la chaleurEn combinant les changements de variables précédents, on obtient le changement devariables suivant :( z = ln( SS0 )� (r � �22 )(t� t0) ; ��(t;z) = �(t;S)@t� = @t �� + (�22 � r)@z �� ; S@S� = @z �� ; S2@2S2� = @2z2 ��� @z �� : (3.7)L'équation de Black-Scholes (2.3) se réécrit dans ces nouvelles variables, qu'on quali-�era de réduites : @t �� + Lz �� = r �� ; (3.8)où Lz := 12�2@2z2 : (3.9)On obtient l'équation de la chaleur en temps rétrograde, continûment actualisée au tauxr. Les conditions terminales ou l'obstacle des problèmes (2.4) et (2.5) deviennent alors :�'(t;z) := '�S0 exp[z � (�22 � r)(t� t0)]� :Autres changements de variablesLes changements de variables précédents ne sont pas les seules transformations permet-tant de ramener la di�usion lognormale (2.1) à une martingale lognormale, ou à l'équationde la chaleur. On a indiqué ci-dessus les transformations les plus classiques. Voici parexemple un autre changement de variables permettant de se ramener à une martingalelognormale : 8<: M � SM@M � S@S2M@M + 2M2@2M2 � S2@2S2 + M@M ; (3.10)où  désigne la quantité 1� 2r�2 , supposée di�érente de 0, faute de quoi l'équation en va-riables logarithmiques est, en prime, centrée. On obtient à l'issue d'un calcul élémentaire :LM � 2�22 M2@M2 :Pour distinguer ce changement de variables du changement de variables centrant (3.4), onle quali�era de stationnaire ; il est en e�et indépendant du temps.134



3.1.2 Changements d'inconnuesOn présente maintenant un changement de fonctions inconnues, alternative à un chan-gement de variables précédent pour se ramener à l'équation de la chaleur.Illustrons cette technique sur le problème suivant � auquel nous reviendrons au �4.2 àpropos de l'évaluation d'un call à barrière courbe, � exprimé en variables centrées (3.4) :8><>: @t�̂ + Lx�̂ = r�̂ ; t < T; x � Ht := HH0 e�r(t�t0)�̂(T;x) = (xS0 exp(r(T � t0))�K)+ =: '̂K(x)�̂(t;Ht) = 0 : (3.11)La transformation envisagée pour ce problème correspond à un changement de va-riables logarithmique à partir de la variable x :( y = ln(x); ��(t;y) = �̂(t;x); �'K(y) = '̂K(x)@t�̂ = @t ��; x@x�̂ = @y ��; x2@2x2�̂ = @2y2 ��� @y �� ;suivi du changement de fonction inconnue suivant, paramétré par � et � :~�(t;y) := ��(t;y)e�y��(t�T ) :D'où : 8<: @t ~� = (@t ��� ���)e�y��(t�T )@y ~� = (��� + @y ��)e�y��(t�T )@2y2 ~� = (�2 �� + 2�@y �� + @2y2 ��)e�y��(t�T ) ; (3.12)puis : @t ~� + �22 @2y2 ~�= (@t ��� ��� + �22 @2y2 �� + �22 (2�@y �� + �2 ��))e�y��(t�T ) :Fixons � et � tels que : �2� = ��22 ; �� �2�22 = r ;c'est-à-dire : � = �12 ; � = r + �2�22 = r + �28 : (3.13)On obtient alors le problème suivant pour ~� :8<: @t ~� + �22 @2y2 ~� = 0 ; t < T; y � ht := ln(Ht) = ln(HS0 )� r(t� t0)~�(T;y) = ~'K(y) := '̂K(ey)e� y2~�(t;ht) = 0 : (3.14)Dans ce problème, on est ramené à l'équation de la chaleur.
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3.1.3 Changements de probabilité � une version edp du Théorème de Gir-sanovLa Proposition suivante est un avatar d'une remarque de Krylov en contrôle optimal[94]. Elle illustre une transformation de l'edp, qui correspond (voir commentaires après laPreuve de la Proposition) à un changement de probabilités dans les processus stochastiquessous-jacents.Proposition 3.1 Soient u et v, respectivement supposées solutions uniques 1 de� @tu+ �2(x)2 @2x2u+ ��(x)@xu = 0 ; t < Tu(T;x) = '(x) ;et � @tv + �2(x)2 @2x2v + �22 y2@2y2v + �(x)�y@2yxv = 0 ; t < Tv(T;x;y) = y'(x)(� � �). Alors : yu(t;x) � v(t;x;y) : (3.15)Preuve w := yu(t;x) véri�e la même condition terminale que v, et pour t < T :@tw + �2(x)2 @2x2w + �22 y2@2y2w + �(x)�y@2xyw= y�@tu+ �2(x)2 @2x2u+ �(x)�@xu� = 0 : 2À travers la représentation de Feynman-Kac (supposée valide pour ces problèmes),l'identité (3.15) se réécrit : yEt;xP '(x�T ) = Et;x;yP '(x0T )yT ;où : 8>><>>: dx�s = ��(x�s )ds+ �(x�s )dW �s ; s > t ; x�t = xdx0s = �(x0s)dW 0s ; s > t ; x0t = xdys = �ysdW ys ; s > t ; yt = y�dhW 0;W yis = �ds; s > t(W �, W 0 et W y Browniens standards initialisés en t sous P ). Soit dans le cas � = �,W 0 = W y, après explicitation de yT et simpli�cation par y :Et;xP '(x�T ) = Et;xP '(x0T )e�W 0T� �22 (T�t):On obtient le Théorème de Girsanov [92, p.190], pour la di�usion décentrée x�.Une fois l'équation transformée par changement de variables, de fonctions inconnuesou de lois de probabilités, on choisit un type de maillage. Pour des raisons de stabiliténumérique (voir �3.2), on choisit classiquement un maillage régulier en variable logarith-mique y ou si l'on s'est ramené à l'équation de la chaleur, et un maillage exponentiel, i.e.à � ln(x) constant, en variables centrées (t;x). Puis on dé�nit un schéma numérique surle maillage ainsi choisi. C'est l'objet de la section suivante.1. Au sens classique. 136



3.2 Schémas numériquesConcernant les schémas numériques par di�érences �nies utilisés pour la résolution nu-mérique des équations paraboliques, SNOO� o�re le choix entre les di�érents �-schémasen dimension un d'espace, tandis qu'en dimension supérieure il utilise une méthode dedirections alternées, composée de schémas implicites dans les directions successives d'es-pace, et d'un traitement explicite des termes de dérivées croisées. Dans le cas américain,les algorithmes sont les mêmes, en faisant suivre chaque pas en temps de di�usion dis-crétisée d'une mise au niveau de la fonction de gain : on parle de méthode de Trotter, ouitération sur les valeurs.Ces choix techniques se sont imposés durant les périodes de test du solveur. En particu-lier, en dimension supérieure à un, des méthodes full implicit auraient nécessité le recoursà des méthodes d'algèbre linéaire sophistiquées, a�n de pouvoir inverser des matrices degrande taille, qui ne présentent plus des propriétés de structure aussi favorables qu'endimension un � structure tridiagonale, matrices inversibles en temps linéaire grâce à l'al-gorithme de Thomas. Lors des périodes de test du solveur, il est donc apparu préférable dese contenter d'une méthode de directions alternées, quitte à travailler dans des variablestransformées, faiblement corrélées. La faiblesse des méthodes de directions alternées résideen e�et dans l'évaluation des dérivées croisées apparaissant dans les termes de corrélation.Pour une présentation complète de ces schémas, � du moins dans le cas européen, � onrenvoie au livre de Morton-Mayers [112].Nous nous bornerons ici à illustrer quelques points et concepts importants relatifs aux�-schémas, sur l'exemple de l'équation de la chaleur � en temps rétrograde :@t�+ �22 @2y2� = 0 : (3.16)D'où le schéma numérique suivant :�"t�nm + �2 �2y2�nm = 0 ;dans lequel :� � := �2�t(�y)2 ;� �2y2 désigne la di�érence seconde centrée par rapport à y ;� �"t ; " = �1 désigne la di�érence première par rapport au temps, décentrée arrière(" = �1; �"t�nm � ��t �nm := �nm � �n�1m , schéma explicite), ou avant (" = +1; �"t�nm ��+t �nm := �n+1m � �nm, schéma implicite).Dans le schéma explicite, réécrit sous la forme suivante :�n�1m = �2�nm�1 + (1� �)�nm + �2�nm+1 ; (3.17)on reconnaît, avec les notations de Bizid [35], l'arbre trinômial associé au paramètre 1=p�.De plus, pour � = 1=2, celui-ci n'est à son tour autre que la trace de l'arbre binômialcomportant deux fois plus de n÷uds � en espace comme en temps. En e�et, ce derniers'écrit avec des notations évidentes (d'après [35]) :�(n�1)=2m=2 = 12(�n=2(m+1)=2 + �n=2(m�1)=2) ;
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d'où : �n�1m = �((2n�1)�1)=22m=2 = 12 ��(2n�1)=2(2m+1)=2 + �(2n�1)=2(2m�1)=2�= 12 ��12�nm+1 + 12�nm� + �12�nm + 12�nm�1��= 14�nm�1 + 12�nm + 14�nm+1 ;qui est bien le schéma explicite (3.17) pour � = 1=2. Plus généralement, pour 0 � � � 1,on dé�nit le schéma implicite sur les ��t premiers instants depuis l'étape n, puis explicitesur les (1� �)�t instants restant pour atteindre l'étape n� 1 � en temps rétrograde. Onparle de �-schéma, ou, dans le cas particulier � = 1=2, de schéma de Crank-Nicholson.Notons : A := 12 0BBBBBB@ 2 �1 0 � � � 0�1 . . . . . . . . . ...0 . . . 0... . . . �10 � � � 0 �1 2
1CCCCCCA � ��2y22 ;de valeurs et vecteurs propres :2 sin2( k�2(M + 1)) =: �k > 0; (sin( jk�M + 1))Tj2f1;:::Mg ;(transposition T ), pour k = 1; � � � ;M . Le �-schéma s'écrit matriciellement :� (Id+ ��A)�n;� = �n�n�1 = (Id� (1� �)�A)�n;� ;Soit: �n�1 = (Id� (1� �)�A)(Id + ��A)�1�n= (Id+ ��A)�1(Id� (1� �)�A)�n ; (3.18)par commutativité de (Id � (1 � �)�A) et de (Id + ��A)�1. On a de plus les identitéssuivantes :��n�1 + (1� �)�n = �(Id� (1� �)�A)�n;� + (1� �)(Id + ��A)�n;� = �n;� ; (3.19)et : �n � �A�n;� = (Id+ ��A)�n;� � �A�n;� (3.20)= (Id� (1� �)�A)�n;� = �n�1 :D'après le Théorème de Lax pour les problèmes linéaires bien posés et bien conditionnés[112], la convergence de nos schémas (quand les pas de discrétisation en espace �y et entemps �t tendent vers 0), équivaut à leurs consistance et stabilité. Cette dernière revenantpour sa part à l'absence de valeur propre(1 + ���k)�1(1� (1� �)��k) =: �ksupérieure à un en module pour l'opérateur de �-schéma, k = f1; � � � ;Mg, il vient :Théorème 3.2 Quand �t et �y tendent vers 0, le �-schéma (3.18) est stable si et seule-ment si �(1� 2�) � 1, d'où stabilité :a. pour � � 1, dans le cas explicite ; 138



b. inconditionnelle, si � � 1=2 � notamment dans le cas implicite ou pour le schémade Crank-Nicholson.Preuve À k �xé (qu'on oublie dans les écritures ci-après, pour alléger les notations), ona par dé�nition :j�j � 1 , ��(1 + ���)�1(1� (1� �)��)�� � 1 , j1� (1� �)��j � 1 + ���, (1� ��) _ (��(1� 2�)� 1) � 1 , ��(1� 2�) � 2 ;par jxj � x _ �x. 2Remarque 3.3 Revenons sur les points a et b de ce Théorème :a. la condition de stabilité dans le cas explicite n'est autre que la condition d'ouver-ture des branches que l'arbre doit satisfaire pour garantir la convergence du schématrinômial arborescent pour l'équation de la chaleur (voir par exemple Bizid [35]) ;b. la convergence inconditionnelle dans le cas implicite correspond à l'approximation�dans le sens du vent� (upwind) du terme en dérivée première par rapport au tempsdans l'équation de la chaleur.Dans le cas du schéma de Crank-Nicholson, on a pour � assez grand : maxk j�kj =j�M j, qui tend vers 1� lorsque � tend vers +1. Donc on se rapproche de (et onrisque de dépasser à cause des erreurs numériques) la limite de la stabilité sur leshautes fréquences pour lesquelles k est de l'ordre de M . Mieux vaut donc utiliser unschéma implicite lorsqu'on est confronté à un problème comportant de telles hautesfréquences, par exemple en présence d'une condition limite de type �masse de Dirac�.Quant à la consistance, elle est toujours véri�ée, comme il découle du Théorème (stan-dard) suivant, qui donne en outre l'erreur de troncature du �-schéma.Théorème 3.4 L'erreur de troncature du �-schéma (3.20), vu comme une approximationde l'équation de la chaleur (3.16), est commeO(j2� � 1j�t+ (�t)2 + (�y)2) :Les �-schémas sont donc précis à l'ordre un en temps et deux en espace, sauf le �-schémade Crank-Nicholson (� = 12), précis à l'ordre deux en espace comme en temps.Preuve du Théorème 3.4Voir Annexe D. 2De cette étude sur l'équation de la chaleur, retenons en général qu'à propos des �-schémas :� les parties implicites ont tendance à stabiliser les programmes ;� les parties explicites sont les plus légères à calculer : leur résolution nécessite environdeux fois moins de calculs que celles des parties implicites, pour lesquelles il faut inverserune matrice tridiagonale, en utilisant l'algorithme de Thomas ;� le schéma de Crank-Nicholson est souvent le plus précis. Il permet de diminuer lenombre de pas en temps, sans préjudice de stabilité ou de précision.À nouveau, pour plus de détails, on renvoie à Morton-Mayers [112].Il existe naturellement (et c'est encore plus vrai à plusieurs dimensions d'espace, où onpeut également jouer sur les directions) d'autres schémas par di�érences �nies, à davantage139



de points en espace (voir Théorème 6.1) ou plusieurs niveaux en temps. On s'est limitéici aux �-schémas bien connus, présentés sur l'équation de la chaleur, a�n d'illustrer uncertain nombre de di�cultés génériques.Notons cependant que l'analyse de Fourier esquissée ci-dessus (recherche des modespropres divergents des schémas), trouve ses limites lorsqu'on sort du cadre de la linéa-rité. Un recours au Théorème de Lax est alors le Théorème de Barles-Souganidis [17],selon lequel tout schéma d'approximation stable, monotone et consistant d'une équationelliptique non linéaire (au sens de la théorie des solutions de viscosité) converge vers la so-lution de viscosité, supposée unique, de cette équation. La stabilité et l'unicité en questions'appréhendent à travers des principes du maximum.En�n, les Théorèmes précédents, s'ils garantissent la convergence, laissent ouvertela question de son taux. L'analyse de l'erreur doit en e�et précéder toute utilisationraisonnable de ces schémas. Pour une telle analyse dans un cadre plus général d'éléments�nis (voir �4.2.3), on renvoie, suivant la synthèse sur ces sujets due à Berestycki-Buscain [54, Vol. I], à Babu²ka-Bieterman [5] ou Thomée [131] : et, pour des extensions deces analyses dans des contextes non linéaires, par principes du maximum, à des travauxen préparation de Berestycki-Busca. La particularité des situations rencontrées provientdes conditions terminales présentant des singularités, typiquement d'ordre 0, 1 ou 2, e.g.option digitale, call européen ou put américain, respectivement. Un corollaire intéressantde ces analyses est la justi�cation de l'usage intuitif et déterminant dans la pratiqueconsistant à adapter la grille au problème considéré, calant la grille à la barrière s'il enest, augmentant la densité du maillage au voisinage des singularités, etc...En pratique, on résout un problème localisé à un domaine borné, moyennant l'intro-duction de conditions aux bords ainsi créés. Ainsi adapte-t-on les �-schémas précédents àl'aide de conditions aux bords naturelles de Dirichlet et Neumann sur les parties expliciteset implicites des schémas, respectivement. C'est l'objet de la section suivante.3.3 LocalisationLe choix de la localisation dépend de la nature et de l'importance de la perturbationinduite par la résolution numérique sur un domaine borné, nécessitant l'introduction deconditions aux bords. Cette perturbation s'évalue bien sûr au cas par cas (même si onpeut souvent raisonnablement conjecturer un ordre de grandeur en e�C�2 pour cette per-turbation, � = d(y;bord en esp.), y = ln(S), dans le cadre d'un problème parabolique dotéd'une solution fondamentale).Cependant, pour �xer les idées, et illustrer quelques points importants en matière delocalisation, considérons le calcul du prix � d'une option européenne dans le modèle deBlack-Scholes, à fonction de gain terminale '. Notons �S la solution du problème localiséau domaine ]�1;T ]�]0;S], moyennant l'introduction de la condition de Dirichlet au bordsuivante : 8<: @t�S + LS�S = r�S ; t < T; S < S�S(T;S) = '(S) ; S < S�S(t;S) = e�r(T�t)'(Ser(T�t)) ; t < T : (3.21)Remarque 3.5 Cette condition au bord tient compte de l'évolution moyenne du sous-jacent dans le problème non localisé : en référence à certains travaux relatifs à l'équationde Helmholtz en électromagnétisme, Busca in [54] a pu parler de conditions aux limitestransparentes. On quali�era de naturelle, la condition de Dirichlet plus habituelle :�S(t;S) = '(S) e�r(T�t) t < T :140



Par la formule de Feynman-Kac (supposée valide pour le problème (3.21)), la solution�S de ce problème se réécrit en (t0;S0) �xé :�S(t0;S0) = e�r(T�t0)Et0;S0P �'(S�er(T��))1�<T + '(ST )1��T	 ;� � temps de sortie de ]0;S] pour le processus S . De même,�(t0;S0) = e�r(T�t0)Et0;S0P '(ST ) = e�r(T�t0)Et0;S0P �er(T��)�(�;S� )1�<T + '(ST )1��T	 ;par la propriété de Markov forte dont est pourvue la di�usion lognormale S [92] :Et0;S0P f'(ST )1�<Tg = Et0;S0P E�;S�P f'(ST )1�<Tg = Et0;S0P �er(T��)�(�;S� )1�<T	 :Donc :�(t0;S0)� �S(t0;S0) = e�r(T�t0)Et0;S0P f[er(T��)�(�;S� )� '(S�er(T��))]1�<Tg : (3.22)Pour majorer cette di�érence, on peut jouer sur l'un des facteurs :er(T�t)�(t;S)� '(Ser(T�t)) ; t 2 [t0;T ] (3.23)ou Et0;S0P 1�<T = P t0;S0(� < T ) : (3.24)Si r = �22 on obtient, avec des notations évidentes, après un changement de variableslogarithmique (3.1) : � t0;S0]�1;S] = � t0;y0]�1;y] ;où dyt = �dWt; t > t0 ; yt0 = y0 := ln(S0) ; y := ln(S) :D'où si � > 0, en utilisant l'expression de la transformée de Laplace de � t0;y0]�1;y] (voir parexemple Lamberton-Lapeyre [100, p.99]) :Et0;S0P 1f� t0;S0]�1;S]<Tg = Et0;y0P 1f� t0;y0]�1;y]<Tg� Et0;y0P e��T�� t0;y0]�1;y]� = e�(T�t0)�p2� y�y0� ;qui se minimise sur � > 0 en e�f2=2, oùf := y � y0�pT � t0 :Soit, Et0;S0P 1f� t0;S0]�1;S]<Tg � e� f22 ;où f = ln( SS0 )�pT � t0 : (3.25)Dans le cas général,f� t0;S0]�1;S] < Tg = [t0<t<TfS0e�Wt�(�22 �r)(t�t0) > Sg� [t0<t<Tfe�Wt > SS0 e��r��22 �+(T�t0)g = f� t0;�Wt0=0]�1; ln� SS0 ��(r��22 )+(T�t0)] < Tg ;141



événement dont la probabilité admet la majoration suivante, par l'étude dans le cas pré-cédent : e�f2=2 ; où f = ln� SS0�� (r � �22 )+(T � t0)�pT � t0 :Remarque 3.6 Pour de telles estimations uniformes sur le domaine localisé en espace(dans le cas de l'équation de la chaleur, à un phénomène de couche limite près), on renvoieà l'étude de Barles, Romano et Daher [15] (théorie des grandes déviations et solutions deviscosité).Parfois, l'analyse de l'autre facteur (3.23) permet de conclure à la convergence uniformesur l'intégralité du domaine localisé, sans phénomène de couche limite. Ainsi, dans le casdu call européen dans le modèle de Black-Scholes (' � 'K := (S �K)+, voir �4.1), on apour t 2 [t0;T ], en supposant S > K :er(T�t)�(t;S)� 'K(Ser(T�t)) = Et;SP (ST �K)+ � (Ser(T�t) �K)+= Et;�Wt=0P �Se�WT�(�22 �r)(T�t) �K�+ � (Ser(T�t) �K)= Et;�Wt=0P ��Se�WT�(�22 �r)(T�t) �K� + �K � Se�WT�(�22 �r)(T�t)�+�� (Ser(T�t) �K)= Et;�Wt=0P �K � Se�WT�(�22 �r)(T�t)�+= KEt;�Wt=0P �1� SKe�WT�(�22 �r)(T�t)�+ :En e�et, l'espérance de l'exponentielle vaut er(T�t). La dernière expression dont on prendla partie positive étant inférieure à un, il s'ensuit :0 � er(T�t)�(t;S)� 'K(S) � KEt;�Wt=0P 1�Se�WT�(�22 �r)(T�t)<K�= KP t;�Wt=0�e�WT�(�22 �r)(T�t) < KS �= KP t;�Wt=0��WT < (�22 � r)(T � t) + ln�KS ��= KP t;�Wt=0��WT > ln� SK�� (�22 � r)(T � t)�� KP t;�Wt=0�� t;�Wt=0]�1; ln� SK ��(�22 �r)(T�t)] < T� ;par le Lemme du miroir [92] . Or, comme on l'a déjà vu plus haut, cette dernière probabilitéest majorée par e� f22 , oùf = ln� SK�� (�22 � r)(T � t)�pT � t =: f(t) :D'où par (3.22), si S assez grand pour que f 2 soit croissant en t sur [t;T [ 2 :j�(t0;S0)� �S(t0;S0)j � Ke� f(t0)22 � Ke� f(t)222. ff 0(t) est du signe de (ln(S=K))2 � (�2=2� r)2(T � t)2, pour tout t < T .142



si (t0;S0) 2 [t;T [�]0;S]. D'où la convergence uniforme annoncée quand S ! +1.Remarque 3.7 On a vu au passage que �T;K(t0;S0) tend vers S0 � Ke�r(T�t0) quandS0=K ! +1, uniformément en t0 2 [t;T ]. Un calcul analogue montre que �T;K(t0;S0)tend vers 0 quand K=S0 ! +1, uniformément en t0 2 [t;T ]. Idem pour un call sur sous-jacent avec dividende q � 0, � r remplacé par r � q dans la dynamique du sous-jacent(2.1), � la limite quand S0=K ! +1 devenant S0e�q(T�t0) �Ke�r(T�t0).Ainsi, dans tous les cas de �gure, et quelle que soit la technique d'analyse envisagée,la quantité critique eu égard à l'erreur de troncature en S = S est exp(�f 2=2), oùf = ln� SS���pT � t� ;pour (t�;S�) = (t0;S0e(r��22 )+(T�t0)) � point en lequel on recherche de la précision, conve-nablement actualisé � ou (t�;S�) = (t;Ke(�22 �r)(T�t))� pour une précision uniforme sur le domaine localisé, dans le cas du call ci-dessus.En�n, on pourrait tenir des discussions analogues, aboutissant à la même conclusiongénérale, dans le cas d'une condition au bord de type Neumann bien choisie.En pratique, on choisira de localiser le domaine en espace suivantS = S0ef�pT�t0+(r��22 )+(T�t0) ;et de manière analogue S = S0e�f�pT�t0 ;pour un facteur f su�samment grand.De même, en variables centrées x ou logarithmiques y, des justi�cations contenues dansles précédentes conduisent aux choix par défaut suivants :x = ef�pT�t0 ; xx = 1y = ln(S0) + f�pT � t0 + (r � �22 )+(T � t0) ; y = ln(S0)� f�pT � t0 :Numériquement, on prendra f de l'ordre de quelques unités, comme s'il s'agissait derégler l'intervalle de con�ance pour un Brownien � en général f = 4:5. Mais par exception,on prendra f = p2NT pour les résolutions à l'aide d'un �-schéma explicite (� = 0), ouarbre trinômial. Ceci est en e�et conforme au paramétrage classique en vigueur sur lesarbres, qui se complète habituellement en NY = 2NT ; d'où par exemple si r = �2=2(équation de la chaleur, en variables logarithmiques) :� = �2�t(�y)2 = �2(T � t0)N2Y8�2N2T (T � t0) = 12 2 [0;1] ;et stabilité du schéma pour ces paramètres sur l'équation de la chaleur (voir �3.2). Lamotivation de ce choix est la priorité accordée au fait que les utilisateurs d'arbres puissentmieux apprécier les résultats numériques correspondants � ceux-ci devenant en contrepar-tie plus di�ciles à comparer avec les résultats obtenus par les autres schémas, puisqu'onutilise des domaines di�érents pour le �-schéma explicite d'une part, et les �-schémas pour� 6= 0 d'autre part, toutes choses égales par ailleurs.143





Chapitre 4Expériences numériquesLe Tableau 4.1 recense les valeurs par défaut des paramètres d'ores et déjà introduits,utilisés pour les expériences numériques par di�érences �nies présentées dans la suite decette Partie. r � t0 S0 T K10% 20% 0 100 1 100Tab. 4.1 � Valeurs par défaut des paramètres courantsDe plus, l'Annexe E récapitule toutes nos conditions d'expériences numériques pardi�érences �nies, en matière de valeurs numériques des paramètres, comme de choix cor-respondant aux points a, b et c du �2.2.En�n, on notera :� x̂, l'estimée numérique d'une quantité x ;� �(x̂;x) := log10 �100 jx̂�xjjxj � ; le logarithme à base 10 de l'erreur relative en % de x̂ parrapport à x.Par exemple, � � 0 et � � �1 correspondent à des erreurs relatives respectives de 1%et 0.1% ; plus généralement, une augmentation d'un facteur 10 en erreur relative corres-pond à un incrément de 1 en �.4.1 Évaluation d'un call européenIllustrons maintenant les généralités précédentes, sur l'exemple élémentaire du calculnumérique du prix �T;K(t;S) d'un call européen, d'échéance T et prix d'exercice K �fonction de gain terminale '(ST ) = 'K(ST ) := (ST �K)+; (4.1)dans le modèle de Black-Scholes du �2.3. �T;K(t;S) est alors connu explicitement, sous lenom de formule de Black-Scholes (voir Annexe C).Commentaire 4.1 (Erreurs à la date t0) La Figure 4.1 représente l'erreur commiseen calculant numériquement �T;K(t;S) à l'aide de di�érents �-schémas, après un chan-gement de variables centrant. On a représenté les erreurs à la date t = t0, pour diversesvaleurs de S.Au voisinage de la monnaie S0 = 100 1 le schéma de Crank-Nicholson conduit commeprévu aux meilleurs résultats, � les schémas implicites et explicites obtenant pour leur1. Qui a servi à dimensionner le domaine localisé, voir $3.3.145



part des résultats comparables entre eux. De plus, loin dans la monnaie, c'est-à-dire pourles grandes valeurs de S, le schéma explicite obtient les meilleurs résultats. Ces bonnesperformances du schéma explicite, par ailleurs plus léger à calculer (voir �3.2), peuvents'expliquer par les propriétés de structure extrêmement fortes de la nappe des prix de call :décroissance en t, croissance et convexité en S de la nappe (�T;K(t;S))t�T;S>0.Commentaire 4.2 (E�ets de bords) La Figure 4.2 présente par ailleurs les résultatsobtenus avec le schéma de Crank-Nicholson, sur des domaines localisés 2 de plus en plusgrands. Le domaine dans lequel l'erreur relative commise est inférieure au pour cent (par-tie de la courbe située en-dessous du niveau � � 0 d'erreur) croît conjointement. On esten présence d'un mauvais e�et de bord, cause d'une erreur plus importante lorsqu'on s'ap-proche du bord du domaine localisé. On a vu plus haut (�3.3) que l'erreur de troncatureconvergeait uniformément vers 0 sur le domaine localisé lorsque ce dernier tendait versR�+ . Mais c'etait pour une condition de Dirichlet transparente bien choisie au bord d'undomaine localisé supérieurement en espace. Il n'eût été guère plus di�cile de le faire sur unbord inférieur et/ou pour des conditions aux bords de Neumann adéquates, puis pour desconditions aux bords transparentes mixtes, alternativement Neumann sur les ��t premiersinstants, puis Dirichlet sur les (1� �)�t instants suivants de chaque pas de temps rétro-grade, comme implémenté dans nos �-schémas. En revanche, le choix de conditions auxbords naturelles (voir �3.3), plus génériques mais non spéci�quement les mieux adaptéesau cas du call, introduit a contrario une erreur de troncature, à laquelle vient peut-êtres'ajouter une erreur numérique.Remarque 4.3 Le schéma explicite ne semble pas donner lieu à ce mauvais e�et de bord(Figure 4.1). Néanmoins, il faut noter que le domaine localisé choisi pour les expériencescorrespondantes est plus grand que ceux utilisés pour les deux autres méthodes. Pource schéma explicite, on a en e�et voulu se rapprocher le plus possible des pratiques envigueur sur les arbres, pour lesquels l'usage habituel est de prendre NX de l'ordre de2NT , sur un maillage exponentiel. La condition de stabilité � � 1 du schéma explicitese retrouve alors sous la forme d'une condition d'ouverture des branches que l'arbre doitsatisfaire : à taille du domaine en temps �xée, égale à T�t0, il faut prendre un domaine enespace su�samment grand. La Figure 4.1 ne représente que la portion d'espace communeau domaine utilisé pour le schéma implicite et de Crank-Nicholson d'une part, et d'autrepart au domaine utilisé pour le schéma explicite. On ne voit donc pas sur la Figure lesbords de ce dernier domaine.Commentaire 4.4 (Pics) Les pics descendants observables sur les courbes des Figures4.1 et 4.2, correspondent à des points du maillage où l'erreur change de signe. Avec leschéma de Crank-Nicholson, l'erreur relative vaut ainsi �4:8 10�4% en S = 109:043745,contre 4:1 10�5% en S = 110:342729. La Figure 4.3 montre que ces pics ne tendent pasà disparaître si l'on augmente la densité du maillage, � pas plus qu'il n'apparaît alors denouveaux pics. Il semble donc que ces pics, phénomènes isolés, ne doivent pas orienteroutre mesure l'analyse des résultats. Il paraît ainsi plus juste d'apprécier ces résultats enne tenant pas compte de ces pics, considérant des enveloppes supérieures de ces graphesd'erreurs calculées à l'aide de quantités du type :�"(x̂;x) := supjy�xj�" �(ŷ;y) :2. Facteurs f , voir �3.3.
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Fig. 4.1 � Évaluation d'un call européen
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Fig. 4.3 � Pics � Schéma de Crank-Nicholson4.2 Évaluation d'un call européen à barrière up outLe call européen à barrière up out, à fonction de gain terminale 4.1 précédente, nepeut être exercé si le cours S du sous-jacent a atteint la barrière H � fonction régulièret ! Ht; qui peut être constante à un niveau H; ou variable en temps. Dans ce derniercas, on parle de problème à barrière courbe. On renvoie à [6] pour le détail d'une telleapplication, correspondant à l'évaluation d'une option sur obligation.Les options à barrière sont abondamment utilisées, notamment sur le marché deschanges. La présence de la barrière provoque une discontinuité de la couverture, sourcede di�cultés sur le plan numérique. On renvoie à El Karoui, Carr-Ellis, Ritchken [69, 50,119] pour les aspects théoriques. Le prix �T;K;H(t;S) de cette option à barrière dans lemodèle de Black-Scholes, vu comme fonction de la phase courante (t;S), est solution duproblème de Cauchy en temps rétrograde (2.4) pour la condition terminale (4.1), assortid'une condition de Dirichlet homogène sur la barrière H; bord supérieur du domaine enespace. Alternativement, ce prix admet par la formule de Feynman-Kac la représentationprobabiliste suivante :�T;K;H(t;S) = e�r(T�t)E(t;S)P (ST �K)+1fS�Hg;où fS � Hg est une notation abrégée pour Tt�s�TfSs � Hsg. Le gain de l'option dépenddonc non seulement de la valeur �nale atteinte par le cours S du sous-jacent, mais égale-ment de toute sa trajectoire. On parle d'option path dependent (dépendant du chemin).4.2.1 Di�érences �nies adaptées à la barrièreDans le cas d'une barrière constante H � H; le gain de l'option peut être renduMarkovien, via l'extension de l'état du système à l'aide d'une variable supplémentaire148



�maximum courant de S�. La valeur de l'option est alors connue explicitement (PropositionC.2). On peut par ailleurs procéder numériquement par edp, comme pour le call européendu �4.1, en imposant de surcroît une condition de Dirichlet homogène au bord supérieurH du domaine discrétisé.Commentaire 4.5 (Barrière constante) La Figure 4.4 compare les résultats obtenuspour H � H = 120; à l'aide des �-schémas explicite, implicite et de Crank-Nicholson,après changement de variable logarithmique. Les maillages sont calés à la barrière �ln(H) correspond au niveau en espace supérieur du maillage.
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Fig. 4.4 � Call à barrière constante � Évaluation par �-schémas calés à la barrièreDans le cas d'une barrière courbe, une première approche consiste à adapter les calculsprécédents � en espérant que le bord courbe ne déteriore pas trop la stabilité du schéma.Les �-schémas peuvent en e�et s'adapter à ces problèmes, moyennant la prise en comptede quelques exceptions dans l'évaluation des di�érences �nies, pour gérer la condition deDirichlet homogène sur le bord courbe.Considérons par exemple le problème 3.11 introduit au �3.1.2, exprimé en variablescentrées (3.4) :8><>: @t�̂ + Lx�̂ = r�̂ ; t < T; x � Ht = HH0 e�r(t�t0)�̂(T;x) = (xS0 exp(r(T � t0))�K)+ = '̂K(x)�̂(t;Ht) = 0 :Ce problème résultant par changement de variable centrant du problème de l'évaluationdu call européen à barrière constante up out au niveau H, on en connaît la solutionexplicitement, ce qui permet de valider les résultats numériques.149



La di�usion exprimée dans la variable x étant lognormale, on choisit un maillage ex-ponentiel en x � i.e. à � ln(x) constant, � pour une meilleure stabilité des (partiesexplicites des) schémas, voir �3.2. On choisit de plus �t=� ln(x) assez petit pour qu'enun pas de temps la barrière ne puisse franchir plus d'un pas d'espace.On peut alors utiliser les �-schémas pour ce problème sur notre maillage exponentiel,moyennant la prise en compte de quatre exceptions liées au bord courbe, qui reviennentà introduire (�ctivement) un n÷ud de maillage là où passe la barrière, à chaque pas detemps, comme on le fait avec les arbres � voir Figures 4.5 et 4.6 (à chaque pas de tempsn, on considère un système linéaire prenant en compte les rangs d'espace de 0 à m inclus,m dépendant de n), et les références [6, 119, 112].
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Fig. 4.5 � �-schémas et bords courbes � parties explicitesPlus généralement, on peut faire de même avec toute barrière régulière, monotone parmorceaux, quitte à mettre en ÷uvre des traitements analogues sur les morceaux où labarrière est croissante.Commentaire 4.6 (Barrière courbe � Di�érences �nies adaptées) La Figure 4.7compare les résultats ainsi obtenus à l'aide d'un schéma de Crank-Nicholson, utilisantNT = 100 pas de temps fois NX = 151 pas d'espace : d'abord pour r = 0, � barrière envariables centrées constante au niveau HS0 = 1:2, � puis pour r = 20% � barrière courbe.Dans le premier cas, on a représenté les résultats pour une grille calée à la barrièred'une part, et d'autre part pour une grille décalée par rapport à la barrière (voir �n �3.2).
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4.2.2 Prolongement par antisymétrieA�n de contourner les di�cultés numériques liées au bord courbe, une approche alter-native consiste à prolonger le problème à l'espace tout entier, par antisymétrie. C'est une�version edp� du Lemme du miroir, suivant lequel le Brownien et son opposé ont mêmeloi, initialisés à l'origine [92].Après changement de fonction inconnue, le problème (3.11) se ramène au problème(3.14) pour ~� :8<: @t ~� + �22 @2y2 ~� = 0 ; t < T; y � ht = ln(Ht) = ln( HS0 )� r(t� t0);~�(T;y) = ~'K(y) = '̂K(ey)e� y2~�(t;ht) = 0 :Dé�nissons par imparité, pour y > ht :~�(t;y) := �~�(t;2ht � y) :En particulier : ~�(T;y) = � ~'K(2hT � y): (4.2)Les dérivées en espace d'ordre pair et impair de la fonction ainsi prolongée sont anti-symétriques et symétriques par rapport à la barrière, respectivement. Ainsi, dans toutl'espace : 8>><>>: ~�(t;y) = �~�(t;2ht � y)@t ~�(t;y) = �@t ~�(t;2ht � y)� 2h0t@y ~�(t;2ht � y)@y ~�(t;y) = @y ~�(t;2ht � y)@y2 ~�(t;y) = �@y2 ~�(t;2ht � y): (4.3)D'après l'équation (3.14) rappelée ci-dessus véri�ée par ~� pour y � ht, et les formulesde dérivation (4.3), ~� est solution de l'équation suivante dans tout l'espace :@t ~�(t;y) + 2h0t@y ~�(t;y)1fy>htg + �22 @2y2 ~�(t;y) = 0 : (4.4)En e�et, (4.4) n'est autre que (3.14) pour y � ht, tandis que pour y > ht on a d'après(4.3) : @t ~�(t;y) + �22 @2y2 ~�(t;y)= �@t ~�(t;2ht � y)� 2h0t@y ~�(t;2ht � y)� �22 @y2 ~�(t;2ht � y)= �2h0t@y ~�(t;2ht � y)= �2h0t@y ~�(t;y) ;d'après l'équation (3.14) appliquée en 2ht � y < ht, et (4.3).~� véri�e donc bien (4.4) sur tout l'espace, ainsi que la condition terminale prolongéepar antisymétrie de ~'K.Commentaire 4.7 (Barrière courbe � Prol. par antisymétrie) La Figure 4.8 re-présente les résultats obtenus par résolution numérique du problème 3.14 ainsi prolongé parantisymétrie. L'algorithme utilisé pour cette résolution numérique est le suivant. ~�n dési-gnant les valeurs calculées pour l'étape n, à commencer par la condition terminale rendue152



antisymétrique si n = NT � équation (4.2), � ~�n�1 est l'antisymétrisée (voir ci-dessous)de ~�n� 12 ; où ~�n� 12 est le résultat d'une itération (3.18) d'un schéma de Crank-Nicholsonà partir de ~�n : ~�n� 12 = (Id� �A2 )(Id+ �A2 )�1~�n:Remarque 4.8 Par antisymétrisée d'une fonction f , on entend ici (trace sur le maillageen espace de la) prolongée par antisymétrie au-dessus de la barrière de la restriction de f endessous � ou plutôt de l'interpolation linéaire de cette restriction (et 0 sur la barrière), sif n'est dé�nie que sur le maillage en espace. Une telle antisymétrisation après chaque pasde di�usion discrétisée semble nécessaire pour obtenir des résultats numériques correctspar cette approche.
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Fig. 4.8 � Call à barrière courbe � Schéma de Crank-Nicholson et prolongement par antisymétrieOn pourrait imaginer encore d'autres approches par di�érences �nies, par exempleen passant en variables (t; SHt ); dans lesquelles la barrière devient constante au niveau 1,moyennant l'introduction de termes du premier ordre supplémentaires dans l'edp. Cepen-dant, la dégradation des résultats, observée dans les deux approches précédentes lorsqu'on�tord� la barrière, invite à aborder le problème des bords courbes plus frontalement, à l'aided'éléments �nis. Ainsi, à titre de comparaison avec ce qui précède, on présente maintenantune méthode d'éléments �nis due à Jerôme Busca [43], pour l'évaluation du call européenà barrière up out.4.2.3 Une méthode d'éléments �nisLa méthode dont nous esquissons la présentation ici s'inspire de travaux concernantla résolution du problème de Stefan (Bonnerot-Jamet,Crank [38, 63]). Nous renvoyons à153



Busca [43] pour des énoncés et des tests numériques plus détaillés.Le principe est le suivant : on introduit la grille formée des trapèzes dont les sommetssont régulièrement distribués (en variables logarithmiques) entre les valeurs y et ht pourt = t0; t0 +�t; � � � ;T . Dans toute la suite, NT et NY désignent respectivement le nombrede pas de temps et de pas d'espace. On note alors tn = t0 + n�t; ynm = y + mNY htn pour0 � n � NT et 0 � m � NY . On désigne par P nm le point de coordonnées (tn;ynm),et par Knm le quadrilatère de sommets P nm, P nm+1, P n+1m+1, P n+1m (Figure 4.9). Tout pointP = (t;y) 2 Knm est repéré par ses coordonnées barycentriques (�;�), i.e.t = (1� �)tn + �tn+1 = tn + ��t;y = (1� �) �(1� �)ynm + �yn+1m �+ � �(1� �)ynm+1 + �yn+1m+1� :

t

x

ttn+1n

h
t

y

K
n

m

Fig. 4.9 � Eléments �nis trapézoïdaux.À toute fonction � dé�nie sur Knm, on associe �̂ dé�nie sur [0;1] � [0;1] telle que�̂(�;�) = �(t;x).Après localisation, moyennant (mettons) une conditon de Neumann homogène au bordinférieur en espace du domaine, le problème d'évaluation de l'option à barrière courbe Hts'écrit en variables logarithmiques :8>>>><>>>>: @t �� + �r � �22 � @y �� + 12�2@2y2 �� = r ����(t;ht) = 0@y ��(t;y) = 0��(T;y) = (ey �K)+ : (4.5)
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Ce problème admet la formulation faible suivante :Z tn+1tn Z hty ��@t� + �22 Z tn+1tn Z hty @y ��@y�+�r � �22 �Z tn+1tn Z hty ��@y� + r Z tn+1tn Z hty ���� Z htn+1y ��(tn+1;y)�(tn+1;y)dy + Z htny ��(tn;y)�(tn;y)dy = 0 ; (4.6)
pour toute fonction-test � régulière s'annulant en y = y et y = ht.On cherche alors �� dans l'espace des fonctions dont la restriction à chaque trapèze estun polynôme de degré un par rapport à chaque variable barycentrique. Pour chaque m,on teste la relation (4.6) sur la fonction �(m) de cet espace qui véri�e �(m)(P nl ) = �m;l. Enutilisant la formule de quadratureZ Z[0;1]�[0;1] 	̂(�;�)d�d� ' 14 4Xs=1 	̂(P̂s) ;où fP̂sg, s = 1; � � � 4 désigne les sommets du carré unité [0;1]� [0;1], on montre facilementque (4.6) conduit au schéma suivant :�14 ��yn+1m+1 � ynm+1� ��nm+1 + �n+1m+1�� �yn+1m�1 � ynm�1� ��nm�1 + �n+1m�1���12 ��yn+1m+1 � yn+1m�1��n+1m � �ynm+1 � ynm�1��nm���2�t4 ��nm+1 � �nmynm+1 � ynm � �nm � �nm�1ynm � ynm�1 + �n+1m+1 � �n+1myn+1m+1 � yn+1m � �n+1m � �n+1m�1yn+1m � yn+1m�1 �+�r � �22 ����t4 ����nm+1 � �nm�1�+ ��n+1m+1 � �n+1m�1��+r�t4 ��nm �ynm+1 � ynm�1�+ �n+1m �yn+1m+1 � yn+1m�1�� = 0 : (4.7)

Dans le cas d'une grille droite, on a yn+1m = ynm, yn+1m+1 = ynm+1 = ynm + �y et yn+1m�1 =ynm�1 = ynm ��y. Le schéma (4.7) ci-dessus se réduit alors à :��n+1m � �nm�t � �24 ��nm+1 � 2�nm + �nm�1(�y)2 + �n+1m+1 � 2�n+1m + �n+1m�1(�y)2 �+�r � �22 ��� 14�y����nm+1 � �nm�1�+ ��n+1m+1 � �n+1m�1��+r2 ��nm + �n+1m � = 0 ; (4.8)qui n'est autre que le schéma de Crank-Nicholson. On voit ainsi que la prise en comptedu bord courbe se traduit simplement par l'introduction de termes correctifs. Le carac-tère tridiagonal du schéma de Crank-Nicholson est préservé. On résout alors (4.7) par laméthode du pivot de Gauss, ce qui donne un coût de résolution linéaire, en NY par pasde temps.Busca [43] valide cette méthode sur plusieurs types d'options. Nous présentons à titred'exemple une comparaison des erreurs relatives obtenues pour l'évaluation d'un call eu-ropéen à barrière up out constante 3 à l'aide des deux méthodes suivantes :3. Pour lequel on dispose de formules explicites, voir plus haut.155



� la méthode de di�érences �nies pour (4.5) ;� la méthode d'éléments �nis pour l'équation transformée en variables �chaleur� (pourlaquelle la barrière est une fonction a�ne du temps).Éléments �nis barrière a�neDi�érences �nies barrière droite

Cours S du sous-jacentlog 10(%erre
urrelative)

120110100908070605040

210-1-2-3-4Fig. 4.10 � Call à barrière courbe up out � Évaluation par une méthode d'éléments �nis.On n'observe pratiquement aucune dégradation de l'erreur due à la présence du bordvariable en temps (Figure 4.10). Des tests e�ectués sur d'autres types de barrières (poly-nômes, fonctions exponentielles) montrent que l'erreur due au bord courbe est faible, etcroît bien sûr en fonction de la courbure du bord [43].4.3 Détermination de la frontière d'exercice d'un put américainL'exercice anticipé du call américain d'échéance T et prix d'exercice K est toujourssous-optimal. En e�et, C désignant le prix de ce call à une date �xée t < T; tandis que cet p désignent respectivement les prix des call et put européens de même échéance et prixd'exercice, on a par positivité de p avant T :C � c > c� p = S �Ke�r(T�t) � S �K ;par parité call-put. L'étude du call américain se confond donc avec celle de son homologueeuropéen. Ainsi passe-t-on directement à l'étude du put américain.4.3.1 Calcul par di�érences �niesLe put américain correspond au problème (2.5), (2.7), pour la fonction de gain etobstacle : '(S) = 'K(S) := (K � S)+ :Pour une étude détaillée de ce problème, non linéaire et beaucoup plus di�cile que sonanalogue européen, on renvoie à Jaillet-Lamberton-Lapeyre et Bensoussan-Lions [91, 24].En particulier il n'y a pas de formule explicite. On sait seulement que la valeur recherchéeest l'unique solution de viscosité (continue, mais même ici C1 en espace) de l'inéquation
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variationnelle associée, à croissance polynomiale (en S, localement uniformément en t)[18, 108].Commentaire 4.9 Les Figures 4.11, 4.12 et 4.13 représentent les frontières d'exercicecalculées sur divers maillages, à l'aide de di�érents �-schémas, utilisés dans des méthodesde Trotter (�3.2). Sur ce problème particulier du put américain, ces méthodes sont mieuxconnues sous le nom d'algorithmes de type Brennan-Schwartz [91, 40]. En l'absence deformule explicite pour ce problème, la courbe ainsi obtenue à l'aide d'un schéma de Crank-Nicholson � � = 12 dans la méthode ci-dessus, � pour NT = 500 fois NY = 1001 pointsde discrétisation, sert de référence pour les autres calculs. Le schéma explicite Figure 4.13montre les limites que l'on prévoyait (�1) lorsqu'on sort du cadre de la linéarité : le résultatcorrespondant est extrêmement grossier, même avec NT = 500 fois NY = 1001 n÷uds dediscrétisation.
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Fig. 4.11 � Put américain � Frontière d'exercice calculée à l'aide d'une méthode de Trotterutilisant un schéma de Crank-NicholsonL'irrégularité de la frontière d'exercice ainsi calculée (quel que soit le �-schéma impli-qué) invite à envisager d'autres méthodes. Par di�érences �nies, il existe des approchesplus performantes : itération sur les politiques, ou algorithme d'Howard-Bellman [109].Évoquons plutôt une approche par éléments �nis.4.3.2 Une méthode d'éléments �nis pour le put américainL'utilisation d'éléments �nis pour la �nance à déjà fait l'objet d'une discussion générale(�2.1) et d'une tentative pour l'évaluation du call à barrière courbe up out (méthode deJ. Busca [43] d'après Bonnerot-Jamet [38], voir �4.2.3). Or, l'algorithme de type éléments�nis utilisé pour ce calcul peut s'adapter au problème du calcul d'une frontière d'exercice.157
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Fig. 4.12 � Put américain � Frontière d'exercice calculée à l'aide d'une méthode de Trotterimplicite
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Fig. 4.13 � Put américain � Frontière d'exercice calculée à l'aide d'une méthode de Trotterexplicite
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On pro�te alors de ces éléments �nis pour resserrer la grille au voisinage de la frontièred'exercice, dont la position approximative aura été calculée au préalable par un algorithmeaux di�érences �nies. Pour plus de détails, voir Busca [43].À titre d'exemple, on peut observer Figure 4.14 la frontière d'exercice donnée par cetteméthode d'éléments �nis pour NY = 450 fois NT = 200 points de discrétisation.
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Date tFig. 4.14 � Put américain � Frontière d'exercice calculée par une méthode d'éléments �nis4.4 Évaluation d'une digitaleOn considère à présent une option digitale up in, d'échéance T et prix d'exerciceK, dont le prix DT;K(t;S) dans le modèle de Black-Scholes, explicitement connu (voirAnnexe C), est la solution du problème de Cauchy (2.4) en temps rétrograde, admettantpour condition terminale la fonction de Heaviside en K :'(ST ) = HK(ST ) := 1fST�Kg : (4.9)Rapportant tout ou rien suivant que le cours du sous-jacent se situe de part ou d'autredu prix d'exercice à l'échéance, une telle option est particulièrement spéculative. Elle aaussi à voir avec le delta d'un call.4.4.1 Calcul directLa discontinuité de la condition terminale (4.9) fait apparaître une nouvelle di�cultésur le plan numérique. En e�et, voici (Tableau 4.2) les erreurs obtenues lors de la ré-solution numérique de (2.4) pour la condition terminale 4.9, à l'aide d'un schéma deCrank-Nicholson, et pour les valeurs par défaut des paramètres � sauf r = 0, le prix dela digitale s'interprétant alors comme une probabilité, voir Annexe C : dans ces conditionsla valeur de l'option fournie par la formule explicite vaut 0:460127 à 10�6 près.Pour diminuer ces erreurs, on propose deux améliorations successives :� on peut tout d'abord résoudre un problème approché correspondant à une conditionterminale H"K lissée de HK ; 159



NT �NY 50� 101 100 � 399% erreur relative 9.1 2.3Tab. 4.2 � Évaluation d'une digitale � Calcul direct� on peut aussi procéder à des intégrations par parties, s'inspirant de certains usages duCalcul de Malliavin pour les méthodes de Monte-Carlo [78].Dans un cas comme dans l'autre, on est ainsi ramené à une condition terminale conti-nue. Ces idées présentent un caractère générique. Nous les présentons ici sur un exemple ;elles ont fait par ailleurs à la CAR l'objet d'un travail spéci�que (M. Benchekroun, sousla direction de H. Berestycki [23]).4.4.2 LissageConfronté à l'erreur numérique liée à la discontinuité de HK , on peut tout d'abordpenser à résoudre l'équation (2.4) pour une condition terminale régulière H"K qui approcheHK. On introduit alors une erreur systématique, mais on diminue l'erreur numérique. Pourdonner une idée du bilan possible d'une telle opération, on a calculé numériquement D"T;K;solution de (2.4) pour la condition terminale H"K coïncidant avec HK à l'extérieur d'unintervalle I := [K � ";K + "], tandis que pour S 2 I :H"K(S) := 12 + 34 (S �K)" � 14 (S �K)3"3 ;" étant �xé de façon heuristique à 50.Le Tableau 4.3 donne l'erreur relative en % de D"T;K(t0;S0), évalué numériquement àl'aide d'un schéma de Crank-Nicholson, par rapport à la valeur pour DT;K(t0;S0), calculéeà l'aide de la formule explicite.NT �NY 50� 101 100� 399% erreur relative 6.8 6.7Tab. 4.3 � Évaluation d'une digitale � LissageLa comparaison des Tableaux 4.2 et 4.3 montre qu'avec peu de points de discrétisa-tion, la résolution pour la condition terminale H"K a déjà convergé. Cependant, l'erreursystématique place la valeur numérique ainsi obtenue à environ 7% de la valeur exactepour la condition terminale non lissée HK.4.4.3 Intégration par partiesComme évoqué plus haut, une deuxième technique s'inspire de certains usages duCalcul de Malliavin pour améliorer le calcul des Grecs par méthode de Monte-Carlo [78].L'idée est d'intégrer par parties la condition limite singulière par rapport à un noyauapproprié, après une éventuelle localisation des singularités. En procédant ainsi, on résorbeen grande partie l'imprécision numérique liée à la présence de ces singularités.Ainsi, notons ht0;S0(T;S) := � @Slt0;S0(T;S)lt0;S0(T;S) ;160



où l est la densité de la loi de S dans le modèle de Black-Scholes (2.1) (voir Annexe C).Soit Dt0;S0T;K la solution de (2.4), pour la condition terminale � continue :'(S) = ht0;S0(T;S)'K(S) :Alors, Dt0;S0T;K et DT;K coïncident en (t0;S0): En e�et, par parties :DT;K(t0;S0) = e�r(T�t0)Et0;S0P HK(ST )= e�r(T�t0) Z +1S=0 HK(S)lt0;S0(T;S) dS= �e�r(T�t0) Z +1S=0 'K(S)@Slt0;S0(T;S) dS= e�r(T�t0)Et0;S0P ht0;S0(T;ST )'K(ST ) = Dt0;S0T;K (t0;S0) ;par une formule de type Feynman-Kac supposée valide pour ce problème.À titre d'illustration, on a calculé numériquement à l'aide d'un schéma de Crank-Nicholson l'erreur obtenue pour Dt0;S0T;K (t0;S0) = DT;K(t0;S0) (Tableau 4.4).NT �NY 50� 101 100 � 399% erreur relative -1.8 -0.012Tab. 4.4 � Évaluation d'une digitale � Intégration par parties4.4.4 Localisation des singularitésSi�T;K désigne la solution de (2.4) pour la condition terminale (discontinue) HK�H"K,on a par linéarité : DT;K � D"T;K +�T;K :De plus, avec les notations du �4.4.3 :�T;K(t0;S0) = �t0;S0T;K (t0;S0) :En évaluant le terme correctif �t0;S0T;K (t0;S0) par parties, comme au �4.4.3, et en ajoutant lerésultat à la valeur numérique obtenue pour D"T;K(t0;S0) au �4.4.2, on obtient une nouvellevaleur approchée pour DT;K(t0;S0):Le Tableau 4.5 synthétise les pourcentages d'erreurs relatives obtenues par les quatreapproches exposées ci-dessus. Les erreurs obtenues par localisation des singularités sontextrêmement faibles.Il faut cependant apporter deux réserves concernant les techniques d'intégration parparties des �4.4.3 et �4.4.4. Premièrement, il s'agit de techniques locales, qui fournissentun bon résultat en un point de la grille �xé d'avance, supposé nous intéresser particulière-ment, par exemple la phase courante, au détriment de la précision ailleurs qu'en ce point.Deuxièmement, on utilise la connaissance explicite des lois de probabilité dans le modèle.Remarque 4.10 Ces astuces de calcul ne dispensent pas d'une analyse de l'erreur dueà la singularité de la condition terminale HK (�4.4.1), ou h'K / son analogue localisé(�4.4.3 / 4.4.4). Une telle analyse peut de fait être menée, en reprenant des arguments deThomée [131] (voir �n �3.2). 161



NT �NY 50� 101 100 � 399Calcul direct 9.1 2.3Lissage 6.8 6.7Intégration par parties -1.8 -0.012Localisation - 0.16 6.5 10�4Tab. 4.5 � Évaluation d'une digitale � Localisation des singularitésRemarque 4.11 Pour toutes les expériences numériques présentées dans cette section,on a utilisé un schéma de Crank-Nicholson, après changement de variables logarithmique.Le choix d'un tel schéma, pour résoudre des équations pouvant comporter des conditionsterminales discontinues � fonction de gain d'une digitale, � n'est pas forcément le plusjudicieux. En e�et, on a vu (Remarque 3.3.b) que ce schéma était à la limite de la stabilitévis-à-vis des modes de fréquences élevées � du moins l'avait-on alors constaté sur l'équa-tion de la chaleur, pour les grandes valeurs de � = �2 �t(�y)2 . Or une condition terminalediscontinue comporte nécessairement de tels modes.4.5 Évaluation d'un call européen dans un modèle à volatilitéstochastiqueCette section vise à donner une idée du comportement du solveur SNOO�, dans uncadre bidimensionnel. Comme on l'a déjà vu au �3.2, SNOO� utilise alors une méthodede directions alternées, implicite dans les directions successives d'espaces.On considère le modèle de Black-Scholes à volatilité stochastique suivant :8<: dSs = Ss(rds+ �(Ys)dWs); St = SdYs = �(Ys)ds+ dW Ys ; Yt = Yd < W;W Y >s= �ds ;où �(y) := exp(y) 1fy�Mg ; �(y) := k (c� y) ;� M constante �grande�. Dans ce modèle, introduit dans Fournié-Lasry-Touzi [80] etmotivé par des travaux empiriques de la littérature �nancière, k, c et  désignent respec-tivement le coe�cient de rappel, la valeur moyenne et la volatilité de la volatilité ; � estla corrélation entre le prix du sous-jacent et la volatilité.L'équation de Kolmogorov d'évaluation du call européen 4 s'écrit alors :� @t� + rS@S� + 12�2S2@2S2� + �(Y )@Y�+ 122@2Y 2�+ �S�(Y )@2SY� = r�; t < T�(T;S) = (S �K)+:On n'a pas de formule explicite pour ce problème. On a résolu numériquement pourNT = 52 pas de discrétisation en temps, fois NY = 140 pas dans la première directiond'espace (après changement de variables centrant), fois NY = 40 dans la deuxième direc-tion en espace. On a obtenu par une méthode de directions alternées la valeur 13.5407,pour les valeurs autres que par défaut des paramètres fournies au Tableau 4.6.Pour ces mêmes spéci�cations, le prix de l'option, calculé dans [80, �5.2] par uneméthode de Monte-Carlo mettant en ÷uvre des accélérateurs appropriés, a convergé vers4. On n'approfondira pas ici les liens existants entre la valeur du call dans un tel modèle, de marché qui n'estplus complet, et �la� solution � dans un sens qui resterait a préciser � de cette �edp d'évaluation�; voir Hull-White[86]. 162



�(Y0) k c � 20% 0.7 -1.6 0.3 0.5Tab. 4.6 � Modèle à volatilité stochastiquela valeur 13.625 à 10�4 près au bout de 104 trajectoires. Pour comparaison, la valeurcorrespondante dans un modèle de Black-Scholes à volatilité constante � � �(Y 0) seraitde 13.270.
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Chapitre 5Évaluation d'un put asiatiqueLe gain des options asiatiques dépend du cours moyen du sous-jacent, et non plusseulement de son cours terminal. Ce sont donc des options path dependent. Elles ontété introduites pour lutter contre la manipulation des cours au voisinage de l'échéance.Elles sont donc moins spéculatives et souvent moins chères que les options régulières(même si le prix d'un call asiatique européen de prix d'exercice K su�samment faiblepeut être inférieur au prix du call européen standard, dans le cas d'un sous-jacent avecdividende q > r, voir Geman-Yor [84]). Elles sont en outre une réponse plus adaptée àcertains besoins. Ainsi, à l'échéance T , une entreprise dotée d'un call asiatique (européen)approprié, peut choisir de payer K(T � t), plutôt que le cours cumulé de S entre t etT , en échange d'un �ux rentrant d'une unité de sous-jacent par unité de temps pendantla période [t;T ]. Les options asiatiques sont en revanche plus di�ciles à évaluer que lesoptions régulières. En particulier, elles admettent rarement une formule explicite. Ondispose par exemple d'une expression analytique pour la transformée de Laplace du prixdu call asiatique européen, mais cette expression est di�cile à inverser numériquement [84].Les options asiatiques font donc partie des options exotiques et sont souvent échangéessur des marchés de gré à gré.Le but principal de ce Chapitre est l'étude mathématique du put asiatique (à prixd'exercice �xé, le plus courant) américain. Cette étude débouche sur la nécessité de calculerune limite distinguée dans la solution d'une inéquation variationnelle d'évolution à deuxdimensions d'espace. En préliminaire, on étudie tout d'abord le problème du put asiatiqueeuropéen, en rappelant l'approche de Rogers-Shi [120].Dans toute cette section, t désigne la date de souscription de l'option. On considèrealors un point courant (t0;S0), correspondant à une date t0 intermédiaire entre la date desouscription t et la date d'échéance T de l'option.5.1 Put asiatique européenC'est l'option européenne générant à la date d'exercice T le �ux suivant :'((St)t�t�T ) =  K � R Tt StdtT � t !+ : (5.1)Par prix du put asiatique européen à la phase courante (t0;S0), on entendrae�r(T�t0)Et0;S0P  K � R t0t Stdt+ R Tt0 StdtT � t !+ : (5.2)
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5.1.1 Edp bidimensionnelleLe �ux ' dé�ni par (5.1) dépendant de toute la trajectoire du processus (St)t�t�T ,il semble nécessaire, pour rendre le système Markovien et exprimer le prix du put entermes d'edp, d'introduire une variable d'espace supplémentaire. Cette variable, que nousnoterons I, correspond, dans un sens qui sera précisé par l'edp d'évaluation (5.5), auprocessus intégrale de S, noté (It)t�t0 , tel que par dé�nition :dIt = Stdt; t � t0 ; It0 = I0 > 0: (5.3)Avec cette notation, le �ux terminal (5.1) se réécrit :'(IT ) = �K � ITT � t�+ ;pour la condition initiale : I0 = Z t0t Stdt : (5.4)Considérons alors le problème de Cauchy suivant, sur [t;T ]� R?2+ :� @t�+ LS;I� = r�; t � t < T�(T;S;I) = '(I) ; (5.5)où par dé�nition : LS;I = 12�2S2@2S2 + rS@S + S@I � LS + S@I : (5.6)On n'aurait pas de mal (en raisonnant comme à la Proposition 5.8 à venir, en plussimple, pour la continuité a priori, et en invoquant les résultats généraux de Ishii-Lions[89] pour l'unicité) à établir directement la Proposition suivante � mais on a plus vitefait d'appliquer une formule de Feynman-Kac généralisée disponible dans la théorie deséquations di�érentielles stochastiques rétrogrades (voir El Karoui et al. [70]).Proposition 5.1 Lorsque (t0;S0;I0) varie dans [t;T ]� R�+2,�(t0;S0;I0) � e�r(T�t0) Et0;S0P �K � ITT � t�+(= le prix de l'option si I0 = R t0t=t Stdt) est l'unique solution de viscosité bornée du problèmede Cauchy en temps rétrograde (5.5).Preuve Sauf le caractère borné qui est évident sur la représentation probabiliste, ceténoncé rentre en e�et dans le champ du Théorème 4.2 in El Karoui et al. [70]. 25.1.2 ScalingD'après Rogers-Shi [120], on peut tirer parti d'une propriété d'invariance par change-ment d'échelle (scaling), pour ramener le calcul du put asiatique européen à celui d'uneedp unidimensionnelle. Reprenons ceci dans nos notations.
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ITt désignant le processus intégrale de S initialisé à �K(T � t) + R t0t Stdt en t0, Ftdésignant �l'information disponible à la date t� (supposée complète), le prix (non actualisé)de l'option est une martingale,~�t := EPf(K � 1T � t Z Tt Sudu)+jFtg= StEP 8<: K(T � t)� R tt Sudu(T � t)St � 1T � t Z Tt �SuSt � du!+������Ft9=;= StEP (� �ITt(T � t)St � 1T � t Z Tt �SuSt � du�+�����Ft)=: St �(t;�Tt ) ;où �Tt = �ITt(T � t)St ; d�Tt = � �Tt (�dWt + (r � �2)dt)� dtT � t ; t > t0 :Appliquant la formule de Itô à la fonctionnelle � supposée su�samment régulière � � 2C1;2(]t;T [�R�+), on obtient à une martingale locale près ( �=), en notations multiplicatives(voir Annexe B) et en �oubliant� l'indice supérieur T , pour alléger les notations :d~� = �dS + S �@t�dt + @��d� + 12@2�2��2�2dt� + dS d��= �rSdt+ Sdt�@t� + @��� �1T � t � r� + �2��+ �2�22 @2�2��� S�2�@��dt= Sdt�r� + @t�� �r� + 1T � t� @�� + 12�2�2@2�2�� ;qui est donc identiquement nul, puisque ~� est une martingale. D'où le prix de l'option(dûment actualisé) : e�r(T�t) ~�t = Ste�r(T�t)�(t;�t) =: St	(t;�t) ;où � @t	� �r� + 1T�t� @�	+ 12�2�2@2�2	 = 0	(T;�) = �+ :On est ainsi ramené à une équation unidimensionnelle non dégénérée pour calculer le prixdu put asiatique européen en toute phase (t;S), où t est compris (au sens large) entre t etT .Remarque 5.2 Plus généralement, sur la possibilité (au moins théorique) de ramenerune edp dégénérée à une edp non dégénérée en dimension inférieure d'espace, on renvoieà Barraquand [19].5.2 Put asiatique américainLe put asiatique américain est identique au put américain du �4.3, à ceci près que le�ux correspondant à un temps d'arrêt � à valeurs dans [t0;T ] est maintenant le suivant :167



'((St)t�t�T ) =  K � R �t Stdt� � t !+ : (5.7)Par prix de cette option au point d'intérêt (t0;S0), on entendra :sup�2�[t0;T ]E(t0;S0)P 8<:e�r(��t0) K � R t0t Stdt+ R �t0 Stdt� � t !+9=; : (5.8)Comme on l'avait déjà évoqué au �4.3, la présence du temps d'arrêt �; ou encore la possibi-lité d'exercice anticipé de l'option, complique considérablement le problème mathématiqueet numérique.Remarque 5.3 Pour tout � entre t0 et T;R �t Stdt� � t (5.9)se réécrit S� 0 pour un � 0 entre t et � , par la formule des accroissements limités. D'où uneanalogie entre ce put asiatique américain et le put américain standard.Mais le fait que � soit un temps d'arrêt n'entraîne pas la même propriété pour � 0. Afortiori il est encore moins vrai que � 0 décrit l'ensemble des temps d'arrêts avec � . De plusil faut faire attention à la singularité en � = t0 lorsque t0 = t.5.2.1 Edp bidimensionnelleDe même que dans le cas européen, le �ux (5.7) se réécrit à l'aide du processus intégralede S (5.3), et de la condition initiale (5.4) :'(�;I� ) = �K � I�� � t�+ : (5.10)Considérons le problème suivant, sur ]t;T ]� R?+2 :� (�@t�� LS;I�+ r�) ^ (�� '(t;I)) = 0 ; t < t < T�(T;S;I) = '(T;I) ; (5.11)où comme en (5.6) : LS;I � LS + S@I :Remarque 5.4 (5.11) est une inéquation variationnelle bidimensionnelle, arrêtée en T .Cette inéquation est posée sur ]t;T ] � R?+2, l'intervalle ]t;T ] étant ouvert en t: En e�et,l'obstacle (5.10) explose pour t0 = t quand le temps d'arrêt � tend vers t0, ce qui empêchede dé�nir l'inéquation variationnelle sur tout l'intervalle [t;T ].Proposition 5.5 Notons pour tout (t0;S0;I0) 2]t;T ]� R?+2 :�(t0;S0;I0) = max�2�[t0;T ]E(t0;S0;I0)P (e�r(��t0)�K � I�� � t�+) (5.12)� en particulier, le prix du put asiatique américain en (t0;S0) (t0 > t) n'est autre que�(t0;S0;I0), où I0 = R t0t=t Stdt. La fonction � ainsi dé�nie est l'unique solution de viscositébornée de (5.11). 168



Remarque 5.6 En écho de la Remarque 5.4, notons que le second membre de (5.12)n'est pas dé�ni si t0 = t.Preuve de la Proposition 5.5D'après Krylov [94, Theorems 3.1.8 et 3.1.11] (appliqués sur des domaines ]t;T [ oùt décroît vers t), � est continue, et véri�e entre toute date t0 2]t;T ] et temps d'arrêt� 2 �[t0;T ] (par exemple, constante t1 > t0), un principe d'optimalité. Ce dernier peut êtrevu comme un schéma en temps discret véri�é par �, monotone et consistant vis-à-vis del'équation limite (5.11) � la borne sur j�j garantissant la stabilité. La fonction continue �est alors solution de viscosité bornée de (5.11), en vertu des résultats généraux de Barles-Souganidis [17] � l'unicité d'une telle solution résultant par ailleurs des arguments deLions et al. [108, 59]. 25.2.2 Passage à la limite distinguée quand t0 tend vers t+La Proposition 5.5 ne fournit aucun renseignement sur le prix du put asiatique amé-ricain à la date d'émission t. La Proposition 5.8, conjuguée à la Proposition 5.5, vise àcombler cette lacune.Lemme 5.7 � constante positive. La solution,xt = e�Wt��22 (t�s) ; t � sde dxt = � xt dWt; t > s ; xs � 1(W Brownien standard initialisé en s), est une martingale continue positive. De plus,(s � t) Es;xs�1x2t = e�2(t�s) ; Es;xs�1(xt � 1)2 = e�2(t�s) � 1 ; (5.13)�Es;xs�1 maxu2[s;t] jXuj�2 � Es;xs�1 maxu2[s;t]X2u � 4 Es;xs�1X2t (5.14)(X � x ou x� 1).Preuve Jusqu'à (5.13), le Lemme est bien connu. D'où (5.13), par application à x2t =e�2(t�s) e(2�)Wt� (2�)22 (t�s). (5.14) résulte alors de Cauchy-Schwarz, suivi de l'inégalité desous-martingale continue jXj � 0 (inégalité de Doob, voir par exemple Karatzas-Shreve[92, Chapter 1, Theorem 3.8.iv]). En e�et, pour s � t � u, Xt = Et;XtXu, d'où (0 �)jXtj � Et;XtjXuj. 2Proposition 5.8 Notant�(t;S;I) � max�2�[t;T ]E(t;S)P (e�r(��t) �K � I + R �t Sudu� � t �+) (t > t) ;le prix (5.8) du put asiatique américain en (t;St) (i.e. à l'émission) n'est autre que lalimite radiale : limt0!t+�(t0;St;(t0 � t)St) :
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Preuve Introduisons la notation I0 � (t0� t)St. Le prix de l'option en (t;St) vaut d'après(5.8) : � := sup�2�[t;T ]E(t;St)P (e�r(��t) K � R �t Stdt� � t !+) :On va montrer que pour tout temps d'arrêt � à valeurs dans [t;T ], il existe �0 � � _ t0temps d'arrêt à valeurs dans [t0;T ], tel queE(t;St)P (e�r(��t) K � R �t Stdt� � t !+)� E(t0;St)P (e�r(�0�t0) K � I0 + R �0t0 Stdt�0 � t !+) +O(t0 � t) ; (5.15)on montrerait de manière analogue (en plus simple) que pour tout temps d'arrêt � àvaleurs dans [t0;T ] :E(t0;St)P (e�r(��t0) K � I0 + R �t0 Stdt� � t !+) � E(t;St)P (e�r(��t) K � R �t Stdt� � t !+)+O(t0�t) ;(5.16)où O est une fonction continue nulle en 0, indépendante des temps d'arrêts.D'où par passage au sup sur les temps d'arrêts concernés dans (5.15)-(5.16) :� � �(t0;St;I0) +O(t0 � t) ;�(t0;St;I0) � �+O(t0 � t) :Puis par passage à la limite : � = limt0!t+ �(t0;St;I0) ;qui est le résultat désiré.Prouvons (5.15). On noteI �  K � R �t Stdt� � t !+ ; II �  K � I0 + R �0t0 Stdt�0 � t !+ ; A � 1�e�r(�0�t0��+t) ;0 � I(II) � K, 0 � A. AlorsjI e�r(��t) � II e�r(�0�t0)j � jI � IIj e�r(�0�t0) + I je�r(��t) � e�r(�0�t0)j� jI � IIj + I j1� e�r(�0�t0��+t)j e�r(��t)� jI � IIj + KA ;où A = 1f��t0g �er(t0�t) � 1� + 1f�<t0g �er(��t) � 1� � er(t0�t) � 1 ;et jI � IIj � 1f��t0g j R t0t (St � St)dtj� � t + 1f�<t0g j R �t (St � St)dtj� � t� max[t;t0] jSt � Stj ; 170



par la formule des accroissements limités. D'où, par passage aux espérances :jEt;StI e�r(��t) � Et;StII e�r(�0�t0)j � Et;St jI e�r(��t) � II e�r(�0�t0)j� KA + Et;St jI � IIj� KA + Et;St max[t;t0] jSt � Stj=: KA + StB ;où, par changement de variables centrant en t : St � xtSter(t�t), � inégalité de Cauchy-Schwarz, et inégalité (a� b)2 � 2a2 + 2b2 :B2 = �Et;xt�1 maxt2[t;t0] jxter(t�t) � 1j�2 � Et;xt�1 maxt2[t;t0](xter(t�t) � 1)2� 2 Et;xt�1 maxt2[t;t0]x2t �er(t�t) � 1�2 + 2 Et;xt�1 maxt2[t;t0](xt � 1)2� 8 �er(t0�t) � 1�2 e�2(t0�t) + 8�e�2(t0�t) � 1� ;par application du Lemme 5.7.En outre, par espérances conditionnelles imbriquées :Et;StIIe�r(�0�t0) = Et;StEt0;S0IIe�r(�0�t0) =: Et;StIII + (Et;St)Et0;StIIe�r(�0�t0) ;où, par changements de variables centrants en t0 :jIIIj = jEt0;S0IIe�r(�0�t0) � Et0;StIIe�r(�0�t0)j= ����Et0;xt0�1e�r(�0�t0) K � I0 + S0 R �0t0 xter(t�t0)dt�0 � t !+�Et0;xt0�1e�r(�0�t0) K � I0 + St R �0t0 xter(t�t0)dt�0 � t !+ ����� Et0;xt0�1e�r(�0�t0) jS0 � Stj R �0t0 xter(t�t0)dt�0 � t� jS0 � Stj Et0;xt0�1 maxt2[t0;T ]xt� 2 jS0 � Stj e�22 (T�t0) ;par formule des accroissements limités et application du Lemme 5.7. Finalement,jEt;StI e�r(��t) � Et0;StII e�r(�0�t0)j� jEt;StI e�r(��t) � Et;StII e�r(�0�t0)j + jEt;StIIIj� KA + StB + 2e�22 (T�t0) Et;StjS0 � Stj� KA + StB(1 + 2e�22 (T�t0)) ;qui tend vers 0 quand t0 ! t+, indépendemment des temps d'arrêt. 2Remarque 5.9 La principale di�culté du cas américain par rapport au cas européen :le fait d'avoir à considérer à la date d'émission une limite distinguée, tient à la possibi-lité d'exercice instantané de l'option américaine. Or il est clair �nancièrement qu'un tel171



exercice est toujours sous-optimal : mieux vaut alors ne pas acquérir l'option. Il y a làune apparence de paradoxe, peut-être due à une maladresse dans la formalisation mathé-matique : on pourrait en fait réduire la dimension du problème, tout au moins dans uncadre Black-Scholes � même si on n'y arrive pas par adaptation immédiate de l'astucede Rogers-Shi [120] décrite au paragraphe �5.1.2. En e�et, il faudrait poser :��t � K(� � t)� R tt S(� � t)St :Autrement dit, � dépend de �; ce qui empêche de prendre � comme nouvelle variableindépendante.Remarque 5.10 Pour des techniques et expériences numériques relatives à ce put asia-tique, on renvoie à Zvan et al. [136]. Le cas américain est particulièrement délicat. On esten e�et ramené à la situation de l'équation du transport (avec la di�culté supplémentaired'avoir à identi�er numériquement une limite distinguée dans la solution d'une inéquationvariationnelle à deux dimensions d'espace).
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Chapitre 6ConclusionCe travail met en évidence l'intérêt de recourir à des techniques numériques d'edp plussophistiquées, lorsqu'augmente la complexité des problèmes envisagés. En particulier, lesméthodes arborescentes les plus répandues sur les marchés d'options, correspondant àdes schémas explicites bi- ou tri-nômiaux, montrent rapidement leurs limites lorsqu'onaugmente la complexité du modèle utilisé. Or, aujourd'hui, on observe par exemple unrecours de plus en plus fréquent à des modèles calibrés sur données de marché (voir parexemple Partie IV de cette thèse). Pour calculer dans ces modèles, il est certainementprudent d'introduire une partie implicite dans les schémas numériques utilisés.Il semble néanmoins que les opérateurs de marché préfèrent souvent rester dans le cadredes arbres, ou schémas explicites d'edp à deux ou trois points, plutôt que de passer auxedp à proprement parler, avec utilisation d'algèbre linéaire et de composantes implicitesdans les schémas. On peut en donner trois raisons :� la première est historique : c'est d'abord dans ce cadre que les di�érences �nies ont étéintroduites en �nance ;� la deuxième est qu'en �nances on a en général besoin de la solution du problème d'edpen un seul point d'intérêt : la monnaie aujourd'hui. Or en utilisant des arbres à deux outrois branches, on se limite précisément à ce résultat, évitant ainsi tout calcul inutile ;� la troisième réside dans la simplicité et la souplesse de mise en ÷uvre des techniquesd'arbres.Tout en restant dans le cadre des arbres, on peut cependant améliorer les algorithmes enintroduisant des techniques d'edp. Ainsi, de même qu'un arbre trinômial peut s'interprétercomme un schéma explicite d'edp (voir �3.2), réciproquement un schéma implicite d'edppeut être vu comme un arbre avec un nombre in�ni de branches, dont les poids se calculentpar inversion de la matrice tridiagonale de l'opérateur discrétisé. Dans cet esprit on peutintroduire des arbres avec davantage de branches, en vue d'améliorer les propriétés destabilité ou de précision des méthodes numériques correspondantes.À titre d'illustration, voici un exemple de schéma explicite à cinq points, ou arbrepentanômial, précis à l'ordre deux en espace comme en temps, pour l'équation de la chaleur,sous la condition de stabilité déjà rencontrée au �3.2, dont on reprend les notations.Par rapport au �-schéma explicite du �3.2, ou arbre trinômial, on gagne donc un ordrede précision en temps, moyennant la prise en compte de deux n÷uds supplémentairesen espace. Ce schéma pentanômial peut ensuite s'adapter sans di�culté à l'équation deBlack-Scholes (2.3), via les changements de variables ou de fonctions inconnues décritsaux �3.1.1 et �3.1.2.Théorème 6.1 Sous la condition de stabilité � � 1, le schéma explicite à cinq points
173



suivant : ��t � + �2 �2y2� + 12 ��2�2 �4y4� = 0(� = �2�t=(�y)2), est une approximation stable, consistante, précise à l'ordre au moinsdeux en espace comme en temps, de l'équation de la chaleur (3.16) :@t� + �22 @2y2� = 0 :Preuve Voir Annexe D. 2Il ne s'agit là que d'un exemple, une alternative possible étant d'utiliser les degrés deliberté supplémentaires accordés par les nouvelles branches de l'arbre pour améliorer lastabilité du schéma.
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Quatrième partieSur un algorithme de Calibration de lavolatilité locale

175



Ce travail porte sur une procédure numérique de détermination d'une fonction de vola-tilité locale, permettant de répliquer les prix observés sur les marchés d'options, et ensuitede réaliser des calculs de nouveaux prix ou de couverture. Nous suivons la méthode decontrôle optimal proposée par R. Lagnado et S. Osher [99], utilisant une technique de ré-gularisation. Cette procédure met en jeu des méthodes d'équations aux dérivées partielleset d'optimisation. L'objectif du présent travail est de préciser certains points de cetteméthode, notamment le calcul de la fonction de Green. Après une présentation succinctede divers problèmes de �nance, nous examinons des aspects théoriques. L'implémenta-tion des algorithmes fait ensuite l'objet d'une discussion spéci�que. En�n nous présentonsplusieurs expériences numériques, dont des tests sur données réelles.Cette recherche a été développée à partir des travaux réalisés dans le cadre d'un �Stageindustriel pour doctorant INRIA� à la CAR (Caisse Autonome de Re�nancement, GroupeCaisse des Dépots, Paris), sous la direction de Henri Berestycki (alors consultant à laCAR et Professeur d'Analyse Numérique à l'Université Paris VI), en collaboration avecJerôme Busca (alors stagiaire à la CAR et doctorant au laboratoire d'Analyse Numériquede l'Université Paris VI). Merci aux autres permanents et consultants de la CAR qui ontsuivi l'évolution de ce travail, en particulier É. Fournié pour son initiation à ces problèmes,P.-L. Lions pour de nombreuses discussions sur les aspects aussi bien mathématiquesque numériques de la calibration, et N. El Karoui pour son approche mathématique et�nancière de ces problèmes.
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Chapitre 1IntroductionIl est bien connu que le modèle stochastique le plus utilisé sur les marchés d'options, lemodèle de Black-Scholes à volatilité constante [36], ne rend pas compte des prix observéssur ces marchés. Pour y remédier, plusieurs modi�cations de ce modèle ont été proposées :� modèles à volatilité stochastique (voir par exemple [80]) ;� modèles à sauts (voir par exemple [79, 2]) ;� modèles à volatilité variable (voir notamment Dupire, Lagnado-Osher, Avellaneda etal., Bouchouev-Isakov [68, 99, 3, 39] et références loc. cit.).On considère ici des modèles à volatilité variable. Contrairement aux deux autres typesde modèles, et même s'il représentent un cas (très) particulier de modèles à volatilitéstochastique, les modèles à volatilité variable présentent l'intérêt de toujours préserver lacomplétude du marché [68]. Comme dans le modèle de Black-Scholes à volatilité constante,toute option y est équivalente à un portefeuille de numéraire et d'actions, ce qui permetd'en évaluer le prix par arbitrage.Si l'on veut rendre compte à l'aide d'un tel modèle des prix d'options observés surle marché, on est alors confronté au problème inverse de trouver une fonction de volati-lité compatible avec ces prix. B. Dupire [68] a montré qu'il existe une telle fonction devolatilité, moyennant des hypothèses raisonnables sur la famille des prix de marché. Ilpropose de plus une technique de calcul de cette fonction de volatilité fondée sur la tech-nique des arbres. Cependant, cette technique est instable et délicate à mettre en ÷uvreen pratique. Pour pallier cette instabilité, Avellaneda et al. [3] ont étudié une méthodede lissage entropique visant à déterminer une nappe de volatilité compatible avec les prixde marchés, minimisant une entropie relative par rapport à une nappe de volatilité localepréalablement �xée. Plus récemment, R. Lagnado et S. Osher [99] ont présenté une tech-nique alternative de calcul, fondée sur une approche de contrôle optimal d'équation auxdérivées partielles d'évaluation des options. Parmi les développements les plus nouveauxsur ce sujet, J. Bodurtha et M. Jermakyan [37] proposent une approche de type pertur-bations singulières, fondée sur un développement en série de la nappe de volatilité localerecherchée ; N. Jackson et E. Süli [90] développent une approche paramétrique ; I. Bou-chouev et V. Isakov [39] étudient la stabilité dans le cas �(t;S) � �(t)�(S) et proposentdes méthodes numériques.Notre travail précise mathématiquement un certain nombre de points de l'approche decalibration de Lagnado et Osher, met en ÷uvre une implémentation de cette méthode,et présente divers résultats d'expériences numériques. Au plan théorique, les principauxéléments nouveaux apportés par ce travail sont :� d'une part, des résultats loisibles dans un modèle de Black-Scholes à volatilité variable :Théorème 3.8 (propriétés qualitatives de �, dans le cas � bornée non dégénérée conti-nue), Lemme 3.9 (Lp-bornes sur la densité de probabilité de transition du sous-jacent),177



Théorèmes 3.10 et 3.11 (et la généralisation immédiate de ce dernier, comme précisé dansle commentaire qui le précède ; bornes sur les Grecs), ainsi que les Corollaires 8.1 et 8.2(dépendance continue de � par rapport à � ou (t0;S0;T;K)) ;� d'autre part, des précisions sur la méthode de Lagnado et Osher [99, 1997] : Théorème5.2 (le problème de calibration pure est sous-déterminé), Théorème 9.11 (le problème deminimisation de Lagnado-Osher est bien posé, du moins en se limitant à minimiser parmides nappes � telles que @t� � 0, et pour � su�samment grand ; seul résultat de cettenature à notre connaissance pour un problème de type calibration) et son Corollaire 10.1(convergence vers la solution d'un algorithme de gradient projeté...), ainsi que le Théorème10.4 (...algorithme qui s'apparente à la méthode de Lagnado et Osher (1997)).Notre propos dans cette Partie est donc la reconstruction d'une nappe de volatilitélocale supposée rendre compte de la dynamique d'un sous-jacent, mais non pas, il convientde le préciser, d'évaluer la pertinence d'un tel modèle au plan �nancier. Il est en réalitévraisemblable que celle-ci ne prévaut que dans certaines conditions de marché. Pour rendrecompte du cas général, il faudrait envisager un modèle dynamique d'évolution d'une tellenappe de volatilité locale. Sur ces questions, on renvoie aux études empiriques de Dumaset al. [67] ou à l'ouvrage de synthèse de Rebonato [118].
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Chapitre 2Modèle de Black-Scholes, e�et smile etstructure par terme des volatilités2.1 Modèle de Black-ScholesLe modèle d'évolution du prix d'un d'actif le plus simple utilisé par les marchés pourévaluer et couvrir les options sur un facteur est le modèle de Black-Scholes à volatilitéconstante [36], décrit par l'équation di�érentielle stochastique (eds) suivante, sous la pro-babilité risque-neutre P :dSt = St((r � q)dt+ �dWt) ; t > t0 ; St0 = S0 ; (2.1)où :� St est le cours du sous-jacent, Wt le Brownien standard initialisé en t0,� le dividende du sous-jacent, q � 0, le taux court de l'économie, r � 0, et la volatilitédu sous-jacent, � > 0, sont constants.Dans toute cette partie de thèse, on suppose les hypothèses habituelles (même si gros-sièrement irréalistes) de marchés �nanciers liquides, sans opportunité d'arbitrage et par-faits [69]. D'où notamment l'existence de la probabilité risque-neutre P .On appelle call européen d'échéance T � t0 et prix d'exercice K > 0, l'option corres-pondant à la fonction de gain terminale en T :'K(ST ) := (ST �K)+:Son prix �T;K(t0;S0; q;r;�) (abrév. �T;K(t0;S0; �), voire �T;K(t0;S0)) vaut alors :�T;K(t0;S0) = e�r(T�t0)Et0;S0P 'K(ST );par absence d'opportunité d'arbitrage dans le modèle de Black-Scholes (2.1), sous la pro-babilité risque-neutre P [100, 69]. À (T;K) �xé, ce prix, vu comme une fonction de (t0;S0),est solution (classique) de l'équation parabolique backward de Kolmogorov, dite équationde Black-Scholes [36] :� @t� + (r � q)S@S�+ 12�2S2@2S2� = r�; t < T�(T;S) = (S �K)+: (2.2)L'usage que font les marchés d'options du modèle de Black-Scholes est en fait inverse.Il s'agit de retrouver, pour un prix observé, la constante �, dite de volatilité implicite, quiredonne le prix observé dans le modèle de Black-Scholes (2.1).
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K�T mars 98 sept. 98 mars 992800 236.1 / 0.332202 307.7 / 0.247175 394.25 / 0.2372762950 156.85 / 0.310332 233.7 / 0.242630 319.2 / 0.2339123100 95.68 / 0.290567 172.15 / 0.237709 253.9 / 0.2301803250 52.55 / 0.272654 123.2 / 0.233190 198.4 / 0.2264333400 25.5 / 0.256777 85.43 / 0.228816 152.5 / 0.222979Tab. 2.1 � Prix (en francs) et volatilité implicite correspondante � q = 0, r = 5%2.2 E�et smile et structure par termes des volatilitésOn observe alors que les prix de marché ne sont pas compatibles avec le modèle deBlack-Scholes à volatilité constante précédent. Ainsi les volatilités implicites correspondantaux prix de marché des call européens de diverses échéances T et prix d'exercices Kprésentent-elles des �uctuations, tant en T qu'en K. À titre d'illustration, on présenteTableau 2.1 des prix (milieux des fourchettes de cotations recueillies sur Reuters) de calleuropéens du MONEP sur le CAC40 (q = 0) à la date t0 du vendredi 21 Novembre 1997, leCAC40 valant alors S0 = 2807:26 francs. À côté de chaque prix en francs, on a indiqué lavolatilité implicite correspondante pour un taux constant r = 5%, arbitraire mais d'ordrede grandeur raisonnable. Ces volatilités implicites comportent donc une part d'arbitraire.Néanmoins, on les présente car leur structure d'ensemble est signi�cative, et intéressantequalitativement. On s'est limité pour chaque échéance T aux cotations correspondant àdes options ayant réellement donné lieu à des transactions. En particulier, on a exclu lescall d'échéance septembre 1999, qui n'ont donné lieu à aucune transaction à la date t0.On constate Tableau 2.1 les �uctuations annoncées, tant en T qu'en K.D'une part, les volatilités varient avec la date d'échéance T . Ce phénomène est connusous le nom de structure par termes des volatilités implicites. Il a été montré par Merton[111] qu'il su�t pour en rendre compte d'autoriser la volatilité locale � à dépendre dutemps dans (2.1).D'autre part, ces volatilités varient avec le prix d'exercice. Ce phénomène, connu sousle nom d'e�et smile, est incompatible avec un modèle de Black-Scholes dont la volatilitéest une constante, ou même une fonction déterministe du temps. En d'autres termes, leproblème de la détermination d'une dynamique de la forme (2.1), pour une constanteou une fonction du temps �, telle que les prix �T;K(t0;S0) des call pour divers T et Kreproduisent les prix observés sur le marché, est sur-déterminé. Il n'existe pas, en règlegénérale, de constante ou fonction du temps �, rendant compte simultanément de ces prix.Les marchés continuent néanmoins à utiliser le modèle de Black-Scholes (2.1) à volati-lité constante, calculant à la phase courante (t0;S0) les volatilités implicites correspondantaux produits cotés. Ils en déduisent sur les produits restants un smile de volatilité implicite� par exemple calculé à partir de deux points de chaque côté de la monnaie S0, et com-plété ensuite d'une façon régulière, mais arbitraire, qui ne fait pas intervenir d'information�nancière particulière.
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Chapitre 3Solutions fortes des problèmesparaboliques3.1 Espaces fonctionnels et injections de SobolevOn appelle bande Q, tout produit d'un intervalle borné non vide fois R, dans le planR2 . On note alors Qt0 � Q\ ft > t0g, QT � Q\ ft < Tg (fermeture Qt0 , QT ), t0;T 2 R ;CQ((0 <)�;�), l'ensemble des fonctions continues sur Q, comprises entre les bornes (0 <)�� �; BUCQ((0 <)�;�(;!)), l'ensemble des fonctions sur Q, équibornées aux bornes (0 <)� � �, (équi-)uniformément continues (module !).Étant donné un ouvert 
 du plan, de point courant (t;z), on a la donnée usuelle desespaces de Hilbert (et versions locales, Fréchet) H2(loc)(
) � H1(loc)(
) � L2(;loc)(
) . Enparticulier, k u k2H1(
) = k u k2L2(
) + k ru k2L2(
) ;où le deuxième terme est l'intégrale de Dirichlet de u appartenant à l'espace de SobolevH1(
). On note également D(
), l'espace usuel des (traces sur 
 de) fonctions régulièresà support compact dans le plan. Plus généralement, étant donné p 2 [+1; +1[, � > 0,on a les espaces de Banach usuels C0�(
), W 1p (
), W 1;2p (
), tels quek u kW 1;2p (
) = k u kLp(
) + k @tu kLp(
) + k @zu kLp(
) + k @z2u kLp(
)(et la version locale, ou Fréchet, W 1;2p;loc(
)) ;k u kW 1p (
) = k u kLp(
) + k @tu kLp(
) + k @zu kLp(
) ;k u kC0�(
) = sup(t;z)2
 juj + sup(t;z)6=(t0;z0)2
 ju(t;z)� u(t0;z0)jjt� t0j� + jz � z0j� :On dispose alors des injections de Sobolev suivantes (voir par exemple Larrouturou-Lions[102]) : W 1p (
) ,! C0�(
) ; � � 1� 2p > 0 (3.1)(
 ouvert régulier par morceaux du plan, � borné ou demi-plan), entraînant notammentla continuité et l'existence d'un (unique) prolongement continu au bord pour toutes lessolutions introduites Dé�nitions 3.1 plus bas, où p > 2 ; on notera alors parfois �W 1;2p (
)l'ensemble des (classes de) fonctions u 2 W 1;2p (
), telles que (le représentant continu)uj@p
 � 0 (bord parabolique @p
) ;W 1p (
) ,! Lp(
) ; p � 1 (3.2)181



(
 ouvert borné régulier par morceaux du plan), injection compacte (Rellich-Kondrakov) ;H1(
) ,! Lp(
) ; p � 2 (3.3)(bande 
), voir l'Annexe F pour la preuve de cette injection, ainsi que d'autres propriétés(dont on aura un usage plus occasionnel) des espaces de Sobolev sur bande 
.3.2 Équations de Black-Scholes, Dupire et dérivéesPour tout produit Q = R� R (R � R), on notera Q+ ou Q+ � R� R�+ .Dé�nition 3.1 (Ladyzhenskaya et al., Ca�arelli et al., Wang [98, 45, 135]) Étantdonnés p 2]2;+1[, Q �]t;T [�R, t0;T 2 [t;T ], et un problème de Cauchy en temps back-ward sur QT , de point courant (t;y) (QT+, de point courant (t;S)) :�F (t;y;��;@t ��;@y ��;@2y2 ��) = ��; ��jT � �' ;�F= �' continues, �� 2 Lp(Q)(F (t;S;�;@t�;@S�;@2S2�) = �; �jT � ' ;F=' continues, � 2 Lp(Q+) ).a. On appelle solution forte dans W 1;2p (QT(+)), ou W 1;2p (QT(+))-solution, toute fonctioncontinue sur QT(+), véri�ant la condition terminale, (et dont la restriction à QT(+) est)solution QT(+)-presque partout de l'équation, appartenant à W 1;2p (QT(+)). � Dé�nitionanalogue avec W 1;2p;loc(QT(+)) .b. On appelle W 1;2p;loc(QT(+))-solution de viscosité, toute fonction continue sur QT(+), véri-�ant la condition terminale, (et dont la restriction à QT(+) est) solution de viscosité(continue) de l'équation, au sens habituel (voir par exemple Crandall-Ishii-Lions [59],ou Annexe A), si ce n'est que les fonctions-tests sont prises dans (le sur-ensemble)W 1;2p;loc(QT(+)), au lieu de (mettons) C1;2(QT(+)).c. Dé�nitions analogues à a et b pour un problème de Cauchy en temps forward surQt0, de point courant (T;k) (Q+t0, de point courant (T;K)).Remarque 3.2 Dans le contexte de la Dé�nition précédente, et en cas de second membre(� ou ��) continu (nul notamment), toute solution de viscosité est en fait W 1;2p;loc-solutionde viscosité (donc les deux notions de solutions de viscosité coïncident).Dé�nition 3.3 Étant donnés une bande Q =]t;T [�R; q;r 2 [0;R]; �� 2 CQ((0 <)�;�);�� 2 Lp(Q) (p 2]2;+1[) .a. On dé�nit le problème de Cauchy en temps backward BS+=�QT (T;k; q;r;��) (+, pardéfaut), ou équation de Black-Scholes du call/put (call, par défaut) (respectivementBS 0QT (T ; q;r; ��; ��), ou équation de Black-Scholes dérivée) en variables logarithmiques(t;y) 2 QT , paramétrée par (T;k) 2 Q, k = ln(K),8<: �@t ��� �r � q � (��(t;y))22 � @y ��� (��(t;y))22 @2y2 �� + r �� = 0 sur QT ;��jT = (ey � ek)+=� ; 182



respectivement8<: �@t(� ��)� �r � q � (��(t;y))22 � @y(� ��)� (��(t;y))22 @2y2(� ��) + r �� = �� sur QT ;� ��jT � 0 ;� ��(t;y) étantW 1;2p;loc(QT )-solution de BS+=�QT (T;k; q;r;��), si et seulement si �(t;S) ���(t;y) (S = ey, voir Annexe H) est W 1;2p;loc(QT+)-solution de l'équation de Black-Scholes du call/put suivante, en variables �nancières (t;S) 2 QT+ :8<: �@t�� (r � q)S@S�� (�(t;S))22 S2@2S2�+ r� = 0 sur QT+ ;�jT � (S �K)+=� ; (3.4)b. Variations et considérations analogues relatives à l'équation de Dupire en variables�nancières forward (T;K) 2 Q+t0 , à la phase courante (t0;S0) 2 Q+,( @T�T;K � (q � r)K@K�T;K � (�(T;K))22 K2@2K2�T;K + q�T;K = 0 sur Q+t0 ;�jt0 � (S0 �K)+ : (3.5)Soit, en variables logarithmiques forward (T;k), k � ln(K); y0 = ln(S0) ,8<: @T ��T;k � (q � r � (��(T;k))22 )@k ��T;k � (��(T;k))22 @2k2 ��T;k + q ��T;k = 0 sur Qt0 ;��jt0 � (ey0 � ek)+ : (3.6)Remarque 3.4 Changeant en outre le sens du temps T , via � � T + t0 � T , e�(�;k) ���(T;k) pour toute fonction ��, alors le problème (3.6) n'est autre que BS�Qt0 (T ;y0; r;q;~�)(exprimé en variables �;k).3.3 Théorie de la régularité W 1;2pOn dispose des estimations a priori W 1;2p suivantes.Proposition 3.5 (Wang [135], Crandall et al. [58, 60]) Soient (T;k) 2 Q = [t;T ]�R; q;r 2 [0;R], �� 2 CQ((0 <)�;�); �� 2 Lp(Q) (p 2] + 2;+1[).a. (Estimations intérieures) Soit une solution de viscosité �� de BS+=�QT (T;k; q;r;��), res-pectivementW 1;2p;loc(QT )-solution de viscosité � �� de BS 0QT (T ; q;r;��; ��). Alors pour tousouverts Q0 �� Q00 � QT :k �� kW 1;2p (Q0) � C k �� kL1(Q00) ; (3.7)respectivementk � �� kW 1;2p (Q0) � C �k �� kLp(Q00) + k � �� kL1(Q00)� ; (3.8)C � Cp(Q0;Q00;R; �;�). 183



b. (Estimation globale) Soit uneW 1;2p;loc(Q")-solution de viscosité �" ��, du problème BS 0QT (T ;q;r;��; ��) localisé à Q" � QT \fjyj � Y"g (Y" % +1 quand "! 0+), moyennant unecondition de Dirichlet homogène au bord en espace.Notant ��" � ��� (r � q � (��(t;y))2=2)@y(�" ��)� r�" �� :k @t(�" ��) kLp(Q") + k @2y2(�" ��) kLp(Q") � C k ��" kLp(Q") ; (3.9)C � Cp(";t;T ; �;�).Preuve Voir Wang [135, Theorem 5.9 et la Remark 2 qui lui fait suite, et commentairesp. 65 et �6], Crandall et al. [58, Theorems 1.4 et 2.1], [60]. 2Lemme 3.6 (T;k) 2 Q = [t;T ] � R; q(n);r(n) 2 [0;R], ��(n) 2 CQ((0 <)�;�); ��(n) 2 Lp(Q)(p 2] + 2;+1[, � � 1� 2=p > 0). On suppose que quand n! +1, qn;rn tend vers q;r/��n tend vers ��, localement uniformément sur Q/��n Lp(Q)-converge vers ��.a. (Équations de Black-Scholes et Dupire) Toute solution de viscosité �� de BS+=�QT (T;k; q;r;��), en est une solution forte dans W 1;2p;loc(QT ), et il existe au plus une telle solution�� majorée (en valeur absolue) par K _ S. De plus, si S, respectivement K, majorej��j, alors pour toute B2"(t;y) � QT ,k �� kC0�(B"(t;y)) � C 0 k �� kW 1;2p (B"(t;y)) � C 0C S ; resp. C 0C K ; (3.10)C � Cp(";R; �;�), C 0 � C 0p(").En�n, lorsque n ! +1, toute limite localement uniforme sur QT de W 1;2p;loc(QT )-solutions de BS+=�QT (T;k; qn;rn;��n) est W 1;2p;loc(QT )-solution de BS+=�QT (T;k; q;r;��).b. (Équations dérivées) Il existe au plus une W 1;2p;loc(QT )-solution de BS 0QT (T ; q;r;��; ��)tendant vers 0 quand jyj ! +1, uniformément en t 2 [t;T ]. De plus, pour touteW 1;2p (QT )-solution � ��, k � �� kC0�(QT ) � C 0 k � �� kW 1;2p (QT ) ; (3.11)C 0 � C 0p, et � �� est aussi l'unique W 1;2p;loc(QT )-solution de BS 0QT (T ; q;r;��; ��) tendantvers 0 quand jyj ! +1, uniformément en t 2 [t;T ]. En�n, lorsque n! +1, toutelimite localement uniforme sur QT de W 1;2p;loc(QT )-solutions de BS 0QT (T ; qn;rn;��n; ��n),est W 1;2p;loc(QT )-solution de BS 0QT (T ; q;r;��; ��).Preuvea. D'après l'estimation intérieure (3.7), une telle solution de viscosité �� est en fait uneW 1;2p;loc(QT )-solution, et on a, si de plus j��j � S, resp. K, la partie droite dans (3.10)� la partie gauche provenant de l'injection de Sobolev (3.1) sur 
 � B"(t;y).Montrons l'unicité d'une solution �� majorée (en valeur absolue) parK_S. ��� ��0 dé-signant la di�érence entre deux telles solutions, alors, par linéarité, e� � e�2y+�t(�����0) (� = r + �2) est W 1;2p;loc(QT )-solution (de viscosité, a fortiori) de8<: �@te�� �r � q + 3(��(t;y))22 � @ye�� (��(t;y))22 @2y2 e�+ (2q + �2 � (��(t;y))2)�� = 0e�jT � 0 ; 184



je�(t;y)j � 2e�2y+�t(K _ ey) � " pour jyj � Y" � 1=", uniformément en t 2 [t;T ].Alors, je�j � " sur Q" � QT \ fjyj � Y"g, par principe du maximum faible pour lesW 1;2p;loc(QT )-solutions de viscosité de nos équations sans second membre (Wang [135,Corollary 3.20]). D'où e� � 0 sur QT , par passage à la limite quand "! 0+. En�n,vu ce qui précède, le passage à la limite quand n! +1 n'est autre que la stabilité,bien connue, des solutions de viscosité habituelles.b. Par principe du maximum comme en a (en plus simple), on a unicité dans la classe desW 1;2p;loc(QT )-solutions de BS 0QT (T ; q;r;��; ��) tendant vers 0 quand jyj ! +1, uniformé-ment en t. Par ailleurs, pour une W 1;2p (QT )-solution � �� de BS 0QT (T ; q;r;��; ��), l'esti-mation (3.11) résulte de l'injection de Sobolev (3.1), sur le demi-plan 
 �]t;+1[�R(� ��, continue sur QT et nulle en T , étant en e�et assimilable à un élément deW 1p (
),en la prolongeant par 0 à droite de T ). � �� 2 C0�(QT )\Lp(QT ) tend alors vers 0 quandjyj ! +1, uniformément en t 2 [t;T ].En�n, vue l'estimation intérieure (3.8), le passage à la limite quand n! +1 n'estautre que la stabilité des W 1;2p;loc(QT )-solutions de viscosité. 23.4 Existence, unicité, représentations probabilistes des solutionsOn énonce à présent les Théorèmes 3.8, 3.10 et 3.11, dont les preuves font l'objet desChapitres 4, 6 et 7 � les Chapitres 5 et 8 tirant respectivement des conséquences du seulThéorème 3.8 et des Théorèmes 3.8 et 3.10.Lemme 3.7 Q = [t;T ]� R; (t0;S0) 2 Q+; q;r 2 [0;R]; �� 2 CQ((0 <)�;�). Alorsa. l'eds (2.1), à volatilité variable � � �(t;S), admet une solution faible unique en loisur [t0;T ], telle queSt = S0 e(r�q)(t�t0) exp�Z tt0 �(s;Ss)dWs � 12 Z tt0 �2(s;Ss)ds� ; t 2 [t0;T ]où la dernière exponentielle est une martingale sous la probabilité risque-neutre P ,en particulier Et0;S0P St = S0e(r�q)(t�t0) pour t 2 [t0;T ]. De plus,Et0;S0P Z tu=s 1fSu�Kg�(u;Su)SudWu = 0 ; t0 � s � t � T :b. Pour tout (T;K) 2 Q+t0 (t0 � T ), le prix �T;K(t0;S0) du call européen d'échéance Tet prix d'exercice K, à la phase courante (t0;S0), dans le modèle de Black-Scholesà volatilité variable � � �(t;S), s'écrit bien comme espérance actualisée du gain ducall en T : �T;K(t0;S0) = e�r(T�t0)Et0;S0P (ST �K)+ ;sous la probabilité risque-neutre P ; en particulier, 0 � �T;K(t0;S0) � S0.Preuvea. Voir Strook-Varadhan [127] (après passage en variable logarithmique), puis (de retouren variables �nancières t;S) Karatzas-Shreve [92, Problem 5.6.15 et Corollary 3.5.13]� la borne � sur la nappe admissible � garantissant la condition de Novikov:Et0;S0P exp 12 Z tt0 �2(s;Ss)ds < +1 ; 8t 2 [t0;T ] :185



De plus,Et0;S0P Z tu=s 1fSu�Kg�(u;Su)SudWu = Et0;S0P Es;SsP Z tu=s 1fSu�Kg�(u;Su)SudWu :Il su�t alors de véri�er que Es;SsP R tu=s �2(u;Su)S2udu est �ni, pour tout t � s. Or,Z tu=s �2(u;Su)S2udu � �2S2se2(r�q)(t�s)(t� s) maxu2[s;t]x2u ;où, par inégalité de (sous-)martingale (d'après ce qui précède) continue xu:Es;xs�1P maxu2[s;t]x2u � 4 Es;xs�1P x2t ;x2t = eR tu=s �2(u;Su)dueR tu=s 2�(u;Su)dWu� 12 R tu=s(2�(u;Su))2du :Et donc Es;xs�1P x2t � e(t�s)�2 :b. Voir Karatzas-Shreve [92, �5.8.A], sachant a. Alors,0 � e�r(T�t0)Et0;S0P (ST �K)+ � e�r(T�t0)Et0;S0P ST = S0e�q(T�t0) � S0 ;d'après a. 2Le Théorème suivant précise des résultats de Dupire [68]; voir également El Karoui[69].Théorème 3.8 (Voir Dupire [68], El Karoui [69]) p 2]2;+1[; Q = [t;T ]�R; q;r 2[0;R]; �� 2 CQ((0 <)�;�). Alors,a. Pour tout (T;K) 2 Q+, le prix, QT+ 3 (t;S) 7! �T;K(t;S) est l'unique W 1;2p;loc(QT+)-solution comprise entre 0 et S 1, de l'équation de Black-Scholes backward (3.4) ducall, à volatilité variable � � �(t;S). De plus, � est convexe croissante en S, nondécroissante par rapport à la nappe �, et tend vers 0 (Se�q(T�t) �Ke�r(T�t)) quandS ! 0+ (+1), uniformément en t 2 [t;T ].b. Pour tout (t0;S0) 2 Q+, la nappe des prix de call courante, Q+t0 3 (T;K)! �T;K(t0;S0),est l'unique W 1;2p;loc(Q+t0)-solution, comprise entre 0 et S 2, de l'équation de Dupire for-ward (3.5), à volatilité variable � � �(T;K) .Cette nappe est en outre décroissante convexe en K, non décroissante par rapportà la nappe �, tendant vers S0e�q(T�t0) � Ke�r(T�t0) (0) quand K ! 0+ (+1),uniformément en T 2 [t0;T ].De plus, pour presque tout T , @2K2�T;K(t0;S0) n'est autre que la densité de transitionde probabilité continûment actualisée au taux r (e�r(T�t0)� la densité), Gt0;S0(T;K),du processus S initialisé en (t0;S0).Preuve Chapitre 4. 2On n'a pas trouvé de référence dans la littérature pour le Théorème 3.10 suivant,même si Fabes ou Fabes-Rivière [73, 74] contient beaucoup d'éléments. Ce qui manque est1. Donc à croissance linéaire en S, uniformément en t.2. Donc bornée en T;K. 186



l'estimation (3.16), avec les dépendances indiquées pour la constante C. On l'obtiendra pardes estimations probabilistes de Stroock-Varadhan [126] et une analyse de perturbationsau voisinage de la nappe constante �0.Lemme 3.9 (t;y), (T;k) 2 Q = [t;T ]� R (t < T ); q;r 2 [0;R]; �� 2 BUCQ((0 <)�;�;!).Soit g��(t;y; s;x) (t < s), la densité de probabilité de transition continûment actualisée autaux r (g�� � e�r(s�t)� la densité) du processus y = ln(S) correspondant aux données q;r;��(densité qui existe, pour presque tout s > t; Stroock-Varadhan [127, Section 8]). On ak g��(t;y; �;�) kLA(] t+T2 ;T [�R) � CA(t;T;R; �;�;!) ; 1 � A < +1 ; (3.12)k g��(t;y; �;�) kL�(]t;T [�R) � C�(t;T;R; �;�;!) ; 1 � � < 3 : (3.13)En�n, pour tout 1 � � < 3, et Y �xé > 0,k g��(t;y; �;�) kL�(]t;T [�]�Y;Y [) = O� �(jyj � Y )�1� ; (3.14)O� � O�(t;T;R; �;�;!).Preuve �6.1. 2Théorème 3.10 (t;y), (T;k) 2 Q = [t;T ]� R (t � T ); q;r 2 [0;R]; �� 2 Lp(Q), p 2 I =[7=3;8=3], � � 1 � 2=p > 0. Alors il existe 0 < "0 � "0(t;T ;R;�0) � �0=2, tel que pourtoute �� 2 BUCQ(�0 � "0;�0 + "0),� ��(t;y) = Et;y�P Z Ts=t e�r(s�t)��(s;ys) ds ; (3.15)� indépendant du représentant de (la classe de fonctions) �� considéré, � est lorsque (t;y)varie dans QT l'unique W 1;2p (QT )-solution, ou W 1;2p;loc(QT )-solution tendant vers 0 quandjyj ! +1, uniformément en t 2 [t;T ], de BS 0QT (T ; q;r;��; ��).De plus, k � �� kC0�(QT ) � C 0 k � �� kW 1;2p (QT ) � C 0C k �� kLp(QT ) ; (3.16)C 0 � C 0p comme dans (3.11), C � C(t;T ;R;�0).Preuve Chapitre 6. 2Le Théorème 3.10 précédent peut être vu comme un cas particulier du Théorème 3.11suivant, qui tire des conclusions plus fortes d'hypothèses plus faibles � mais au prix d'unepreuve utilisant des arguments plus techniques et indépendante, n'utilisant pas Fabes etal. [73, 74]. Le Théorème 3.10 est su�sant pour l'essentiel des besoins du présent travail,aussi est-ce à lui qu'on préfère recourir dans la suite. L'utilisation alternative du Théo-rème 3.11 permet néanmoins d'obtenir plus loin un espace K exogène, indépendant desdonnées du problème, voir Remarque 10.2. Le Théorème 3.11 est par ailleurs un résultatautonome, intéressant en lui-même, qui s'étend de manière immédiate (on s'en convaincraen relisant sa Preuve) à toute équation parabolique linéaire du second ordre à coe�cientsmineurs (resp. principaux) mesurables (resp. continus) bornés non dégénérée, en dimen-sion quelconque d d'espace (en prenant p 2]d;+1[ dans ce Théorème ; R désignant alorsune borne sur les coe�cients d'ordre 0 et 1, et �/� un module de parabolicité/une bornesur le coe�cient de di�usion). 187



Théorème 3.11 (t;y), (T;k) 2 Q = [t;T ] � R (t � T ); q;r 2 [0;R]; �� 2 CQ((0 <)�;�);�� 2 Lp(Q) (p 2]2;+1[). Alors� ��(t;y) = Et;y�P Z Ts=t e�r(s�t)��(s;ys) ds ; (3.17)� indépendant du représentant de (la classe de fonctions) �� considéré, � est, lorsque(t;y) varie dans QT ; l'unique W 1;2p (QT )-solution, ou W 1;2p;loc(QT )-solution tendant vers 0quand jyj ! +1, uniformément en t, de BS 0QT (T ; q;r;��; ��).De plus, k � �� kC0�(QT ) � C 0 k � �� kW 1;2p (QT ) � C 0C k �� kLp(QT ) ; (3.18)C 0 � C 0p comme dans (3.11), C � Cp(t;T ;R;�;�).Preuve Chapitre 7. 2Dans les Preuves, on procèdera souvent par densité à partir de la situation où �� est enoutre Lipschitzienne (d'où existence d'une densité de probabilité de transition continuehors de la diagonale pour la di�usion, et d'une solution fondamentale au sens classiquepour l'équation de Black-Scholes), à l'aide du Lemme standard suivant.Lemme 3.12 Bande Q, �� 2 CQ((0 <)�;�), resp. BUCQ((0 <)�;�;!). Alors, il existe ��nLipschtzienne 2 CQ((0 <)�;�), resp. BUCQ(�;�;!), ��n tendant vers �� quand n ! +1,localement uniformément sur Q, resp. uniformément.Preuve On prolonge �� par constance en temps dans une sur-bande 
 (Q � 
). Parconvolution (à l'aide d'une suite régularisante �n à support� B�, � � d(
;Q)) on construit��n � �n ? �� (�� ainsi prolongée), ��n Lipschitzienne 2 CQ((0 <)�;�), resp. BUCQ(�;�;!),tendant vers �� quand n! +1, localement uniformément sur Q, resp. uniformément. 2
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Chapitre 4Équations de Black-Scholes et Dupire4.1 Preuve du Théorème 3.8 (cas Lipschitzien)Supposons de plus �� (uniformément) Lipschitzienne (constante de Lipschitz ��). Alorspour c, c0 assez grands �xés positifs, on a existence et unicité d'une solution classique àcroissance � c exp(c0y2) (respectivement � c exp(c0k2)) de l'équation de Black-Scholes ducall en variables logarithmiques backward (t;y) 2 QT (respectivement Dupire en variableslogarithmiques forward (T;k) 2 Qt0), par application de Friedman [82, Chapter 1, Theorem12 et Chapter 2, Theorem 10].En e�et, par exemple en variables (t;y), on a le résultat si �'K(y) � ey � eCehy2 (y 2 R),pour h �xé positif < 1=(2�2(T � t)), ce qui est réalisé en prenant C su�samment grand� dépendant de h, sans inconvénient; et c'est analogue en variables (T;k).De plus, (Friedman [81, Chapter 6, Theorems 4.6 et 5.4]) la solution de l'équation deBlack-Scholes précédente en variables backward (t;S) n'est autre quee�r(T�t) Et;SP (ST �K)+ ;convexe décroissante par rapport au paramètre K, et on a une représentation probabilisteanalogue pour la solution de l'équation de Dupire précédente en variables forward (T;K)� qui est donc convexe croissante en S0.En�n, la loi de transition du processus S admet (par rapport à la mesure de Lebesgue)la densité continûment actualisée au taux rGt0;S0(T;K) = @2K2�T;K(t0;S0) ; (4.1)continue par rapport aux quatre variables (t0;S0;T;K) (t0 < T ). En e�et, d'après lesrésultats généraux de Friedman [81, Chapitre 6, Theorems 5.4 et 4.5], seul (4.1) reste àjusti�er. Or, l'existence même de la densité eGt0;S0(T;K) := er(T�t0) Gt0;S0(T;K) impliquela continuité en K de P t0;S0(ST � K), d'où, pour tout K:P t0;S0(ST � K) = @K �Z KS=0 P t0;S0(ST � S)dS� :Or, par Fubini: Z KS=0 P t0;S0(ST � S)dS = Z KS=0Et0;S0P 1fST�SgdS= Et0;S0P Z KS=0 1fST�SgdS= Et0;S0P �ST � (ST �K)+	= S0e(r�q)(T�t0) � e�T;K(t0;S0)189



(e� � er(T�t0)�), d'après le Lemme 3.7.a. D'où en dérivant par rapport à K,P t0;S0(ST � K) = � @K e�T;K(t0;S0) ; (4.2)et eGt0;S0(T;K) = � @KP t0;S0(ST � K) = @2K2 e�T;K(t0;S0) ;alias (4.1).Remarque 4.1 Par les considérations analogues relatives à l'équation de Dupire, et chan-gement de variables logarithmique, e�y(@2y2�@y)��T;k(t;y) s'apparente à son tour à une den-sité continûment actualisée au taux q, (Friedman [82, Theorem 11, Chapter 1 et Theorems1 et 2, Chapter 9]) majorée en tant que telle par gT;k(t;y) � C(T�t)�1=2exp( �(y�k)24�2(T�t)), C �C(R;�;�;��) ; k gT;k kL�(QT ), k gT;key kL�(QT ) � C 0�;C� si 1 � � < 3; C� � C�(t;T ;k;R; �;�;��)(k borne sur jkj) , C 0� � C 0�(t;T ;R; �;�;��) . En e�et, pour 1 � � < 3,Z Tt=t Z +1y=�1(gT;k(t;y))� dt dy = C��1 Z Tt=t(T � t) 1��2 Z +1y=�1(gT;kp�(t;yp�)) dt dy= 4� r�� C� (T � t) 3��23� � :De même, ey gT;k(t;y) � C (T � t)�1=2 ek+2�2(T�t)� (y�k)28�2(T�t)(y 2 R, C � C(R;�;�;��) comme ci-dessus), d'où pour 1 � � < 3Z Tt=t Z +1y=�1 (eygT;k(t;y))� dt dy� C� 4p2��p� (T � t) 3��23� � e�(k+2�2(T�t)) :Ci-dessous, on véri�e directement, en utilisant la formule de Itô convexe, que �T;K(t0;S0)est solution classique, comprise entre 0 et S0 d'après le Lemme 3.7.b, de l'équation de Du-pire en variables forward (T;K). C'est donc par unicité la solution précédente, dont onavait vu qu'elle était convexe croissante en S0. La non décroissance par rapport à la nappe� s'obtient alors par principe du maximum classique, appliqué à la di�érence entre deuxsolutions à croissance � ey en variables (t;y), correspondant à des nappes ��1 � ��2.Prouvons l'assertion ci-dessus. On a d'après la formule de Itô convexe, appliquée à lasemi-martingale (d'après le Lemme 3.7.a) continue St (formule de Tanaka-Meyer [92, p.220]) :(ST+" �K)+ = (ST �K)+ + Z T+"t=T 1fSt�KgdSt + 12 Z T+"t=T �K(St) k dSt k2 ; (4.3)où la dernière intégrale, aussi notée �0T;ST (T + ";K), est une notation pour le temps localpassé par St en K, entre les instants T et T + ", tel qu'en presque tout K (dépendant de" et T ) : Et0;S0P Z T+"t=T �K(St) k dSt k2 = Z T+"t=T �2(t;K)K2@2K2 e�t;K(t0;S0)dt (4.4)190



� qui n'est autre que R T+"t=T eGt0;S0(t;K) k dSt(t;K) k2, d'après (4.1).Justi�ons (4.4). Par propriété [92, Theorem 3.7.1.iii] de �0, presque sûrement :Z K+�S=K �0T;ST (T + ";S)dS = Z 1S=0 1[K;K+�](S) �0T;ST (T + ";S)dS= Z T+"t=T 1[K;K+�](St) S2t �2(t;St)dt :Or, on a vu que la loi de St conditionnelle à (t0;S0) admet la densité continueeGt0;S0(t;S) = @2S2 e�t;S(t0;S0) (t0 < t) :D'où par Fubini (attendu que le second intégrande ci-dessous, positif, n'excède pas�2(K + �)2 max[T;T+"]�[K;K+�] eGt0;S0 < +1pour t0 < T � t) Z K+�S=K Et0;S0P �0T;ST (T + ";S)dS= Z K+�S=K Z T+"t=T �2(t;S)S2@2S2 e�t;S(t0;S0) dt dS ;d'où (4.4), en presque tout (point de Lebesgue commun aux deux intégrandes) K (dépen-dant de " et T ).On a en outre, en développant St = St �K +K :Et0;S0P 1fSt�KgSt = e�t;K(t0;S0) + KP t0;S0(St � K) ;où, d'après (4.2) : P t0;S0(St � K) = � @K e�t;K(t0;S0) :Fixant une suite "n ! 0+ quand n ! 1, il vient alors d'après le Lemme 3.7.a, parpassage aux espérances dans (4.3) :e�T+"n;K(t0;S0) = e�T;K(t0;S0) + (r � q) Z T+"nt=T he�t;K(t0;S0)�K@K e�t;K(t0;S0)i dt+ 12 Z T+"nt=T �2(t;K)K2@2K2 e�t;K(t0;S0)dt ; n 2 N (4.5)K-presque partout (dépendant de T ), où la fonction eGt0;S0(t;K), alias @2K2 e�t;K(t0;S0) estcontinue par rapport à ses quatres variables, hors de t0 � t. Les intégrandes sont donccontinues par rapport à t � T > t0 dans (4.5). D'où :@T e� = (r � q)e�� (r � q)K@K e� + 12�2(T;K)K2@2K2 e� ;par passage à la limite quand n!1 dans (4.5). Puis@T� = (q � r)K@K� + 12�2(T;K)K2@2K2� � q� ;pour � = e�r(T�t0)e� ; ceci K-presque partout, dépendant de T . En�n, on a vu que @2K2�,et donc a fortiori � et @K�, sont continues sur Q+t0 . �T;K(t0;S0) est alors la (par l'unicitédans le Lemme 3.6.a, vue la Remarque 3.4) W 1;2p;loc(Q+t0)-solution bornée de l'équation deDupire, et donc sa solution classique bornée.191



4.2 Preuve du Théorème 3.8 (Cas général)On raisonne par densité à l'aide du cas précédent, appliquable à chaque terme ��n dela suite approximante du Lemme 3.12. En particulier, notant �Pn � �P (��n), il vient :��T;k(tn;yn; ��n) = e�r(T�tn) Etn;yn�Pn (eyT �K)+(n 2 N), pour toute suite (tn;yn) à valeurs dans QT .De plus, si limn!+1(tn;yn) = (t0;y0), alors �P tn;ynn tend en loi vers �P t;y ( �P � �P (��))quand n ! +1 (Stroock-Varadhan [127, Theorem 9.1], convergence en mesure de �Pnvers �P , localement uniforme en la condition initiale 2 QT , par convergence localementuniforme sur QT des coe�cients de la di�usion, coe�cients continus, 0 < � � ��n � �).L'espérance, sous �P tn;ynn , de tout gain continu borné en yT , converge alors, quand n! +1,vers l'espérance analogue sous �P t;y.En particulier,��T;k(tn;yn; ��n) = e�r(T�tn)E(tn;yn)�Pn (eyT �K)+= e�r(T�tn)E(tn;yn)�Pn (K � eyT )+ + e�r(T�tn)E(tn;yn)�Pn (eyT �K) ;où le dernier terme vaut eyne�q(T�tn)�Ke�r(T�tn) d'après le Lemme 3.7.a, converge quandn ! +1 vers ��(t0;y0) := e�r(T�t0)E(t0;y0)�P (eyT �K)+ (2 [0;S0], d'après le Lemme 3.7.b).D'après le Lemme 3.6.a, la limite �� de ��T;k(�; ��n) quand n ! +1, localement uniformesur QT , est alors W 1;2p;loc(QT )-solution, comprise entre 0 et S, de BSQT (T;k; q;r;��). Et onraisonne de manière analogue (en plus simple) pour l'équation de Dupire.La justi�cation de (4.1) vaut indépendamment du caractère Lipschitzien de ��, pourtout T où la loi de transition de S entre t0 et T admet une densité, donc (Stroock-Varadhan[127, Section 8]) pour presque tout T .Les propriétés de monotonie et convexité s'obtiennent également par densité. Les pro-priétés asymptotiques, quand S ou K tend vers 0+ ou +1, découlent alors, par monotonieen la nappe �, des résultats connus quand � � � ou � (voir par exemple Partie III, Re-marque 3.7).
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Chapitre 5Les problèmes de calibration5.1 Le problème de calibration sur un continuum de prixD'après l'équation de Dupire, la famille des prix de tous les call européens sur le sous-jacent S, à la phase courante (t0;S0), détermine entièrement (et permet de calculer) lanappe de volatilité �(t;S). La démarche de Dupire [68] consiste alors à rechercher unecalibration sur les prix de call observés sur le marché, a�n de trouver cette nappe �(t;S)correspondant à la �vraie� dynamique neutre au risque du sous-jacent, conditionnellementà la phase (t0;S0). On utilise ensuite �(t;S) pour évaluer des options plus exotiques, ou àdes �ns de couverture.À la suite des travaux de Dupire, des techniques numériques utilisant la méthodologiedes arbres ont de fait été développées ces dernières années pour calculer une nappe devolatilité locale �(t;S) compatible avec une famille de prix d'instruments �nanciers obser-vée sur les marchés [66, 68, 122] � famille �nie ou système par dé�nition, complétée parinter-extrapolation des données.Ces techniques consistent pour l'essentiel à utiliser les prix de marché des call et future,pour déterminer, en avançant en temps discret, des n÷uds et des probabilités de transitionde manière itérative forward. Les prix de call et de future liquides fournis sur l'arbrebinômial ainsi calibré coïncident avec les prix de marché. On construit ainsi un arbreimplicite qui servira aux calculs de tous les autres produits dérivés.L'avantage de cette méthode est sa grande simplicité et sa cohérence avec les techniquesarborescentes.Son inconvénient le plus évident est que la probabilité risque-neutre ainsi déterminéeest liée à la technique arbitraire d'inter-extrapolation des prix des instruments (ou de leurvolatilité implicite de Black-Scholes). Cette procédure suppose en e�et la donnée d'uncontinuum de prix de call et future pour chaque pas de temps. En pratique, on est doncamené à interpoler à chacune de ces dates à partir du panier des prix de call et futureréellement cotés. L'inter-extrapolation utilisée comporte une part d'arbitraire, qui rendcette approche largement dépendante des choix e�ectués, d'autant que le problème résoluest mal posé 1. Par rapport à ceci, un point technique (mais qui a son importance) estque le schéma explicite utilisé sur l'arbre conduit à retenir dans le calcul des points trèséloignés de la monnaie, moyennant des hypothèses très fortes sur le smile. Les calculsdeviennent alors di�ciles, et ont tendance à faire apparaître des probabilités négatives.Une alternative possible est d'évaluer les call par une méthode de Monte-Carlo. En e�et,les trajectoires de Monte-Carlo ont tendance à aller chercher des points d'espace beaucoupmoins excentrés que dans les techniques d'arbre.1. Il revient en e�et à dériver numériquement une fonction à partir de données discrètes, voir formule de Dupire(5.2). 193



Un autre aspect de cette méthode, qui soulève une question peut-être plus profonde,est la contrainte d'ajustement total et déterministe aux données de marché, voire à leurextrapolation, loin de la monnaie. Cette contrainte conduit à surexploiter les possibilitésd'un modèle simpliste, notamment lorsque la calibration est e�ectuée sur des donnéeséloignées de la monnaie. En e�et, la contrainte de coller indistinctement à tous les prixobservés sur le marché donne trop d'importance aux cotations peu signi�catives des pro-duits éloignés de la monnaie, et qui ne font pas réellement l'objet de transactions. Dans lemême temps, on ne peut exclure ces données, puisque ce sont elles qui sont responsablesdu smile, et conduisent à ne pas se contenter pour � d'une constante.On peut adresser un reproche analogue à la méthode de calibration par minimisationd'entropie relative de Avellaneda et al. [3]. En e�et, cette méthode débouche sur la déter-mination d'une nappe de volatilité locale reproduisant exactement les prix observés sur lemarché, quitte à présenter des explosions au voisinage des points (t;S) = (T;K) de prix decall utilisés pour calibrer � mais ce reproche doit être tempéré par le résultat de stabilitéobtenu dans cette méthode, selon lequel le prix d'un call calculé dans le modéle calibrévarie continûment avec les données utilisées pour calibrer [3, �6].5.2 Le problème de calibration pure sur données de marchéEn pratique, on dispose seulement d'un système (famille �nie) de prix de marchés. Onmontre ici que le problème inverse de détermination d'une nappe de volatilité �(t;S) com-patible avec ces seuls prix devient sous-déterminé : il existe plusieurs nappes de volatilité�(t;S) compatibles avec ce système.5.2.1 Énoncé du problème mathématiqueSoit donc � = (�obsT;K)(T;K)2F le système (�ni par dé�nition) des prix observés sur lemarché des call (européens) sur un sous-jacent S (2.1), à la phase courante (t0;S0). Leproblème de la calibration pure sur ces données consiste à trouver (en variables logarith-miques) �� 2 CQ((0 <)�;�) (Q+ = [t0;T ]�R�+ � F), telle que pour tout (T;K) 2 F :�obsT;K = �T;K(t0;S0; q;r;�) (5.1)(q/r, dividende de S/taux court de l'économie, constantes exogènes � 0).Il s'agit de déterminer s'il existe une solution à ce problème, i.e. compatibilité d'unenappe � avec les prix de call observés sur les marchés.5.2.2 Nappes de volatilité locale compatibles avec des prix de marché �ExistenceÉtant données la phase courante (t0;S0), et une bandeQ =]t0;T [�R, quali�ons d'admissiblesur Q en (t0;S0), toute nappe de prix continue, comprise entre 0 et S0, (�T;K)T;K2Q+ 2W 1;2p;loc(Q+) (p 2]2; + 1[), telle que �jt0 � (S0 � K)+, et � 2 CQ((0 <)�;�), où, pardé�nition, �2 désigne un représentant continu, supposé exister, de2 @T�� (q � r)K@K� + q�K2@2K2� : (5.2)On a alors, d'après le Théorème 3.8.b (Unicité) :�T;K � �T;K(t0;S0; �) :194



En particulier, étant donné un système de prix � sur F � Q+, la nappe � ainsi dé�nie estcompatible avec �, pour tout prolongement admissible � de � à Q+. De plus, � régulièresi � régulière.Remarque 5.1 L'existence d'un tel prolongement implique alors (par convexité de � enK) la convexité des données de marché, au sens de la croissance en K des accroissements,�obsT;K0 � �obsT;KK 0 �K ;où K 0 désigne l'élément immédiatement supérieur à K (s'il en est) dans la section de �suivant T , pour (T;K) 2 F . Réciproquement, il n'est pas évident que cette convexité desdonnées su�se à garantir l'existence d'un tel prolongement. Par exemple, en prenant pourdonnées � = (�obsT;K)T;K2F des prix calculés dans un modèle de di�usion à sauts adéquat,alors � véri�e l'hypothèse de convexité des données précédente (le prix calculé dans unmodèle de di�usion à sauts est convexe en K); mais la nappe � de ces prix pour T 2 [t0;T ],K > 0, n'est pas un prolongement admissible de �. En e�et, on peut montrer que la nappede volatilité locale � calculée à partir de � à l'aide de la formule de Dupire (5.2), explosequand T ! t+0 .5.2.3 Nappes de volatilité locale compatibles avec des prix de marché �UnicitéLa question de l'unicité ou de la stabilité d'une telle nappe � invite à considérerl'ensemble � formé par les nappes � compatibles avec les prix de marché sur Q+ � F(bande Q).Théorème 5.2 Phase courante (t0;S0), bande Q �]t0;T [�R; �, un système de prix surF � Q+; �, l'ensemble des nappes � compatibles avec � sur Q en (t0;S0); E, le cône desnappes �T;K admissibles sur Q en (t0;S0); Im(E), l'image de E dans l'application suivante(bien dé�nie, injective, d'après le Théorème 3.8.b) :E 3 � � �T;K 7! �2(T;K) � 2 @T�� (q � r)K@K� + q�K2@2K2� : (5.3)Alors, � est une variété régulière, de codimension dans Im(E) égale à jFj.Commentaire 5.3 Ce Théorème présente bien sûr un caractère implicite, tant que ladé�nition d'une nappe de prix admissible renvoie aux propriétés de � garantissant l'unicitédans le Théorème 3.8.b � l'existence même ne va pas de soi. Il illustre néanmoins la sous-détermination du problème de calibration pure sur données de marché.Preuve du Théorème 5.2L'ensemble � s'interprète comme l'image par (5.3) de :E 0 = f� � �T;K 2 E j 8(T;K) 2 F �T;K = �obsT;Kg : (5.4)Les formes a�nes dé�nissant les contraintes dans (5.4) étant clairement continues et li-néairement indépendantes, E 0 est une sous-variété de codimension jFj dans E . 2Sur un plan mathématique, le problème de calibration pure sur données de marché(dans sa formulation originelle, c'est-à-dire dans sa version non régularisée) est donc loind'être résolu. Il n' y a en particulier pas d'unicité de la solution. En fait, on sait de ma-nière générale que les problèmes inverses sont particulièrement délicats (voir par exempleTikhonov [132]). On ne dispose pratiquement d'aucun résultat rigoureux pour ce type deproblèmes, du moins lorsque le contrôle est le coe�cient du terme de di�usion.195



5.3 Problème inverse de calibration et lissage sur données de mar-ché5.3.1 Contrôle d'équations aux dérivées partiellesDans le cadre des méthodes numériques, une autre approche au problème de calibrationa été proposée par R. Lagnado et S. Osher [99]. Suivant l'approche générale introduite parTikhonov [132], elle consiste à envisager le problème de la calibration comme un problèmede contrôle optimal, où le contrôle coïncide avec la fonction de volatilité; l'équation d'étatest fournie par les équations aux dérivées partielles d'évaluation des options; le critère àminimiser est l'écart quadratique entre les résultats obtenus à partir des edp et les donnéesde marché, plus un terme de régularisation.5.3.2 RégularisationLe problème de calibration en utilisant un panier �ni de prix de marché étant sous-déterminé, l'idée de la régularisation est de sélectionner une solution particulière muniede bonnes propriétés � régularité et robustesse numérique de la nappe � obtenue. Parexemple, une solution arbitraire du problème de calibration pure sur les données de marchépeut très mal reproduire un prix observé sur le marché, extérieur au panier utilisé pourla calibration. Pour éviter de tels phénomènes, il faut tout d'abord rechercher une nappede volatilité régulière, quitte à relaxer en partie la contrainte de calibration. Concernantla forme du terme de régularisation, le calcul des variations enseigne qu'on a intérêt àchercher la fonction �la plus harmonique� possible, compatible avec un niveau de résidussu�samment faible. Ceci équivaut à ajouter au résidu quadratique entre les résultatsobtenus à partir des edp et les données de marché une énergie égale à l'intégrale deDirichlet (sur domaine localisé) de � (à un facteur � près).Remarque 5.4 L'introduction du facteur est justi�ée par des considérations de dimen-sion. En e�et le gradient de �, qui intervient dans l'intégrale de Dirichlet, n'est pas homo-gène au résidu quadratique. On devrait même à ce titre introduire deux facteurs distinctspour les composantes temporelles et spatiales du gradient. En pratique on utilise ce(s)facteur(s) comme paramètre(s) de réglage dans les algorithmes de minimisation.L'une des propriétés les plus simples que l'on est en droit d'attendre d'une telle versionrégularisée de la calibration est de conduire à une détermination unique de la solution.Dans les Chapitres qui suivent, nous allons établir que c'est bien le cas (Théorème 9.11),en nous limitant à des nappes de volatilité non croissantes en temps (voir Annexe G) etlorsque le paramètre de régularisation est su�samment grand, c'est-à-dire lorsque � tendvers plus l'in�ni.
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Chapitre 6Équations dérivées (Approcheperturbative)Ce Chapitre correspond à la preuve du Théorème 3.10. L'unicité dans ce Théorème adéjà été vue (par un argument indépendant de principe du maximum, en début de Preuvedu Lemme 3.6.b). L'existence (comme d'ailleurs l'unicité) d'une W 1;2p (QT )-solution deBS 0QT (T ; q;r;��; ��), pour toute �� 2 BUCQ((0 <)�;�), découle des résultats généraux deFabes-Rivière [74]. Dans le cas Lipschitzien, on a également la représentation probabiliste(3.15) (Fabes [73]). Pour le reste, on procède par analyse de perturbations au voisinagede la nappe constante �0 (�6.2) et densité à partir du cas Lipschitzien (�6.3), en utilisantdes estimations probabilistes (�6.1).6.1 Estimations probabilistesCette section est la preuve du Lemme 3.9, dont on reprend les notations. (3.12) découledirectement de Stroock-Varadhan [126, Theorem 9.1.9, équation (1.35)]. (3.13) puis (3.14)s'obtiennent par ra�nements de Stroock-Varadhan [126, Theorem 9.1.9] loisibles dans lecas 1 < � < 3, comme suit.Pour (3.13), on procède comme dans la preuve de [126, Theorem 9.1.9, équation (1.35),haut p. 224], si ce n'est qu'on remplace p � (1 � 1=�)�1 > 3=2 (alias q0 loc. cit.) parp0 � 12(32+p) (et non p=2, alias q0=2, loc. cit.), obtenant alors dans le cas où �� est continueà support compact sur QT (voir calcul analogue détaillé en �n de section)����Z Ts=t Zx2R g��(t;y; s;x) ��(s;x) dx ds���� � C�(t;T;R; �;�;!) k �� kLp(]t;T [�R) (6.1)(la constante ayant absorbé un facteurexp�(T � t)(A� 1)R22�2 � ; A�1 = 1� p0p ;qui majore (EP t;y(XTt )A)A�1 ; XTt , l'exponentielle impliquée dans la transformation deGirsanov). Par Hahn-Banach (voir par exemple Brézis [41]), l'inégalité (6.1) valide pourtoute �� continue à support compact sur QT , garantit alors (3.13), ainsi que (6.1) pourtoute �� 2 Lp(QT ).Pour déduire (3.14), on se place d'abord sous la probabilité �P0, de densité associéeg0;��, correspondant au processus y0 privé de drift (transformation de Girsanov). SoitGY0;����(t;y) := Z Ts=t Z Yx=�Y g0;��(t;y; s;x) ��(s;x) dx ds :197



On note toujours p (> 3=2), le conjugué de � 2]1;3[; p0 � 12(32 + p); A�1 � 1 � p0=p.Comme forme linéaire sur Lp0(QT ), �� 7! GY0;����(t;y) est bornée par C�0(t;T;0; �;�;!), �0 =(1 � 1=p0)�1 � par l'estimation (3.13) appliquée avec q = r = 0. Par ailleurs, pour ��appartenant à présent à L1(QT ), et jyj > Y , on a en notant � := jyj � Y :jGY0;����(t;y)j � k �� kL1(QT ) (T � t) P t;y0 ( sups2[t;T ] jy0s � yj � �) ;où cette dernière probabilité est majorée par 2e� �22�2(T�t) . D'où par interpolation, pourtoute �� continue à support compact sur QT :jGY0;����(t;y)j � (C�0(t;T;0; �;�;!)) p0p [2(T � t)]1=A e� �22A�2(T�t) k �� kLp(QT ) :Soit jGY0;����(t;y)j � O0� �(jyj � Y )�1� k �� kLp(QT ) ; (6.2)O0� � O0�(t;T ; �;�;!). Puis (Girsanov)GY�� ��(t;y) := Z Ts=t Z Yx=�Y g��(t;y; s;x) ��(s;x) dx ds= E �P t;y Z Ts=t 1[�Y;Y ](ys) ��(s;ys) e�r(s�t) ds= E �P t;y0 �XTt Z Ts=t 1[�Y;Y ](y0s) ��(s;y0s) e�r(s�t) ds� ;d'où par inégalité de Hölder,jGY�� ��(t;y)j � (T � t) 1A �E �P t;y0 (XTt )A� 1A �E �P t;y0 Z Ts=t 1[�Y;Y ](y0s) j��(s;y0s)j pp0 ds� p0p� (T � t) 1A exp�(T � t)(A� 1)R22�2 � �GY0;��j��j pp0 (t;y)� p0p :On n'a plus qu'à appliquer (6.2) en p0, j��j pp0 , au lieu de p;�� ,k j��j pp0 k p0pLp0(QT ) = k �� kLp(QT ) :6.2 Analyse de perturbationsOn se place à nouveau dans les hypothèses du Théorème 3.10. D'après les résultatsconnus dans le cas d'une volatilité constante �0 (voir par exemple Fabes [73]), l'équationBS 0QT (T ; q;r; �0; ��) admet une unique W 1;2p (QT )-solution � ��(�0):��, telle quek � ��(�0):�� kLp(QT ) ; k @y� ��(�0):�� kLp(QT ) ; k @2y2� ��(�0):�� kLp(QT ) ; k @t� ��(�0):�� kLp(QT )� C0p ;C1p ;C2p ;C3p k �� kLp(QT ) ;Cip � Cip(t;T;q;r;�0), i = 0::3.Vu comme opérateur linéaire, � ��(�0) (par exemple) agit donc continûment de Lp(QT )dans lui-même. La Lp(QT )-norme d'opérateur (assimilée à C0p ci-dessus, sans restriction)198



variant de manière log-convexe avec 1=p, on a notamment: C0p � C07=3 _ C08=3, pour p 2I = [7=3;8=3]; et on a les résultats analogues relatifs à @y� ��(�0), @2y2� ��(�0), @t� ��(�0).Par ailleurs, toujours par les résultats disponibles à �0 constante (Fabes [73]), il existeC7=3 � C7=3(t;T ;R;�0), telle que :k � ��(�0):e� kW 1;27=3(Q) � C7=3 k e� kL7=3(Q)(e� � �� à gauche de T et 0 à droite), soitk � ��(�0):�� kW 1;27=3(QT ) � C7=3 k �� kL7=3(QT ) ;pour toute �� 2 Lp(Q). Donc Ci7=3 � C7=3, i = 0::3, et résultat analogue en 8=3. Notantalors C = 8(C7=3 _ C8=3), on obtient, toujours pour p 2 I :k � ��(�0):�� kW 1;2p (QT ) � 3Xi=0 �C7=3 _ C8=3� k �� kLp(QT )� 12 C k �� kLp(QT ) : (6.3)Considérant à présent �� 2 BUCQ(�0� "0;�0+ "0;!), "0 � 45�0C ^ �02 (donc �0=2 � �� �3�0=2, j��2 � �20j � 2=C), introduisons D��;�0 �� � 12(��2 � �20)(@2y2 � @y)� ��(�0):��. Par ce quiprécède, k D��;�0 �� kLp(QT )� 12 k �� kLp(QT ). L'opérateur Id�D��;�0 est donc bien dé�ni surLp(QT ), inversible, et en notant ��0 � (Id�D��;�0)�1��: k ��0 kLp(QT )� 2 k �� kLp(QT ).Par ailleurs, en utilisant l'équation BS 0QT (T ; q;r;�0; ��0) véri�ée par ��(�0):��0, et endéveloppant �20 = ��2 + (�20 � ��2), il vient QT -presque partout:(�@t � L��y + rId):(��(�0):��0) = ��0 �D��;�0 ��0 = �� ;donc � ��(�0):��0 n'est autre que � ��(��):��, l'unique (par le Lemme 3.6.b ou les résultatsgénéraux de Fabes-Rivière [74]) W 1;2p (QT )-solution de BS 0QT (T ; q;r;��; ��). Alors, par l'esti-mation (6.3) relative à � ��(�0):��0 :k � ��(��):�� kW 1;2p (QT ) = k � ��(�0):��0 kW 1;2p (QT )� 12 C k ��0 kLp(QT ) � C k �� kLp(QT ) ;soit la partie droite dans (3.16) � la partie gauche correspondant à (3.11).6.3 Représentation probabilisteNotonsG����(t;y), le membre de droite dans (3.15). Montrons d'abord (3.15), � � ��(��):�� �G����, � pour �� continue à support compact sur QT .Dans le cas Lipschitzien, on dispose bien de la représentation désirée (voir par exempleFabes [73]). On procède alors par densité comme suit. Soient (Lemme 3.12) ��n Lipschit-zienne, ��n 2 BUCQ(�0 � "0;�0 + "0;!), ��n convergeant vers �� quand n ! +1, unifor-mément sur QT ; QT 3 (tn;yn) ! (t;y). Alors (Stroock-Varadhan [126, Theorem 11.3.3et Lemma 11.3.2]) �P tn;yn��n tend en loi vers �P t;y�� , et G��n ��(tn;yn) ! G����(t;y). G����, limitelocalement uniforme sur QT de G��n �� � � ��(��n):�� (par la représentation valide dans le cas199



Lipschitzien), est alors W 1;2p;loc(QT )-solution de l'équation limite (Lemme 3.6.b). De plus,G����(t;y) tend vers 0 quand jyj ! +1, uniformément en t 2 [t;T ] (voir ci-dessous). Donc(Fabes-Rivière [74] et Lemme 3.6.b) G���� � � ��(��):��.Pour montrer la limite nulle quand jyj ! +1, on écrit dans le cas Lipschitzien, avecles notations du x6:1:jG��n ��j(t;y) = Z Ts=t Zx2R g��n(t;y; s;x) ��(s;x) dx ds= jGY��n ��j(t;y) ;où supp(��) � [t;T ]� [�Y;Y ] . D'où par (3.14), � désignant l'exposant conjugué de p:jG��n ��j(t;y) = O� �(jyj � Y )�1� k �� kLp(QT ) ;où O� ne dépend ni de n 2 N , ni de t 2 [t;T ]. D'où par passage à la limite quand n! +1,jG����j(t;y) = O� �(jyj � Y )�1� k �� kLp(QT ) ;où le membre de droite tend vers 0 quand jyj ! +1, uniformément en t 2 [t;T ].Dans le cas général �� 2 Lp(QT ), soit D(QT ) 3 ��n Lp(QT ) ! �� quand n ! +1(Théorème F.1). Alors d'une part,� ��(��):��n C0�(QT ) \W 1;2p (QT )! � ��(��):�� ;par linéarité, critère de Cauchy utilisant (3.16) et passage à la Lp(QT )-limite dans l'équa-tion; et d'autre partjG����n(t;y)�G����(t;y)j � k g��(t;y; �;�) kL�(]t;T [�R) k ��n � �� kLp(]t;T [�R)tend vers 0 par inégalité de Hölder utilisant (3.13).
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Chapitre 7Équations dérivées (Approche générale)Ce Chapitre correspond à la preuve du Théorème 3.11. L'unicité dans ce Théorème adéjà été vue (par un argument indépendant de principe du maximum, en début de Preuvedu Lemme 3.6.b). Pour le reste, on procède cette fois-ci par passage à la limite dans toutl'espace (�7.3), à partir des résulats analogues relatifs au problème localisé (�7.2). Enpréliminaire (�7.1), on exploite certains prolongements par ré�exion.7.1 Prolongements par ré�exionNotant toujours Q" � Q \ fjyj � Y"g (Y" % +1 quand " & 0+, bande Q), unefonction '" 2 W 1;2p (Q") arbitraire, admet en e�et un prolongement e'" 2 W 1;2p (Q), tel quepour tout 0 < " � " �xé k e'" kW i;jp (Q) � C k '" kW i;jp (Q") (7.1)(0 � 2i + j � 2), C � Cp(t;T;") (voir J.L. Lions-Magenes [106, p. 43], Bensoussan-J.L. Lions [24, p. 108 ou 130]). Par ailleurs, par inégalité de Sobolev:k e'" kW 0;1p (Q) � Cp k e'" k1=2W 0;2p (Q) k e'" k1=2Lp(Q) : (7.2)(7.2) se voit plus aisément sur les normes équivalentes (par Hölder) telles quek e'" kpfW 0;jp (Q) � Xk�j k @kyk e'" kpLp(Q) (0 � j � 2) :Alors, par inégalité de Sobolev classique sur R (Bensoussan-J.L. Lions [24, Chapitre 2,équation (5.8)]), et intégration en temps (Fubini):k e'" kpfW 0;1p (Q) = Z Tt=t k e'"(t;�) kpfW 1p (R) dt� Cpp Z Tt=t k e'"(t;�) kp=2fW 2p (R) k e'"(t;�) kp=2Lp(R) dt� Cpp �Z Tt=t k e'"(t;�) kpfW 2p (R) dt�1=2 �Z Tt=t k e'"(t;�) kpLp(R) dt�1=2= Cpp k e'" kp=2fW 0;2p (Q) k e'" kp=2Lp(Q) ;par Cauchy-Schwarz. 201



Il résulte alors de (7.2), (trinôme)k e'" kW 0;1p (Q) � Cp r k e'" kW 0;2p (Q) + Cp(r) k e'" kLp(Q) ;pour r �xé > 0, à condition de choisir Cp(r) (< ou) = Cp=4r.En ce cas, k '" kW 0;1p (Q") � k e'" kW 0;1p (Q)� Cp r k e'" kW 0;2p (Q) + Cp(r) k e'" kLp(Q)� CCp r k '" kW 0;2p (Q") + CCp(r) k '" kLp(Q") ; (7.3)où la constante C est celle de (7.1).7.2 Problème localisé7.2.1 Estimation ponctuelleSoit g��(t;y; s;x) (t < s), la densité de probabilité de transition continûment actualiséeau taux r du processus y = ln(S) correspondant aux données q;r;�� (densité qui existe,pour presque tout s > t; Stroock-Varadhan [127, Section 8]). Alors, d'après Krylov [94,preuve du Theorem 2.4.5.a et Theorem 2.4.1]k g��(t;y; �;�) kL�(]t;T [�R) � C�(t;T;R; �;�) ; 1 � � < 2 : (7.4)7.2.2 Estimation a priori dans Lp(Q")On endosse à présent les notations de la Proposition 3.5.b, prenant dans le �7.1 pré-cédent '" � �" ��, W 1;2p (Q")-solution a priori du problème BS 0QT (T ; q;r;��; ��) localisé à Q"(admettant donc un prolongement par ré�exion dans W 1;2p (QT ) � W 1;2p;loc(QT )). Notant�"(� T ), le temps de sortie de Q" du processus y, on a la représentation probabilistesuivante pour '", résultant d'une formule de Itô intégrée, valide pour les représentantscontinus (qui existent, p > 2) de (classes de) fonctions dans W 1;2p;loc(QT ):'"(t;y) = Et;y�P Z �"s=t e�r(s�t)��(s;ys) ds ;indépendamment du représentant de �� 2 Lp(QT ) � Lp;loc(QT ). On renvoie à Bensoussan-J.L. Lions [24, Chapitre 2, �8.3] pour la représentation analogue dans un contexte va-riationnel. On ne reproduit pas la preuve, qui fonctionne à l'identique dans le présentcontexte (d'ailleurs plus naturel à cet égard), par régularisation et formule de Itô clas-sique, en utilisant avantageusement (7.4) à la place de Bensoussan-J.L. Lions [24, Chapitre2, Lemme 8.1]. Alors, d'après Krylov [94, Theorem 2.4.5.a]k '" kLp(Q") � C k �� kLp(Q") ; (7.5)C � Cp(t;T;R;�;�).7.2.3 Estimation W 1;2p relative au problème localiséAlors, d'après (3.9):k '" kW 1;2p (Q") � C" �k �� kLp(Q") + k @y'" kLp(Q") + k '" kLp(Q")� ; (7.6)202



C" � Cp(";t;T;R;�;�). D'où, par synthèse de (7.5)-(7.6)-(7.3):(1� rC"CCp) k '" kW 1;2p (Q") � C" �k �� kLp(Q") + CCp(r) k '" kLp(Q")�� C" (1 + CCp(r)C) k �� kLp(Q") :Choisissant r < 1=C"CCp, on obtient �nalement:k '" kW 1;2p (Q") � C 0" k �� kLp(Q") ; (7.7)C 0" � C 0p(";t;T;R;�;�), où on peut véri�er à rebours (on l'utilisera plus loin) que la seuledépendance par rapport à " � " �xé est via (3.9), dans C" (et le choix de r qui en résulte).7.2.4 Existence d'une solution forte du problème localiséL'estimation (7.7), prouve alors l'existence d'une W 1;2p (Q")-solution '", au problèmelocalisé sur Q" (on peut par exemple appliquer une alternative de Fredholm).Remarque 7.1 Cette existence découle également de résultats généraux relatifs auxW 1;2p;loc(Q")-solutions de viscosité, voir Crandall et al., [58, 60, 61].7.3 Problème sur bande7.3.1 ScalingFort de cette existence, on montre à présent que la constante C dans (3.9), et donc C 0"dans (7.7), est en fait indépendante de 0 < " � " �xé. On procède par scaling (changementde variables) comme suit. Notons Y" =: AY", et prolongeons ��" (��) par 0 (constance entemps) à gauche de t. Soient (t";y") 2 eQ" (Q" dûment prolongé à gauche de t), les variablesobtenues à partir de (t;y) 2 Q", suivant A2(t� T ) � t" � T , Ay � y" (voir Figure 7.1).Le problème (�@t" � ��22 @2y2" )e'" = ��" (��;��" ainsi prolongées) sur ~Q", ~'" � 0 au bordparabolique @p eQ", rentre dans le cadre général des hypothèses de notre Théorème 3.11(sur eQ"). Ce problème admet donc une W 1;2p ( eQ")-solution e'", en vertu du résultat d'exis-tence d'ores et déjà acquis (�7.2.4). e'"jQ" coïncide donc avec '", par unicité résultant del'estimation (7.7) relative au problème (�@t" � ��22 @2y2" )'" = ��" sur Q", '" = 0 sur @pQ".Procédons maintenant au changement de variables entreQ" et eQ": b'";�̂";b�"(t;y)� e'";��,��"(t";y"). On obtient l'équation suivante pour b'",�@t b'" � (�̂"(t;y))22 @2y2 e'" = A2 b�"sur Q" (et b'"j@pQ" � 0), où �̂" a les mêmes bornes que ��. D'où par estimation (3.9) surQ": k @t b'" kLp(Q") + k @2y2 b'" kLp(Q") � C" A2 k �̂" kLp(Q") ;C" � Cp(";t;T;�;�). Soit en variables (t";y") 2 eQ":k @t" e'" kLp( eQ") + k @2y2" e'" kLp( eQ") � C" k ��" kLp( eQ") ;et a fortiori k @t'" kLp(Q") + k @2y2'" kLp(Q") � C" k ��" kLp(Q") ;pour " � ". A posteriori, les constantes C dans (3.9), puis C 0" dans (7.7), sont bienindépendantes de " � ". 203



Y"Y"
�Y"�Y"

eQ"
Q"

Q"Fig. 7.1 � Scaling7.3.2 Existence et estimationD'après (7.7) ainsi précisée, (7.1) et l'injection de Sobolev (3.1), il existe alors une ex-traction e'"0 convergeant dansW 1;2p (QT )-faible, (Rellich-Kondrakov) Lp;loc(QT )-fort, (Ascoli-Arzéla) localement uniformément, (unicité de la limite dans Lp;loc(QT )-fort) vers une limite' 2 W 1;2p (QT ). (Lemme 3.6.b) ' est alors une solution du type recherché du problèmedans tout l'espace. De plus, ' véri�e l'estimation (3.18) (avec T à la place de T ), par pas-sage à la limite W 1;2p (QT )-faible dans l'estimation (7.7)-(7.1) indépendante de "0 relativeà e'"0, pour la partie droite, puis injection de Sobolev (3.1) pour la partie gauche. (3.18)(stricto sensu) s'en déduit en appliquant ce qui précède sur QT à e� � �� à gauche de T et0 à droite.7.3.3 Représentation probabilistePour toute solution ' 2 W 1;2p;loc(QT ) du problème global, tendant vers 0 quand jyj !+1; uniformément en t 2 [t;T ] � donc ' continue bornée, � on a de manière analogueau �7.2.2, pour tout " > 0:Et;y�P e�r(�"�t)'(�";y�")� '(t;y) = � Et;y�P Z �"s=t e�r(s�t)��(s;ys) ds ; (7.8)où ����Z �"s=t e�r(s�t)��(s;ys) ds���� � Z Tt e�r(s�t)j��(s;ys)j ds :
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D'où, par convergence dominée � utilisant (7.4) � des membres gauche et droite de (7.8)quand "! 0+, �" ! T p.s.'(t;y) = Et;y�P Z Ts=t e�r(s�t)��(s;ys) ds: (7.9)
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Chapitre 8AttenantsCe Chapitre passe en revue un certain nombre de Corollaires des Théorèmes 3.8 et3.10.Corollaire 8.1 Q = [t;T ] � R; q;r 2 [0;R]; ��(n) 2 CQ((0 <)�;�), où on suppose ��n ! ��quand n ! +1, localement uniformément sur Q; ((t;y);(T;k)) 2 Q2, t < T . Alors,��T;k(t;y; q;r;��n) tend vers ��T;k(t;y; q;r;��) quand n ! +1, uniformément vis-à-vis devariations locales de (t;y), respectivement (T;k).Preuve Vu au cours de la Preuve du Théorème 3.8, cas général (�4.2), en utilisant Stroock-Varadhan [127, Theorem 9.1]. 2Le Corollaire suivant complète le Théorème 3.8, en montrant la continuité du prix del'option �T;k(t0;S0), conjointe par rapport aux quatre arguments (t0;S0;T;K), t0 < T .Corollaire 8.2 Bande Q; q;r 2 [0;R], �� 2 CQ((0 <)�;�). Alors, ��T;k(t0;y0; q;r;��) conti-nue par rapport à ((t0;y0);(T;k)) 2 Q2 \ ft0 < Tg, uniformément en q;r 2 [0;R], �� 2CQ(�;�).Preuve Soient p 2]2; +1[, � � 1 � 2p > 0, B3"(t0;y0) � QT . Alors, pour tous (t00;y00) 2Bt0;y0("), (T 0;k0) 2 BT;k("), on a d'après les estimations intérieures (3.10), vus le Théorème3.8 et la Remarque 3.4:j��T;k(t0;y0) � ��T 0;k0(t00;y00)j � j��T;k(t0;y0) � ��T 0;k0(t0;y0)j+ j��T 0;k0(t0;y0) � ��T 0;k0(t00;y00)j� k ��:(t0;y0) kC0�(B"(T;k)) (jT � T 0j� + jk � k0j�)+ k ��T 0;k0(�) kC0�(B"(t0;y0)) (jt0 � t00j� + jy0 � y00j�)� CS0 (jT � T 0j� + jk � k0j� + jt0 � t00j� + jy0 � y00j�) ;C � Cp(";R;�;�). 2Corollaire 8.3 7=3 � p00 � p0 � p � 8=3, p = (p0 + 8=3)=2, p0 = (p00 + 8=3)=2; (T;k) 2Q = [t;T ] � R (jkj � k); q;r 2 [0;R], �0 > 0, �� 2 BUCQ(�0 � "0;�0 + "0) (0 < "0 �"0(t;T ;R;�0) � �0=2 du Théorème 3.10); �h;�h0 2 H1(Q).a. Soit ��, ou ��T;k(�; ��), la W 1;2p;loc(QT )-solution, comprise entre 0 et S, (Théorème 3.8.a,en variables logarithmiques) de BS+QT (T;k; q;r;��). On note également �� � �h��(@2y2 �@y)��. Alors, k (@2y2 � @y)�� kLp(QT ) � Cp ; (8.1)207



k �� kLp0 (QT ) � C 0p0 k �h kH1(Q) ;Cp;C 0p0 � Cp;C 0p0(t;T ;k;R; �0).b. Soit de plus d��, ou d��T;k(�; ��). �h, laW 1;2p0 (QT )-solution (Théorème 3.10) de BS 0QT (T ; q;r;��; ��), �� 2 Lp0(QT ) (vu a). Soient encore ��0=d��0, analogues de ��=d�� en �h0 au lieude �h, et d�� � �h0��(@2y2 � @y)d�� + �h��(@2y2 � @y)d��0 + �h�h0(@2y2 � @y)�� :Alors, k d�� kLp00 (QT ) � C 00p00 k �h kH1(Q) k �h0 kH1(Q) ;C 00p00 � C 00p00(t;T ;k;R; �0). On note alors d2 ��, ou d2 ��T;k(�; ��). (�h;�h0), la W 1;2p0 (QT )-solution (Théorème 3.10) de BS 0QT (T ; q;r;��; d��).c. Pour tout (t0;y0) 2 QT ,d��T;k(t0;y0; ��) : �h (8.2)� Z Tt=t0 Z 1y=�1 e�y(@2y2 � @y)��t;y(t0;y0; ��)�h(t;y)��(t;y)(@2y2 � @y)��T;k(t;y; ��) dt dy :Preuvea. Considérons �� et ��0, W 1;2p;loc(QT )-solutions, comprises entre 0 et S, (Théorème 3.8.a)de BS+QT (T;k; q;r;�� et �0). Alors, � �� � ��� ��0, tend vers 0 quand jyj ! +1, unifor-mément en t 2 [t;T ] (Théorème 3.8.a, Asymptotique). De plus, � �� est W 1;2p;loc(QT )-solution (par linéarité) de BS 0QT (T ; q;r;��; ��), �� � 12(��2 � �20)(@2y2 � @y)��0, où (Re-marque 4.1) k (@2y2 � @y)��0 kLp(QT ) � Cp(t;T ;k;R;�0) :D'où (8.1), via (3.16).Puis, appliquant (8.1), il vient si p0�1 = p�1 + ��1 (inégalité de Hölder)k ���h(@2y2 � @y)�� kLp0 (QT ) � � k �h kL�(QT ) k (@2y2 � @y)�� kLp(QT )� C 0p0 k �h kH1(Q) ;par injection de Sobolev (3.2) H1(Q) ,! L�(Q).b. Utilisant a et l'estimation (3.16) pour d��, d��0, il vient de manière analogue,k d�� kLp00 (QT ) � k �h0��(@2y2 � @y)d�� kLp00 (QT ) + k �h��(@2y2 � @y)d��0 kLp00(QT )+ k �h�h0(@2y2 � @y)�� kLp00 (QT )� � k �h0 kL�(QT ) k (@2y2 � @y)d�� kLp0(QT )+ � k �h kL�(QT ) k (@2y2 � @y)d��0 kLp0(QT )+ k �h0 kL�(QT ) k �h kL�(QT ) k (@2y2 � @y)�� kLp(QT )� C 00p00 k �h kH1(Q) k �h0 kH1(Q) :c. N'est autre que la représentation probabiliste (3.15) de la solution d��, vus a et leThéorème 3.8.b (en variables logarithmiques; y 7! e�y(@2y2 � @y)��t;y(t0;y0), densitéde transition r-actualisée g��(t0;y0; t;y), t-presque partout). 2208



Chapitre 9Étude mathématique du problèmed'optimisation9.1 Formulation mathématique du problème d'optimisationÉtant donnée une bande 
 3 (t0;y0), (T;k) (y0 = ln(S0), k = ln(K), t0 < T ), onformule le problème de calibration lissée à la phase courante (t0;S0), sur un (seul, a�nd'alléger les notations) call du marché, de prix d'exercice K et maturité T , le prix observé�obsT;K du call valant alors �obsT;K(t0;S0) = �,min��2�0+H1(
)@t���0; 0<�� 2J�(��) � � k �� � �0 k2H1(
) + (�T;K(t0;S0; q;r;�)� �)2 ; (9.1)� �0 > 0 constante �xée, � � 0 paramètre de régularisation (q et r, dividende du sous-jacent et taux court de l'économie, constantes exogènes � 0).Remarque 9.1 D'après le Corollaire G.5, une nappe �� telle qu'en (9.1) véri�e, surtoute bande Q entièrement intérieure à 
, les hypothèses générales du Théorème 3.8,dont on peut tirer toutes les conclusions : représentation probabiliste du prix de l'op-tion/caractérisation en termes d'edp de Black-Scholes backward et Dupire forward, etc...Remarque 9.2 On aurait aussi bien pu prendre un put, en vertu de la symétrie évoquéeRemarque 3.4 ; et/ou envisager la contrainte 0 � @t�� au lieu de @t�� � 0 dans (9.1).Remarque 9.3 Ce problème à un seul call se résout trivialement parmi les constantes ��.Mais tout ce qui suit se généralise immédiatement à un système arbitraire de call et put(voir par exemple la Remarque 10.5).Commentaire 9.4 La question est ouverte de savoir si une nappe � minimisant (9.1)est nécessairement monotone. Cette propriété est probablement véri�ée, en tout cas pourdes valeurs de � su�samment grandes (théorie des réarrangements). Pour divers pro�lsde nappes de volatilité locale calibrées, on renvoie au livre de Rebonato [118, Ch. II.6].Par ailleurs, il pourrait être également intéressant d'envisager les problèmes de mini-misation précédents lorsque �0 n'est plus �xé mais est un paramètre libre.En�n, comme évoqué plus haut, le critère (9.1) (ou plutôt le critère analogue cor-respondant à un système arbitraire de call et put) pourrait être généralisé de multiplesfaçons. Ainsi, on pourrait pondérer les résidus quadratiques des di�érents call et put, parexemple selon les vega (sensibilités par rapport à la volatilité, à condition de les trouvercotées sur les marchés). On pourrait aussi découpler les lissages en espace et en temps,introduisant alors des facteurs qui se justi�ent par des considérations de dimensions. Onpourrait encore considérer une autre puissance de la norme du gradient.209



Le problème que l'on se pose est alors:b. calculer �, sous réserve de a:a. montrer que le problème d'optimisation (9.1) est bien posé, i.e. admet, pour tout jeu dedonnées au voisinage de (t0;S0;T;K;�), une unique solution ��, tendant dans �0 +H1(
),au moins faiblement, donc (Corollaire G.6.b) uniformément sur les compacts intérieurs à
, vers la solution �� pour (t0;S0;T;K;�), quand les données tendent vers (t0;S0;T;K;�).Commentaire 9.5 C'est en e�et le moins que l'on puisse demander, si l'on veut que lanappe � correspondant au jeu de données (t0;S0;T;K;�) ait un sens (à cause de l'impré-cision sur les prix de marché ou l'interprétation des échéances), puisse être de quelqueusage que ce soit à une date t ultérieure à t0 (le laps de temps pouvant servir à calculer�!), les cours de S et �obsT;K valant alors St (proche de S0, par continuité de la di�usion S)et �obsT;K(t;St) (proche de � si �obsT;K continue en (t0;S0), ce qui est raisonnable en pratiquepour presque tout (t0;S0)), et en�n si l'on veut pouvoir approcher � par discrétisation.Lemme 9.6 Bandes 
, Q; Q � 
. 0 < " < �0=2. �� 2 �0 + H1(
), @t�� � 0. Alors�� 2 BUCQ((0 <)�0 � "0;�0 + "0) si k �� � �0 kH1(
) su�samment faible (dépendant de 
,Q et ").Preuve Par application du Théorème G.4, à u � �� � �0. 2Dé�nition 9.7 Étant donnée une bande 
, et les constantes 0 < " < �0=2, on notera :K"�0(
) � f�� 2 �0 +B1 ; @t�� � 0; �0 � " � �� � �0 + "g� B1 boule unité fermée de H1(
).Lemme 9.8 Bande 
, 0 < " < �0=2. Alors K � K"�0(
) est un sous ensemble convexe(faiblement) fermé non vide (3 �0) de �0 +H1(
).Preuve Seul le caractère fermé ne va pas de soi. Or, une convergence dans �0 +H1(
)faible de fonctions de K est uniforme sur les compacts intérieurs à 
 (Corollaire G.6.b).K est donc bien fermé. 2Remarque 9.9 Un convexe fermé l'est toujours faiblement. Ici, on le trouve directement.Le Lemme suivant est un approfondissement du Corollaire 8.3.Lemme 9.10 p 2 I = [7=3;8=3], � � 1 � 2=p > 0; bandes 
, Q; Q = [t;T ] � R � 
;((t0;y0);(T;k);�) 2 Q2 � R (t0 < T;jkj � k); q;r 2 [0;R], �0 > 0, �� 2 K � K"0�0(
) ("0 �"0(t;T ;R;�0) du Théorème 3.10; donc �� 2 BUCQ((0 <)�0 � "0;�0 + "0)); �h;�h0 2 H1(
) ;��T;k(�; ��);��;d��T;k(�; ��):�h, d��, d2 ��T;k(�; ��):(�h;�h0) comme au Corollaire 8.3.a. k d��T;k(�; ��):�h kC0�(QT )� C k �h kH1(
), C � Cp(t;T ;k;R;�0). De plus, si �� + �h 2 K,alors "�1�" �� � "�1[ ��T;k(�; ��+"�h)��T;k(�; ��)] (" 2]0;1[) C0�(QT )\W 1;2p (QT )-convergevers d��T;k(�; ��):�h quand "! 0+.b. k d2 ��T;k(�; ��):(�h;�h0) kC0�(QT )� C k �h kH1(
)k �h0 kH1(
), C � Cp(t;T ;k;R;�0). De plus,si �� + �h 2 K, alors "�1�" �� � "�1[d��T;k(�; �� + "�h):�h0 � d�T;k(�; ��):�h0] (" 2]0;1[)C0�(QT ) \W 1;2p (QT )-converge vers d2 ��T;k(�; ��):(�h;�h0) quand "! 0+.210



c. J�(t0;y0;T;k;�) Gateaux-di�érentiable sur K,hrJ�(��)�rJ�(��);�� � ��iH1(
) � (�� C) k �� � �� k2H1(
) (9.2)k rJ�(��)�rJ�(��) kH1(
) � (�+ C 0) k �� � �� kH1(
) (9.3)(��;�� 2 K), C, C 0 uniformes vis-à-vis de variations au voisinage de (t0;y0;T;k;�).Preuvea et b. Les estimations relatives à d�� et d2 �� résultent du Corollaire 8.3.Supposons de plus �� + �h 2 K. Alors, "�1�" �� tend vers 0 quand jyj ! +1, unifor-mément en t 2 [t;T ] (Théorème 3.8.a Asymptotique); "�1�" ��, W 1;2p;loc(QT )-solution(Théorème 3.8.a et linéarité) de BS 0QT (T ; q;r;�� + "�h; ��"),��" � �h(�� + "�h2 )(@2y2 � @y)��T;k(�; ��) ;où ��" Lp(QT )-converge vers �� quand " ! 0. Donc, (Lemme 3.6.b) "�1�" �� est laW 1;2p (QT )-solution de BS 0QT (T ; q;r;��+ "�h; ��"), et (Théorème 3.10 et linéarité en ��+"�h) C0�(QT ) \ W 1;2p (QT )-converge, quand " ! 0, vers la solution d��T;k(�; ��):�h deBS 0QT (T ; q;r; ��; ��).De même, "�1�"d�� (" 2]0;1[) estW 1;2p (QT )-solution (par linéarité) deBS 0QT (T ; q;r;��+"�h; d��"), d��" � (�h�� + "�h22 )(@2y2 � @y)d��T;k(�; ��):�h0+ ���h0(@2y2 � @y) �"�1(��T;k(�; �� + "�h)� ��T;k(�; ��))�+ �h�h0(@2y2 � @y)��T;k(�; �� + "�h) ;où d��" Lp(QT )-converge vers d�� quand "! 0+. Donc, (Théorème 3.10 et linéarité en�� + "�h) "�1�"d�� W 1;2p (QT ) \ C0�(QT )-converge vers d2 ��T;k(�; ��):(�h;�h0) quand "! 0.c. rJ�(��), représentant isométrique dans H1(
) (Riesz) de la forme linéaire continue(d'après l'estimation du a)H1(
) 3 �h 7! dJ�(��) : �h := �h����0;�hiH1(
) + (��T;k(t0;y0; ��)��)d��T;k(t0;y0; ��):�h ;qui pour �h 2 K (toujours d'après a) n'est autre quelim"!0+ 1" �J�(�� + "�h) � J�(��)� :Étant données �� 2 K, �h;�h0 2 H1(
), on notera également :d2J�(��):(�h;�h0) = �h�h;�h0iH1(
)+ �d��T;k(t0;y0; ��):�h� �d��T;k(t0;y0; ��):�h0�+ ���T;k(t0;y0; ��)� �� d2 ��T;k(t0;y0; ��):(�h;�h0) ;et pour ��;�� 2 K: ��" � (1� ")��+ "��, J" � J�(��"), j" � rJ�(��") (" 2]0;1[, dérivationpar rapport à " notée 0). En utilisant a et b, et la borne S0 sur j��j, il vient alors :hrJ�(��)�rJ�(��);�� � ��iH1(
) = J 01 � J 00 = Z 10 J 00" d"= Z 10 d2J�(��"):(�� � ��;�� � ��)� (�� C) k �� � �� k2H1(
) ;211



et pour �h 2 H1(
)hrJ�(��)�rJ�(��);�hiH1(
) = hj1 � j0;�hiH1(
) = Z 10 hj";�hi0H1(
) d"= Z 10 d2J�(��"):(�� � ��;�h) d"jhrJ�(��)�rJ�(��);�hiH1(
)j � Z 10 jd2J�(��"):(�� � ��;�h) d"j� (�+ C) k �� � �� kH1(
) k �h kH1(
) ;d'où par passage au sup en �h normé dans H1(
)k rJ�(��)�rJ�(��) k � (�+ C) k �� � �� kH1(
) ;C, C 0 uniformes vis-à-vis de variations au voisinage de (t0;y0;T;k;�). 29.2 Existence, unicité, stabilité du minimum (� grand)Théorème 9.11 Bandes 
, Q;Q = [t;T ]�R � 
; ((t0;y0);(T;k);�) 2 Q2�R+ (t0 < T ),q;r 2 [0;R], �0 > 0. Alors pour � assez grand,a. le problème (9.1) est bien posé en (t0;y0;T;k;�), si et seulement s'il l'est encore,lorsque l'on renforce la contrainte de positivité de �� en l'encadrement suivant sur 
:�0 � "0 � �� � �0 + "0 (9.4)("0 � "0(t;T ;R;�0) du Théorème 3.10; donc �� 2 BUCQ((0 <)�0 � "0;�0 + "0)), etqu'on impose en outre k �� � �0 kH1(
)� 1 � soit, �nalement, �� 2 K � K"0�0(
);b. J� telle qu'en (9.1), est fortement convexe sur le convexe fermé non vide K, unifor-mément au voisinage de (t0;y0;T;k;�);c. le problème (9.1) est bien posé en (t0;y0;T;k;�).Commentaire 9.12 Le Théorème 9.11 présente un intérêt davantage mathématique quepratique. En e�et, on verra plus loin que l'on est conduit à utiliser dans les algorithmes defaibles valeurs de �, si l'on veut converger en un temps raisonnable vers les prix utiliséspour la calibration. Or pour de faibles valeurs de � on n'est plus dans le cadre de l'hypothèsedu Théorème 9.11. Au contraire le problème limite quand � ! 0+ est le problème decalibration pure sur données de marché, dont on a vu au Théorème 5.2 qu'il était trèssous-déterminé.Cependant, d'une part, ce résultat permet de mieux comprendre l'e�et du terme derégularisation. D'autre part, même s'il s'agit d'un résultat partiel qui ne concerne pasun cas que l'on rencontrera en pratique (puisqu'au contraire on s'attachera à maintenirfaible l'e�et du terme de régularisation), il s'agit, à notre connaissance, du seul résultatd'existence, unicité et stabilité dont on dispose pour des problèmes de type calibration (pourunicité et stabilité d'une nappe �(t;s) � �(t)�(s), voir Bouchouev-Isakov [39]).Preuve du Théorème 9.11a. On va montrer que le problème (9.1) (qu'on quali�era de libre), et celui (qu'onquali�era de contraint) s'en déduisant par ajout de la contrainte supplémentaire212



(9.4) sur Q, ont, pour � assez grand, les mêmes ensembles de solutions, uniformé-ment au voisinage compact V � Q2 � R+ de ((t0;y0);(T;k);�) tel que t00 < T 0 si((t00;y00);(T 0;k0);�0) 2 V. Or, si ��, non croissante en temps, positive 2 �0 + H1(
)(donc �� uniformément continue sur les fermetures � 
 de sous-bandes de 
, Co-rollaire G.5), véri�e l'encadrement (9.4) sur Q, mais le viole sur une partie (nonnégligeable) de 
 (par continuité), alors la fonction ��0 � (�0� "0)_ �� ^ (�0+ "0) ( ��écrétée aux niveaux �0 � "0 < �0 + "0) est encore non croissante en temps, positive2 �0 +H1(
), véri�e cette fois-ci (9.4) sur 
 tout entier, et (Lemme G.7) améliorestrictement le (terme de lissage du) critère J� (dont le terme de résidu quadratiquene �voit� que les valeurs, communes à �� et ��0, sur Q) par rapport à ��, uniformémentsur V. Les solutions du problème contraint sont donc à leur tour à rechercher parmiles nappes �� satisfaisant (9.4) sur 
 tout entier.Revenons au projet initial dans cette Preuve. De fait, si ���n (� �xé) est une suiteminimisante du problème libre en ((t00;y00);(T 0;k0);�0) 2 V, alors:� lim supn!+1 k ���n � �0 k2H1(
) � limn!+1 2J�(���n) = inf libre2J�� 2J�(�0) = ���T 0;k0(t00;y00; �0)� �0�2 ;qui est borné sur V, par continuité (notamment de (t00;y00;T 0;k0) ! ��T 0;k0(t00;y00; �0)sur V � ft00 < T 0g, Corollaire 8.2) / compacité (de V). Bref,� lim supn!+1 k ���n � �0 k2H1(
) � C(C uniforme sur V). Donc, par application du Lemme 9.6, ���n véri�e (9.4) sur Q,pour � � � (� uniforme sur V), n � N�. Alors, pour de tels �, n,J�(���) � J�(���n)si ��� résoud le problème contraint en (t00;y00;T 0;k0;�0) pour �, auquel cas J�(���) �inf libre J�, par passage à la limite à l'aide de la suite minimisante ���n; ��� résoud doncle problème libre en (t00;y00;T 0;k0;�0) pour �.Inversement, toute solution ��� (� � �) du problème libre en ((t00;y00);(T 0;k0);�0) 2 Vvéri�e (9.4) sur Q (appliquer ce qui précède à ���n � ��), et résout donc a fortiori leproblème contraint en ((t00;y00);(T 0;k0);�0).On voit aussi que ��� véri�e k ��� � �0 k2 � C� � 1(quitte à augmenter �).b. Lemmes 9.8 et 9.10.c, équation (9.2).c. Pour � assez grand, cela revient à montrer que le problème de minimisation de J�sur K est bien posé en ((t0;y0);(T;k);�), d'après a.Sachant qu'une fonctionnelle fortement convexe sur un convexe fermé non vide d'unHilbert y admet toujours un unique minimum (voir par exemple Larrouturou-Lions[102, Théorème 3.3.37]), ce problème admet de fait une unique solution pour toutjeu de données au voisinage V de ((t0;y0);(T;k);�) ) (� uniforme sur V), d'après b.Pour un tel �, et V 3 ((tn0 ;yn0 );(Tn;kn);�n) ! ((t0;y0);(T;k);�) quand n ! +1,montrons alors ��n � argminKJ�n (J�n � J�(tn0 ;yn0 ;Tn;kn;�n))213



! �� analogue en (t0;y0;T;k;�). En e�et,� k ��n � �0 k2H1(
) � 2 J�n (��n) � 2 J�n(�0) = (��Tn;kn(tn0 ;yn0 ; ��n)� �n)2 ;qui, pour ��Tn;kn(tn0 ;yn0 ; ��n) compris entre 0 et Sn0 � eyn0 (Lemme 3.7.b), n'excèdepas �2n _ (Sn0 � �n)2 (par convexité), puis (pour n assez grand) 2�2 _ (S0 � �)2.(Toute extraction de) ��n admet alors une extraction convergeant vers une limite~�, �0 +H1(
)-faiblement/uniformément sur les compacts intérieurs à 
 (CorollaireG.6.a). Notamment, ~� 2 K (faiblement fermé, Lemme 9.8), et (voir ci-dessous)J�(~�) � lim infn!+1 J�n(��n) � lim infn!+1 J�n(��) = J�(��) ; (9.5)donc ~� n'est autre que ��. Bref, toute la suite ��n tend vers ��, �0+H1(
)-faiblement/uni-formément sur les compacts intérieurs à 
. Montrons à présent (9.5) ci-dessus.D'abord, par semi-continuité inférieure faible de la norme H1(
), on a:k ~� � �0 kH1(
) � lim infn!+1 k ��n � �0 kH1(
) : (9.6)Ensuite (preuve plus bas),��Tn;kn(tn0 ;yn0 ; ��n)! ��T;k(t0;y0; ~�) (9.7)quand n! +1, et idem (en plus simple) avec ��/�� à la place de ��n/~�.(9.6) et (9.7) (ainsi que son analogue dans le cas ��/ ��) entraînent alors les inégalitésextrêmes dans (9.5), dont l'inégalité centrale résulte simplement de l'optimalité de��n pour J�n .Montrons �nalement (9.7). On décomposej��Tn;kn(tn0 ;yn0 ; ��n)� ��T;k(t0;y0; ~�)j � j��Tn;kn(tn0 ;yn0 ; ��n)� ��T;k(t0;y0; ��n)j+ j��T;k(t0;y0; ��n)� ��T;k(t0;y0; ~�)j=: I + II ;où quand n! +1:� I tend vers 0, par continuité de �� par rapport aux quatre arguments (t0;y0;T;k)(t0 < T ), uniforme en ��n 2 K, n 2 N (Corollaire 8.2);� II tend vers 0 par convergence localement uniforme de ��T;k(�; ��n) vers ��T;k(�; ~�)sur QT (Corollaire 8.1). On a donc bien la convergence (9.7) annoncée. 2
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Chapitre 10Algorithmes10.1 Gradient projetéLe Théorème 9.11 précédent est constructif, en ce sens qu'il débouche sur un moyende calcul de la solution. En e�et, on a leCorollaire 10.1 Bandes 
, Q;Q = [t;T ] � R � 
; ((t0;y0);(T;k);�) 2 Q2 � R+ (t0 <T ); q;r 2 [0;R]; �0 > 0; "0 � "0(t;T ;R;�0), K � K"0�0(
), du Théorème 9.11. Pour �assez grand, uniforme vis-à-vis de variations au voisinage (t0;y0;T;k;�), la solution �� duproblème (9.1) en (t0;y0;T;k;�) (Théorème 9.11.c), est limite dans �0+H1(
) / (CorollaireG.6.b) uniforme sur les compacts intérieurs à 
, de la suite ��n des itérées dans l'algorithmedu gradient à pas �xe � su�samment faible (dépendant de �), projeté sur K,��n+1 = PK(��n � �rJ(��n)); n 2 N� au départ de ��0 arbitraire dans K, par exemple ��0 � �0.Remarque 10.2 En utilisant le Théorème 3.11 au lieu du Théorème 3.10 dans ce quiprécède, on peut en fait prendre n'importe quelK � f�� 2 �0 +B1 ; @t�� � 0; � � �� � �g(constantes exogènes positives � < �0 < �) dans ce Corollaire, ainsi que dans le Théorème10.4 à venir.Preuve du Corollaire 10.1Pour � assez grand, uniforme au voisinage de ((t0;y0);(T;k);�), J� est (��C)-fortementconvexe, à dérivée de Gateaux (�+C 0)-Lipschitzienne sur K (constantes C, C 0, uniformesau voisinage de ((t0;y0);(T;k);�), Lemme 9.10.c). L'algorithme de gradient projeté convergealors pour 0 < � < 2(�� C)=(�+ C 0)2 (Larrouturou-Lions [102, Théorème 4.3.4]). 2L'implémentation e�ective de l'algorithme de gradient projeté correspondant au Théo-rème 10.1 suppose la connaissance de rJ� (ainsi que celle, plus problématique, de l'opéra-teur de projection sur K; comparer avec l'approche alternative esquissée �10.3) � rJ�, lereprésentant isométrique dans H1(
) (Riesz) de la forme linéaire continue (Lemme 9.10.cet sa Preuve)H1(
) 3 h 7! �h�� � �0;hiH1(
) + (��T;k(t0;y0; ��)� �)d��T;k(t0;y0; ��):h ;où (Corollaire 8.3.c) d��T;k(t0;y0; ��) : h � Z
r��(t0;y0;T;k); ��) h ;215



r��(t0;y0;T;k) (abrév. r��) désignant ici la fonction suivante sur 
, paramétrée par(t0;y0;T;k) (et dépendant bien sûr de q;r;��)r��(t;y) � 1ft0<t<Tge�y(@2y2 � @y)��t;y(t0;y0; ��)��(t;y)(@2y2 � @y)��T;k(t;y; ��) :Autrement dit (formulation variationnelle), rJ� � rJ�(t0;y0;T;k;�;��), est l'unique élé-ment de H1(
) (par dualité), tel que:hrJ� � �(�� � �0) ;hiH1(
) = (��T;k(t0;y0; ��)� �) hr��;hiL2(
) ; h 2 H1(
) : (10.1)Lemme 10.3 Données du Corollaire 10.1, �� 2 K. Alors, r��(t0;y0;T;k) 2 L2(
).Preuve D'après le Corollaire 8.3.a, (@2y2 � @y)��T;k(t;y; ��) appartient à L5=2(] t0+T2 ;T [�R),et e�y(@2y2 � @y)��t;y(t0;y0; ��) appartient à L10(] t0+T2 ;T [�R), par (3.12). Donc leur produitappartient à L2(] t0+T2 ;T [�R), par Hölder. D'où, par symétrie et recollement (et borne surj��j) e�y(@2y2 � @y)��t;y(t0;y0; ��)��(@2y2 � @y)��T;k(t;y; ��) 2 L2(]t0;T [�R) ;soit r��(t0;y0;T;k) 2 L2(
). 2Théorème 10.4 Données du Corollaire 10.1, �� 2 K, � 2 R. Alorsa. u � rJ�(t0;y0;T;k; ��)� �(�� � �0) 2 H2(
),� u � �u = (��T;k(t0;y0)� �)r��(t0;y0;T;k); 
-p.p.1u = 0; @
-p.p. (10.2)� trace 1u 2 L2(@
) bien dé�nie pour u 2 H2(
) (Théorème F.1.c).b. De plus, on peut lire ��(����0) à la place de u dans a si �� minimum de J� intérieurà K.Preuvea. Comme r�� 2 L2(
) (Lemme 10.3), le problèmehu;hiH1(
) = ���T;k(t0;y0; ��)� �� hr��;hiL2(
) ; h 2 H1(
) (10.3)admet lui-même une unique solution u 2 H1(
) (Riesz), qui, d'après (10.1) n'estautre que rJ���(����0). Or, (Bensoussan-J.L. Lions [24, Théorème 5.10, Chapitre2 et note de bas de page 96]) cette solution appartient en fait à H2(
). On peut doncappliquer la formule de Green généralisée à l'identité (10.3) (sur bande 
, ThéorèmeF.1.d). Soit,Z
 ���u + u� (��T;k(t0;y0)� �)r��� h = Z@
�(1u)(0h) ; h 2 H1(
) :On conclut alors classiquement, voir par exemple Larrouturou-P.L. Lions [102, p.150, Étape 6, Interprétation de la formulation variationnelle], en utilisant la densitéde l'ensemble 0(H1(
)) (des traces 0 sur @
 des fonctions de H1(
)) dans L2(@
)(Théorème F.1.d).b. Car rJ� est nul, en un minimum de J� intérieur à K.
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2Remarque 10.5 Par symétrie (Remarque 3.4) et linéarité, le Théorème 10.4 se généraliseimmédiatement à la calibration sur un système arbitraire de call, f�+T;K(t0;S0; obs)j(T;K) 2F+g, et put, f��T;K(t0;S0; obs)j(T;K) 2 F�g (F+=� � [t0;T ] � R�+ � 
+). On n'a qu'àremplacer le second membre dans (10.2) parX(T;k)2F+ ���+T;k(t0;y0; ��)� ��+T;k(t0;y0; obs)�r��+(t0;y0;T;k; ��)+ X(T;k)2F� ����T;k(t0;y0; ��)� ���T;k(t0;y0; obs)�r���(t0;y0;T;k; ��) ;r��+=�(t0;y0;T;k; ��)(t;y) � 1ft0<t<Tge�y(@2y2�@y)��+=�t;y (t0;y0; ��)��(t;y)(@2y2�@y)��+=�T;k (t;y; ��) :10.2 La méthode de Lagnado et OsherVenons-en à la procédure de calibration lissée proposée par Lagnado et Osher [99].Celle-ci (dans le cas d'un seul call T;k) revient à introduire un temps arti�ciel � , quiparamètre une famille de nappes de volatilité sur 
, ��� (t;y)��0, puis à résoudre numéri-quement, par un schéma explicite, l'edp suivante, localisée à un domaine 
 \ fjyj � yg:@� �� = ����� � (��T;k(t0;y0; ��� )� �) r��(t0;y0;T;k; ��� ) ; � > 0 ; (10.4)��j�=0 � �0 ; @t��j@
 � 0 ; ��jjyj�y � �0 : (10.5)Formellement, le régime stationnaire �� � ��1(t;y) éventuellement atteint véri�e alors, enposant u = ��(�� � �0):8<: ��u = (��T;k(t0;y0; ��)� �)r��(t0;y0;T;k; ��)@tuj@
 � 0ujjyj�y � 0 :On reconnaît la condition (10.2) de minimum de J� intérieur à K (Théorème 10.4.b) �localisée à 
\fjyj � yg, moyennant l'introduction d'une condition de Dirichlet homogèneau bord en espace ainsi créée et en �oubliant� le terme d'ordre 0 dans (10.2). En e�et, surdomaine localisé avec condition aux bords mixtes Neumann/Dirichlet, ce terme ne joueplus de rôle, par inégalité de Poincaré.La procédure (10.4)�(10.5) de calibration lissée de Lagnado et Osher [99], peut doncêtre vue comme une méthode de calcul (par descente de gradient) d'une solution del'équation (10.2), condition nécessaire de minimum de J� intérieur à K.Remarque 10.6 Cette procédure se généralise immédiatement à un système arbitrairede call et put, voir Remarque 10.5.Remarque 10.7 Sur la base de cet algorithme, on pourrait imaginer divers ra�nements� par exemple, ordonner les données par paquets de con�ance, pour calculer une premièrenappe ��1 avec les call et put à la monnaie, puis, à partir de ��1, une deuxième nappe ��2 àl'aide des produits restants, avec une pénalisation pour ��2 à s'écarter de ��1.
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10.3 Multiplicateurs de LagrangeJusqu'ici, on a traité le problème d'optimisation (9.1). Exploitant la structure par-ticulière de problème de contrôle optimal (problème inverse, �5.3.1), on peut réécrirel'équation d'Euler de notre problème, dans une approche du type principe du maximumde Pontriaguine (voir J.-L. Lions [105]). Cette approche est potentiellement constructive,et susceptible de déboucher sur des algorithmes numériques de recherche de point-selle(algorithmes de type Uzawa). On ne développera pas cette approche dans le présent tra-vail, se bornant à écrire (formellement) une formulation de l'équation d'Euler de notreproblème intégrant les contraintes. Cette équation peut en e�et s'écrire avec les notationsdu Chapitre précédent, hrJ�(��); �� � ��iH1(
) � 0 ; �� 2 K (10.6)caractéristique (du moins pour � assez grand, voir Théorème 9.11) du minimum �� 2 Kde la fonctionnelle fortement convexe J�, sur le convexe fermé 3 �0K = ��� 2 �0 +B1 j @t�� � 0; � � �� � �	(�=� � �0 � = + "0; "0 � "0(t;T ;R;�0) du Théorème 3.10, ou plus généralement 0 < � ��� � � < +1 par application du Théorème 3.11, voir Remarque 10.2).La théorie des multiplicateurs de Lagrange (en dimension in�nie, voir par exempleJ.L. Lions [105, Théorème 13.1, Chapitre 3]) suggère alors l'écriture suivante alternativeà (10.6), caractéristique (au moins pour � assez grand) du minimum de J� sur K, ou,(Théorème 9.11) ce qui revient au même, de la solution �� du problème d'optimisation(9.1): rJ�(��) + �(�� � �0) = �� �� @�t � ; (10.7)�(k �� � �0 k2H1(
) �1) = 0 ;Z
 �(�� � �) = 0; Z
 �(� � ��) = 0; Z
 �@t�� = 0 ;� 2 R+ , �� 2 �0 +H1(
), (+ �� 0;
-p.p.) �;� 2 H1+(
)/� 2 L+2 (
).Dans (10.7), L2(
) @�t7! H1(
) adjoint la dérivation temporelle H1(
) @t7! L2(
), i.e. @�t �(� 2 L2(
)), la solution (par dualité) dans H1(
), du problème variationnel suivant:h@th;�iL2(
) = hh;@�t �iH1(
) ; h 2 H1(
) :
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Chapitre 11Expériences numériquesOn présente maintenant des expériences numériques mettant en ÷uvre cette méthodede calibration et de lissage de Lagnado et Osher (10.4)�(10.5) sur un ensemble �ni de prix(de call), d'abord sur données synthétiques, puis sur données de marché.Pour la descente de gradients, nous avons utilisé la procédure e04dgf de la biblio-thèque fortran Nag (gradient conjugué préconditionné). Cette procédure utilise une tailleen mémoire de l'ordre du nombre de points de discrétisation seulement, ce qui la rend spé-cialement appropriée pour nos problèmes. Le détail de la mise en ÷uvre de la résolutionnumérique des edp d'évaluation des call (localisées via l'introduction de conditions auxbords appropriées) est reporté en Annexe H. Disons seulement à ce stade qu'on procèdepar di�érences �nies à l'aide d'un �-schéma de Crank-Nicholson (� = 12), sur un maillagecomportant 20 pas de temps fois 100 pas d'espace. Cela est su�sant compte tenu duschéma numérique utilisé et de la précision requise quant au résultat, eu égard à celledisponible sur les données (voir �11.2.1).Pour le calcul de la fonction de Green apparaissant dans l'expression des gradients,Lagnado et Osher [99] suggèrent d'utiliser l'équation backward qu'elle véri�e, soit, aprèsdiscrétisation, une équation (avec condition terminale en masse de Dirac) par n÷ud demaillage. En fait, l'équation de Dupire permet de calculer les valeurs utiles de cette fonc-tion (celles correspondant à la phase courante (t0;y0)) moyennant une seule équation for-ward (de Dupire, puis double dérivation numérique en espace; voir Théorème 3.8). C'estl'approche qu'on a retenu pour nos expériences numériques.On adoptera dans ce chapitre les notations suivantes (voir �10.2) :� �0, nappe de volatilité constante servant à initialiser la descente de gradients ;� �� ou ��(t;S), nappe de volatilité �1(t;S) = ��1(t;y) obtenue à l'issue de la procédurede calibration et de lissage, pour la valeur � du paramètre dans (10.4) � � = 0 pour lacalibration pure ;� E(�), l'erreur relative en moyenne quadratique entre les prix de call utilisés pourcalibrer et les prix de call calculés avec la nappe � calibrée.11.1 Expériences sur données synthétiques11.1.1 Présentation du modèle et génération des donnéesPour tester la méthode de calibration, nous nous sommes d'abord placés dans desconditions expérimentales sur données synthétiques analogues à celles décrites par La-gnado et Osher [99]. Nous avons ainsi pu disposer de points de comparaison. Cependant,nous avons utilisé plus de données et approfondi les expériences par rapport à [99]. Nous
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considérons donc comme dans [99] le modèle de di�usion lognormale (2.1), avec :q = 0; r = 10%; �(t;S) = 15=S =: ��(t;S) : (11.1)On calcule alors numériquement les prix �T;K(t0;S0; ��) tels que (T;K) 2 F , où :F = f12 ;1g � f80; 85; 90; 91; 94; 96; 98; 100; 102; 104; 106; 110; 112; 115g =: T � S :On obtient ainsi une famille de prix :� � (�obsT;K(T;K))(T;K)2F := (�T;K(t0;S0; ��))(T;K)2F :11.1.2 Initialisation par une nappe de volatilité constanteOn détermine ensuite, numériquement par dichotomie, la solution �0 du problème deminimisation (9.1), dans laquelle on se contraint à minimiser parmi les constantes, sanslissage, � = 0. Avec les données précédentes, on obtient ainsi une volatilité constanteoptimale �0, qui reproduit les prix synthétiques avec une erreur relative E(�0) d'environun pourcent.11.1.3 Expériences de calibration pure
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Fig. 11.1 � Nappe �0 obtenue par calibration pure sur données synthétiques � en % de di�érencerelative par rapport à �0La méthode de calibration pure porte cette erreur au cent-millième, E(�0) = 10�3%,après cent itérations de gradient conjugué, au départ de �0(t;S) � �0. Cependant, la nappede volatilité �0(t;S) obtenue est très irrégulière, présentant notamment des explosions aux220



voisinages des maturités des call utilisés pour calibrer. Cette nappe est représentée Figure11.1, en pourcentage de modi�cation par rapport à �0. Elle ne semble pas acceptable enpratique.Remarque 11.1 Il s'agit de la nappe de volatilité locale et non de celle des volatilitésimplicites correspondantes. Cette dernière est représentée Figure 11.2, où on a égalementporté les volatilités implicites correspondant à la famille de prix � utilisée pour calibrer.On observe que la nappe de volatilité implicite ainsi reconstruite est bien plus régulièreque �0, � sauf peut-être dans les très courtes maturités On rappelle que la nappe desprix de call est convexe et régulière, quelle que soit la nappe de volatilité locale (Théorème3.8.b). Ces bonnes propriétés rejaillissent sur la nappe des volatilités implicites, commeon l'observe Figure 11.2.Remarque 11.2 Comme évoqué ci-dessus, les résultats numériques obtenus se dégradentdans le domaine des courtes maturités. A contrario, il faut mentionner à ce sujet uneapproche intéressante de Berestycki-Busca-Florent [26]. Celle-ci consiste à dériver direc-tement l'équation de di�usion (non linéaire) de la volatilité implicite (au lieu des prix) enfonction de la volatilité locale, et débouche sur une relation de type moyenne harmoniquequand la maturité tend vers 0, laissant augurer des procédures de calibration plus e�cacesdans le domaine des courtes maturités.
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Fig. 11.2 � Nappe de volatilité implicite correspondant à �0Commentaire 11.3 La nappe �0 ainsi obtenue à partir de la constante �0 est peu di�é-rente de cette dernière en dehors d'un domaine correspondant grossièrement à co((t0;S0)[F) 1 Intuitivement, ceci correspond au fait que le prix d'un call, �T;K(t0;S0; �), est peu1. L'enveloppe convexe de (t0;S0) [ F . 221



sensible aux valeurs de � en des phases (t;S) trop éloignées de (t0;S0) ou (T;K), cf. lareprésentation (8.2), Corollaire 8.3.c; réciproquement, la famille de prix � apporte peud'information sur �(t;S) loin de (t0;S0)[F , où la procédure de calibration pure contribuedonc peu à modi�er �0.11.1.4 Expériences de calibration lissée
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Fig. 11.3 � Nappe �0:02 calculée par calibration lissée sur données synthétiques � en pourcentagede di�érence relative par rapport à �0Pour la calibration lissée, on choisit � le plus grand possible, compatible avec unedescente en un nombre d'itérations de gradient donné, au-dessous d'un niveau d'erreurrelative préalablement �xé.Ainsi, génériquement, un calibrage correspond pour nous à la résolution d'environ unmillier d'edp paraboliques à une dimension d'espace : jFj (de l'ordre de 10) équations deBlack-Scholes backward, plus une équation de Dupire forward, par itération de gradientconjugué (une centaine). Le temps de calcul sur station de travail est de l'ordre de quelquessecondes. On dispose alors d'une nappe de volatilité locale calibrée et lissée, que l'on peututiliser pour évaluer et couvrir d'autres produits.Par exemple, pour atteindre E(��) � 10�2E(�0), au bout de cent itérations de gra-dient conjugué, au départ de la constante �0, il faut prendre � � 0:02. Pour � = 0:02, onobtient E(�0:02) = 10�2% (Figure 11.3). Augmenter � améliore le lissage de �� et accroîtl'erreur relative E(��), tandis que diminuer � a des e�ets opposés. Ces e�ets s'avèrentsensibles par rapport aux variations de �. Ainsi, pour � � 0:1, la descente est excessi-vement lente en vue d'un utilisation réaliste en salle des marchés, où l'on veut pouvoircalibrer rapidement plusieurs fois par jour.222



Commentaire 11.4 La nappe �0:02 obtenue est cette fois très régulière, comme on peut levoir Figure 11.3. En outre, cette nappe ne présente que de très faibles variations en temps(voir Commentaire 9.4). Le terme de lissage permet donc d'atténuer considérablement lesviolentes oscillations en temps qui apparaissent lors de la calibration pure, ainsi que lesexplosions au voisinage des échéances en lesquelles on injecte des prix de call. On observeen revanche une oscillation en espace, due vraisemblablement à une di�érence d'échelleentre les dérivées en espace et en temps. En�n, on a toujours �� peu éloigné de �0, endehors d'un domaine correspondant grossièrement à co((t0;S0) [ F).La Figure 11.4 représente la nappe des volatilités implicites correspondant à �0:02.
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Fig. 11.4 � Nappe des volatilités implicites correspondant à �0:02En�n, le calibrage et le lissage permettent d'améliorer la robustesse numérique de lanappe de volatilité locale obtenue. Voyons ceci en termes de validation sur le calcul denouveaux prix de call, puis sur le calcul du prix d'une option à barrière.Commentaire 11.5 (Calcul de nouveaux prix de call) Le Tableau 11.1 recense lespourcentages d'erreur relative en moyenne quadratique 100E(�) (arrondis au premierchi�re signi�catif), obtenus pour divers � et F � dont pour mémoire F = T � S ayantservi à générer les données. On observe que les nouveaux prix calculés avec �0:02 sontmeilleurs que ceux calculés avec �0, eux-mêmes meilleurs que ceux calculés avec �0.Commentaire 11.6 (Calcul du prix d'une option à barrière) Un autre résultat in-téressant concerne l'évaluation d'une option à barrière. La Figure 11.5 représente le pour-centage d'erreur relative :100(�T;K;H(t;S; �)� �T;K;H(t;S; �?))�T;K;H(t;S; �?) ;223



�0 �0 �0:02T � S 1 10�3 10�2T 0 � S 2 0:6 0:5T � S 0 2 7 10�2 5 10�2Tab. 11.1 � T 0 = 23 , S 0 = f83;93;97;101;105;108;113gobtenu numériquement pour divers �, où �T;K;H(t;S; �) désigne le prix du call européenà barrière up out au niveau H � 120 2. La méthode par di�érences �nies employée pourévaluer �T;K;H(t;S; �) s'inspire de l'usage en vigueur sur les arbres, consistant à appliquerune condition de Dirichlet homogène au bord supérieur S � H du domaine 2. On observenotamment que les ordres de grandeur des erreurs relatives à la monnaie obtenues à l'aidede �0, �0 et �0:02 sont de 20%, 10% et 5%, respectivement.
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Fig. 11.5 � Evaluation d'un call européen à barrière up out H � 120Remarque 11.7 �0:02 donne donc de meilleurs résultats que �0 lorsqu'il s'agit de calculerde nouveaux prix. Ces constatations expérimentales encouragent à utiliser cette méthodede calibration lissée de Lagnado et Osher [99], plutôt que des méthodes de calibration pararbres qui ne permettent pas de lisser la nappe de volatilité locale obtenue (�5.1).Des expériences complémentaires pourraient consister à étudier �� en fonction de laphase courante (t0;S0) d'une part, et, d'autre part, en fonction de diverses conditionsinitiales, constantes (comme �0) ou non.2. Voir Partie III, �4.2
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prix d'exercice 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98prix du call 10,02 9,02 8,02 7,02 6,02 5,03 4,13 3,28 2,52 1,86Tab. 11.2 � Prix de call observés pour divers prix d'exercice11.2 Expériences sur données de marchéOn présente maintenant quelques expériences sur données réelles. Il s'agit alors que lesprix calculés avec le modèle calibré tombent dans la fourchette de l'o�re et de la demandedu marché (bid ask spread), ou d'un courtier s'il s'agit d'un produit de gré à gré.11.2.1 Discussion concernant les donnéesDans les données en temps réel ou leurs compilations historiques, seules font réelle-ment l'objet de transactions et peuvent être tenues pour signi�catives les cotes situées auvoisinage de la monnaie. Or celles-ci ne font pas de smile (voir �2.2). Parfois les optionsen dehors de la monnaie ne sont même pas cotées. C'est par exemple le cas des optionssur taux de change.Les options ONN (sur notionnel) du MATIF sont cotées sur une bande plus large deprix d'exercice. Mais un call sur notionnel a pour sous-jacent le contrat forward de mêmeéchéance que lui-même. Le sous-jacent change donc avec la date d'échéance, et on a desprix de call à raison d'une échéance par sous-jacent. Or, il faut recourir à des donnéesrelatives à plusieurs échéances, si on veut reconstruire une bonne nappe de volatilité. Parailleurs, l'examen du Tableau 11.2, qui reproduit des prix d'options ONN di�usés sur lesite web du MATIF, montre que les prix au 23 Septembre 1997 des call (européens) àéchéance �xée �n Mars 1998, la monnaie étant de l'ordre de 100, ne sont pas cohérentsavec des prix de call européens dans un modèle d'arbitrage, sur un sous-jacent (2.1).En e�et, dans un tel modèle, les delta (� @S�) s'interprètent comme des probabilitéscontinûment actualisées aux taux r; ils sont donc inférieurs à un. Or, les delta calculésapproximativement par di�érences centrées sur intervalles doubles à partir des donnéesde ce Tableau, sont égaux à un (le prix d'exercice et le prix de l'option associée varientensemble de un en un).En�n, les fourchettes de cotations observées sur les marchés d'options sont souventtrès importantes. Reprenons par exemple les prix du Tableau 2.1, c'est-à-dire les milieuxdes fourchettes de cotations de call européens du MONEP sur CAC40 (q = 0), obtenuessur Reuters. Ainsi, le premier prix du Tableau, 236:1, a été obtenu comme moyenne del'o�re, 200, et de la demande, 272:2. L'amplitude de la fourchette est donc de l'ordre dutiers de cette moyenne. L'examen des autres prix aboutit à des conclusions analogues.En pratique, on peut envisager deux approches possibles suivant l'usage destiné à lanappe de volatilité locale calibrée. La première consiste à soumettre les données à untraitement préalable (preprocessing), qui exclue notamment les opportunités d'arbitrage,en vue d'aboutir à une nappe de volatilité locale réaliste utilisable à des �ns de couver-ture ou d'évaluation d'exotiques. La deuxième utilise au contraire la nappe de volatilitélocale calibrée sur l'ensemble des données, a�n de mettre en évidence des opportunitésd'arbitrage.On a utilisé les prix du Tableau 2.1 pour tester la méthode de calibration et lissage225



K � T mars 98 sept. 98 mars 992950 -0.47 -0.45 -0.473100 -0.35 -0.37 -0.403250 -0.23 -0.29 -0.35Tab. 11.3 � Convexité discrète des prix de marchésur données réelles. Dans la suite, F désigne la famille des paires (T;K) correspondant àces données.Remarquons d'abord que ces prix véri�ent bien l'hypothèse de convexité discrète desdonnées (Remarque 5.1). Comme le montre en e�et le Tableau 11.3, les delta (approchéspar di�érences centrées sur intervalles doubles) augmentent avec le prix d'exercice, àéchéance �xée.Commentons maintenant les expériences réalisées sur ces données. Pour ces expé-riences, on a choisi un taux court constant r = 5%, comme on l'avait fait lors de ladétermination des volatilités implicites à partir des prix (voir Tableau 2.1). On renvoie àla discussion tenue au �2.2 concernant l'arbitraire de ce choix.11.2.2 Initialisation par une nappe de volatilité constanteOn calcule numériquement par dichotomie la constante qui minimise l'erreur relativeE(�). On otient �0 = 0:247820, E(�0) = 14 %. La nappe de volatilité constante au niveau�0 est choisie comme point de départ des algorithmes de calibration et lissage.11.2.3 Expériences de calibration pureAu bout de 100 itérations de gradient conjugué, la nappe �0 obtenue par calibrationpure au départ de �0 réalise E(�0) = 4:4 10�5 %; une telle précision n'a d'ailleurs pasvraiment de sens eu égard à la précision sur les données, voir �11.2.1. La nappe �0 obtenueest très irrégulière (Figure 11.6).11.2.4 Expériences de calibration lisséeSur données réelles, l'apport du lissage est moins clair qu'il ne l'était sur données demodèle. Ainsi, pour � = 2 10�4, l'algorithme s'arrête au bout de 61 itérations de gradientconjugué, ayant atteint un critère de convergence. Or, d'une part, l'erreur correspondanteest de E(�) = 0:12%; une telle erreur obtenue à l'aide d'une nappe de volatilité variable estexcessive en pratique, même en tenant compte de l'imprécision sur les données. D'autrepart, la nappe �� obtenue demeure trop irrégulière (Figure 11.7). En particulier, elleoscille en temps. Ceci rappelle les di�cultés numériques rencontrées par Avellaneda et. al.[3] (lissage entropique impuissant à venir à bout de l'aspiration créée localement par lescontraintes).Remarque 11.8 L'irrégularité de la nappe de volatilité locale �(t;S) issue de la cali-bration pure provient notamment du fait que � peut prendre localement des valeurs trèsgrandes. On peut interpréter cela très simplement, en reliant la convexité discrète des prixde call et la probabilité de présence du processus de prix St du sous-jacent. Une convexité226
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Fig. 11.6 � Nappe �0 calibrée sur données réelles
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discréte nulle sur un certain intervalle implique que la densité de probabilité de présencedu sous-jacent est nulle dans cet intervalle, et donc la volatilité locale est in�nie. Uneconvexité discrète négative, incompatible avec l'absence d'opportunité d'arbitrage, cor-respond numériquement également à une explosion de �. On peut également comprendrece phénomène à l'aide de l'équation de Dupire (3.5) et l'expression pour � qui en résulte(5.2).
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Chapitre 12ConclusionNous avons étudié dans cette partie une méthode de calibration de la volatilité locale,utilisant une technique numérique de problème inverse d'équations aux dérivées partielles.Nous nous sommes placés dans le cadre du modèle de Black-Scholes unidimensionnel àvolatilité variable. Après avoir rappelé en les précisant les résultats de Dupire et El Karoui(Théorème 3.8), nous avons montré les résultats suivants :� étant donné un système de prix de call européens (�T;K(t0;S0))(T;K)2F , l'ensemble desnappes de volatilité locale �(t;S) compatibles avec ces prix en (t0;S0) est en bijectionavec une sous-variété régulière, de codimension égale au nombre de call utilisés pourcalibrer, dans la variété des nappes de prix de call (�T;K(t0;S0))T2[t0;T ];K>0 (paramètre T ,F � [t0;T ]� R) véri�ant les conditions nécessaires de monotonie et convexité (Théorème5.2);� de plus, si on impose une condition de régularité supplémentaire assez forte sur lavolatilité, en relaxant la contrainte de compatibilité sur les prix (approche de Lagnadoet Osher [99]), alors la solution lissée devient unique et dépend continûment des données(Théorème 9.11). Ce dernier résultat découle de bornes sur les sensibilités des prix de calldans un modèle de Black-Scholes à volatilité variable (Théorèmes 3.10 et 3.11).Les expériences numériques e�ectuées sur données synthétiques et sur données de mar-ché pour reconstruire une telle nappe lissée, montrent qu'on peut en e�et reconstruire lesprix. Cependant, sur données réelles, la régularité de la nappe obtenue laisse à désirer.Il semble intéressant de prolonger ce travail dans plusieurs directions.Il serait tout d'abord instructif de tester la stratégie de couverture correspondant àcette méthode de calibration et lissage, et de la comparer aux stratégies obtenues pard'autres approches communément utilisées (approches paramétriques en particulier).Ensuite, la question est ouverte de savoir si notre Théorème 9.11 (problème bien poséparmi les nappes � monotones en temps, pour � su�samment grand) se généralise à desnappes � non nécessairement monotones en temps, ou à � arbitrairement petit positif,débouchant le cas échéant quand � ! 0+ sur une procédure de sélection de type solu-tions de viscosité d'une �bonne� solution du problème de calibration pure sous-déterminé,comme par exemple dans Berestycki-Busca-Florent [26] (voir Remarque 11.2).Il pourrait également être intéressant de dé�nir un cadre abstrait général de calibrationavec lissage su�samment régulier, comme esquissé dans Bodurtha-Jermakyan [37]. Ainsipeut-on constater sur notre problème que les di�cultés mathématiques soulevées parla régularisation en R
 k D� k2, � nécessité de se limiter à des nappes de volatilitémonotones, � s'estompent largement, � le calcul numérique devenant en contrepartieplus lourd, � si l'on utilise une régularisation d'ordre supérieur R
 k D�� k2 (� � 2).En�n, un enjeu important en pratique est bien sûr la calibration de modèles (de taux229



notamment) à plusieurs dimensions d'espace. L'extension à plusieurs dimensions des tech-niques exposées dans ce travail soulèverait des di�cultés importantes, aussi bien théoriquesque pratiques. En e�et, il est bien connu que les problèmes inverses deviennent beaucoupplus di�ciles en dimension d'espace supérieure à un. De fait, concernant notre problèmeinverse de calibration, on perd bien des propriétés si on veut passer en dimension deuxou plus : il n'existe plus a priori d'équation de Dupire forward (3.5) du prix des optionsde toutes échéances et maturités. On en perd donc toutes les conséquences : existence etunicité de �, propriétés qualitatives, calcul de la fonction de Green.
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Annexe ASolutions de viscositéLa théorie des solutions de viscosité, élaborée au début des années quatre-vingt à partirdes travaux de Crandall et Lions [62], fournit la notion de solution faible adéquate pour leséquations elliptiques non linéaires, éventuellement dégénérées. Ces équations sont issues dela modélisation mathématique de problèmes concrets : contrôle optimal, jeux di�érentiels,�nance. Le but du problème est alors la détermination de diverses quantités physiques,telles que : un temps de sortie minimal, la valeur de point-selle d'un temps de capture,l'évaluation ou la couverture d'un produit �nancier. Or ces solutions physiques satisfontrarement au sens classique les équations elliptiques de la modélisation mathématique pources problèmes. Il a donc fallu trouver un nouveau concept de solutions pour ces équations :les solutions de viscosité.A.1 ExempleVoici un exemple emprunté au livre de Guy Barles [14]. On considère le problème decontrôle optimal en temps minimal suivant :� le domaine est l'intervalle 
 =]� 1;1[ ;� la dynamique est le contrôle f(x;u) = u 2 [�1;1] ; (A.1)� le coût à minimiser au point x 2 
 est le temps d'atteinte �x du bord � de 
; dans le�ot contrôlé (A.1).On note U la fonction valeur de ce problème de contrôle :U(x) = minu(�) �x ; x 2 
 :Intuitivement, le contrôle optimal dans ce problème est le feedbacku(x) = sgn(x) ;la fonction valeur valant : U(x) = 1� j x j : (A.2)Le principe mathématique de la programmation dynamique conduit quant à lui àl'équation formelle suivante pour U :� j rU(x) j �1 = 0 ; x 2 
U(x) = 0 ; x 2 � � @
 : (A.3)233



Or la solution (A.2) du problème de contrôle n'est pas dérivable en 0. Elle ne sauraitdonc satisfaire (A.3) au sens classique. La notion de solution presque partout de (A.3) neconvient pas davantage, car il existe une in�nité (un)n2N de solutions presque partout de(A.3), construites en alternant les pentes plus et moins un :� rUn(x) = �1 selon que E(nx) est pair ou impairUn(�1) = Un(1) = 0 :Quant aux solutions au sens des distributions [124], elles sont plus appropriées pour lesproblèmes linéaires. Présentons maintenant le �bon� concept de solution de viscosité d'edp.A.2 Problèmes paraboliques du second ordreDé�nition A.1 On appelle enveloppe inférieure V (respectivement supérieure V ) d'unefonction réelle étendue, V , dé�nie sur une partie R d'un espace Euclidien, la plus grandefonction semi-continue inférieurement inférieure ou égale (respectivement la plus petitefonction semi-continue supérieurement supérieure ou égale) à V en tout point, lorsqu'unetelle fonction existe.Proposition A.2 Pour toute fonction réelle localement bornée, V , dé�nie sur une partieR d'un espace Euclidien :a. son enveloppe inférieure, respectivement supérieure, existe, et vaut en x 2 R :V (x) = lim infR3y!x V (y) ;respectivement V (x) = lim supR3y!x V (y) ;b. �V = �V , �V = �V .Preuvea. Classique (rapporté par exemple dans Crandall-Ishii-Lions [59, �4]).b. Pour x 2 R ,lim infR3y!x �V (y) = � lim supR3y!x V (y); lim supR3y!x �V (y) = � lim infR3y!x V (y) : 2Dé�nition A.3 On quali�e d'elliptique en dimension r (r 2 N�), tout opérateur locale-ment borné Rr � R � Rr � Sr(R) 3 (x;r;p;A) G�! G(x;r;p;A) 2 R ;tel que : � G(x;s;p;A) � G(x;s0;p;A) si s � s0G(x;s;p;A) � G(x;s;p;A0) si A � A0 ;� où l'inégalité �A � A0� est à prendre au sens habituel de l'ordre entre matrices symé-triques réelles de taille r.
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Dé�nition A.4 Soient (Gt)t2R une famille indexée par le temps d'opérateurs elliptiquesen dimension r (r 2 N�), R une partie de Rr+1 . On appelle sous-solution, respectivementsur-solution de viscosité, de l'équation parabolique@tV (t;x) +Gt(x;V (t;x);rV (t;x);HV (t;x)) = 0 ; (t;x) 2 R ; (A.4)� r et H gradient spatial et matrice Hessienne en espace, respectivement, � toute fonc-tion localement bornée semi-continue supérieurement, respectivement inférieurementR 3 (t;x) �! V (t;x) 2 R;telle que pour tout (t;x) 2 R et toute ' 2 C1;2(R), véri�ant V (t;x) = '(t;x), et V < '(indi�éremment, �) ailleurs sur R, respectivement V > ' (indi�éremment �),@t'(t;x) +Gt(x;V (t;x);r'(t;x);H'(t;x)) � 0 ;respectivement @t'(t;x) +Gt(x;V (t;x);r'(t;x);H'(t;x)) � 0� où la lim inf G est prise par rapport à toutes les variables, dont t, et idem pour lalim supG.De plus, V est dite solution de viscosité discontinue de (A.4) si ses enveloppes infé-rieures V et supérieures V en sont respectivement sur- et sous-solutions de viscosité, etV est dite solution de viscosité si elle est en outre continue.Remarque A.5 En réalité, toute classe de fonctions-tests, intermédiaire entre C1(R) etC1;2(R), convient indi�éremment à ces dé�nitions (voir par exemple Fleming-Soner [77,Chapitre II, Remark 6.1]).A.3 Problèmes stationnaires du premier ordreDans le cadre d'un problème donné, on mentionnera seulement les variables qui inter-viennent réellement dans ce problème, a�n d'alléger les notations. Nous noterons notam-ment : G(x;V (x);rV (x)) = 0 ; x 2 
 (A.5)pour une équation stationnaire du premier ordre � historiquement les premières pourlesquelles furent introduites les solutions de viscosité, a�n de résoudre des problèmes destabilité et d'unicité des solutions, � posée sur la fermeture 
 =: R d'un ouvert 
 � Rr(r 2 N�). La condition d'ellipticité pourG se réduit alors àG localement bornée, croissante(au sens large) par rapport à son deuxième argument. Dans ce cas, on a les dé�nitionssuivantes équivalentes à A.4.Proposition A.6 La fonction localement bornée V sur 
 est sous-solution, respective-ment sur-solution de viscosité de l'équation stationnaire de premier ordre (A.5), si seule-ment si V semi-continue supérieurement, respectivement inférieurement, et pour toutx 2 
, l'une des deux assertions équivalentes suivantes est véri�ée :a. pour toute ' 2 C1(
) véri�ant V (x) = '(x), et V < ' (indi�éremment, �) ailleurssur 
, respectivement V > ' (indi�éremment, �) :G(x;V (x);r'(x)) � 0 ;respectivement G(x;V (x);r'(x)) � 0 :235



b. pour tout p 2 DV (x) , G(x;V (x);p) � 0 ; (A.6)respectivement pour tout p 2 DV (x) ,G(x;V (x);p) � 0 : (A.7)Preuve En e�et, on montre par exemple (voir Barles [14]) que pour V semi-continuesupérieurement, localement bornée sur 
 :DV (x) = fr' j ' 2 C1(
) et V < ' sur 
 sauf V (x) = '(x)g : (A.8)2Dans ces énoncés, DV (x), respectivement DV (x), désigne le sous-di�érentiel, respec-tivement sur-di�érentiel, de la fonction localement bornée V en x 2 
, c'est-à-dire l'en-semble des p 2 Rr ; tels que :lim inf
3y!x V (y)� V (x)� hp;y � xijy � xj � 0 ;respectivement lim sup
3y!x V (y)� V (x)� hp;y � xijy � xj � 0 :Remarque A.7 Lorsque V est convexe, respectivement concave, DV (x), respectivementDV (x), n'est autre que le sous-di�érentiel, respectivement sur-di�érentiel de V en x, telqu'il est dé�ni en analyse convexe.Au passage,Proposition A.8 Soit V localement bornée sur 
 � Rr (r 2 N�). Pour toute fonction �croissante appartenant à C1(R), pour tout x 2 
 :D(� � V )(x) = �0[V (x)] DV (x) :Preuve Par changement de fonction muette dans (A.8) :D(� � V )(x) = fr(� � ')(x) j � � V < � � ' partout sauf � � V (x) = � � '(x)g= f�0[V (x)]r'(x) j V < ' partout sauf V (x) = '(x)g= �0[V (x)] DV (x) : 2En outre,Proposition A.9 Pour toute famille �nie ('i)i2I de fonctions appartenant à C1(
) etcoïncidant en x 2 
 � Rr (r 2 N�),a. Dmini2I 'i(x) = cofr'i(x)gi2I ;b. Dmini2I 'i(x) = ; s'il existe i et j dans I tels que r'i(x) 6= r'j(x).Preuve Voir par exemple Clarke [52]. 2Les notions de solution classique et de viscosité de (A.5) sont compatibles au senssuivant : si G est continue et que la fonction réelle V sur 
 est di�érentiable en x; alors :� V (x) = V (x) = V (x)DV (x) = DV (x) = frV (x)g :236



Donc V satisfait (A.6), respectivement (A.7), en x si et seulement si G(x;V (x);rV (x)) �0, respectivement � 0.En�n, considérons les équations quasi linéaires suivante dans 
 :�"�V"(x) +G(x;V"(x);rV"(x)) = 0 :Le terme dominant �"�V" apparaît naturellement en mécanique des �uides, où il repré-sente physiquement une viscosité, dotée de propriétés régularisantes. Les limites locale-ment uniformes de solutions (classiques) V" quand " ! 0+ �gurent toujours parmi lessolutions de viscosité de (A.5). D'où le nom de méthode de viscosité évanescente pour ceprocédé d'obtention de solutions par passage à la limite quand le terme de viscosité tendvers 0, et de solutions de viscosité pour ce concept de solutions.Proposition A.10a. Le minimum (respectivement maximum) V , de deux sur-solutions (respectivementsous-solutions) de viscosité, V1 et V2, de (A.5), dont l'une au moins est continue, estencore une sur-solution (respectivement sous-solution) de viscosité de (A.5).b. S'il est continu, le supremum (respectivement in�mum) d'une famille quelconque desous-solutions (respectivement sur-solutions) de viscosité de (A.5), (Vi)i2I, est encoreune sous-solution (respectivement sur-solution) de viscosité de (A.5).Preuve Montrons cette proposition dans le cas des sous-solutions. Le cas des sur-solutionsse traiterait de la même manière.a. Une fonction est semi-continue supérieurement si et seulement si son hypographeest fermé. Donc par axiomatique des fermés, le maximum de deux sous-solutions estsemi-continu supérieurement.Supposons pour �xer les idées V1 continue. Soit x �xé dans 
. Par semi-continuité,on a V1 > V2 dans un voisinage de x si V1(x) > V2(x), donc DV (x) = DV1(x) etG(x;V (x);DV (x)) � G(x;V1(x);DV1(x)) � R� ;si en revanche V1(x) � V2(x), alors (voir plus bas) :DV (x) � DV2(x) ; (A.9)donc G(x;V (x);DV (x)) � G(x;V2(x);DV2(x)) � R� :Justi�ons (A.9). En e�et, pour p 2 DV (x), et y 6= x :V2(y)� V2(x)� hp;y � xijy � xj � V (y)� V (x)� hp;y � xijy � xj ;d'où p 2 DV2(x) par passage à la limite supérieure quand y tend vers x dans 
.b. Si x maximise strictement (à 0) V �' sur 
\B, où ' est une fonction-test de classeC1 sur 
 et B une boule non vide de centre x, soit xn maximisant Vn� ' sur 
\B� un tel xn existe nécessairement, par semi-continuité supérieure de Vn, où (Vn) estune suite de sous-solutions de la famille, telle que Vn(x) tend sans jamais décroîtrevers V (x) quand n tend vers +1.
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Si x0 désigne la limite d'une suite extraite, encore notée xn pour alléger les écritures,alors :V (x)� '(x) = limn!1Vn(x)� '(x) � lim infn!1 Vn(xn)� '(xn) (A.10)� lim supn!1 Vn(xn)� '(xn) � lim supn!1 V (xn)� '(xn) = V (x0)� '(x0);par continuité de V � '.Par unicité du maximum strict, x0 n'est alors autre que x, qui est donc la limite desxn.Les inégalités médianes dans (A.10) entraînent alors :lim supn!1 Vn(xn) � V (x) � lim infn!1 Vn(xn) ;soit V (x) = limn!1 Vn(xn). Alors, par semi-continuité inférieure de G :G(x;V (x);r'(x)) = G( limn!1xn; limn!1Vn(xn); limn!1r'(xn))� lim infn!1 G(xn;Vn(xn);r'(xn)) � 0 ;par non positivité des termes de la séquence dont on prend la lim inf (quitte àconsidérer 'n � ' + Vn(xn) � '(xn), si l'on veut être dans le cadre strict de laProposition A.6.a). 2A.4 Problèmes de Dirichlet ou inéquations variationnelles sta-tionnaires du premier ordreOn spécialise encore l'équation elliptique stationnaire du premier ordre (A.5) en leproblème de Dirichlet ou l'inéquation variationnelle suivants :G(x;V (x);rV (x)) = � H(x;V (x);rV (x)) ; x 2 
V (x)� S(x) ; x 2 �ouG(x;V (x);rV (x)) = H(x;V (x);rV (x)) _ (V (x)� S(x)) ; x 2 
 � Rr ;pour des fonctions continues H 1 et S; � étant une notation pour @
.La fonction V localement bornée, semi-continue supérieurement sur 
, respectivementinférieurement, est alors sous-solution, respectivement sur-solution de viscosité de (A.5),si et seulement si :� H(x;V (x);DV (x)) � R� ; x 2 
H(x;V (x);DV (x)) � R� si V (x) > S(x) ; x 2 �ou H(x;V (x);DV (x)) � R� et V (x) � S(x) ; x 2 
 ;1. Non décroissante par rapport à son deuxième argument.
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respectivement � H(x;V (x);DV (x)) � R+ ; x 2 
H(x;V (x);DV (x)) � R+ si V (x) < S(x) ; x 2 �ou H(x;V (x);DV (x)) � R+ si V (x) < S(x) ; x 2 
 :Véri�ons par exemple que la solution continue U du problème de contrôle de la sectionA.1 � équation (A.2) � est solution de viscosité du problème de Dirichlet stationnairedu premier ordre (A.3). En e�et, U est nulle sur � ; en x = 0 :DU(x) = ; ; DU(x) = [�1;1] ; j DU(x) j �1 � R� ;et sur 
, j rU j= 1.
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Annexe BCalcul StochastiqueLa référence pour cette Annexe est le livre de Karatzas-Shreve [92]. Étant données unetendance, � et une dispersion, �, Borel-mesurables :R � Rd ��! Rd ; R � Rd ��! Rd�r ;� d;r 2 N� , � on appelle solution faible de l'équation di�érentielle stochastique (eds)initialisée en (t;x) 2 R � Rd :dX t;xs = �(s;X t;xs ) ds + �(s;X t;xs ) dWs ; t < s ; (B.1)tout triplet (
;F ;P ), (Fs)t�s, (X t;x;W ) :� (
;F ;P ), espace probabilisé ;� (Fs)t�s, �ltration continue de sous-tribus de F , Ft contenant tous les ensembles deP -mesure nulle ;� (X t;xs ;Fs)t�s, processus continu, adapté, à valeurs dans Rd ; (Ws;Fs)t�s, Brownien r-di-mensionnel, tel que presque sûrement, pour tout t � s :Z st �j�i(�;X t;x� )j + �2ij(�;X t;x� )� d� < +1 ; 81 � i � d; 1 � j � r ;et X t;xs = x + Z st �(�;X t;x� ) d� + Z st �(�;X t;x� ) dW� ; t < s : (B.2)De plus, on parle de solution faible unique en loi en (t;x), si deux solutions faiblesinitialisées en (t;x) ont même loi de probabilité.Si X est solution faible initialisée en (t;x) de (B.1), les intégrales de Lebesgue-Stieltjespar rapport au temps, et stochastique par rapport au Brownien apparaissant dans (B.2)(à t �xé) sont de fait bien dé�nies, fonctions vectorielles continues à variations bornées etmartingales locales continues 1 de leur borne supérieure s, respectivement.On a alors la formule de Itô (multidimensionnelle), valide pour toute fonction � 2C1;2(R � Rd ;R),�(�;X t;x� ) = �(�;X t;x� )+ Z �� �@��+ hr�;�i+ 12Tr[(H�)��T ]� (�;X t;x� ) d�+ Z �� hr�;�dW� i(�;X t;x� ) ; t � � � � :1. L'intégrale stochastique est même une martingale de carré intégrable, si � est continue bornée.241



� @� dérivée partielle par rapport au temps, r et H gradient et matrice Hessienne enespace.Ou encore, en notant k X k2A� XTAX:�(�;X t;x� ) = �(�;X t;x� ) + Z �� @��(�;X t;x� ) d�+ Z �� hr�(�;X t;x� );dX t;x� i + 12 Z �� k dX t;x� k2H�(�;Xt;x� ) ; t � � � � :en utilisant la table de multiplication formelle suivante :d� dW 1� dW 2�d� 0 0 0dW 1� 0 d� �d�dW 2� 0 �d� d�si W 1 et W 2 sont des Browniens unidimensionnels, de corrélation d < W 1;W 2 >�= �d�(� = 0 si W 1 et W 2 sont indépendants).Si de plus dY t;ys = �(s;Y t;ys ) ds + �(s;Y t;ys ) dW 0s ; t < s(hypothèses analogues sur Y et sur X), alors avec la même table, dans le cas d = 1 [92,Théoreme 3.3.6 et Problème 3.3.12] :X t;x� Y t;y� = X t;x� Y t;y�+ Z �� X t;xs dY t;ys + Z �� Y t;ys dX t;xs + Z �� dX t;xs dY t;ys ; t < � � � :En�n, toujours si d = 1, et dans le cas stationnaire X t;x � Xx, on a pour �(Xx)convexe, non nécessairement de classe C2, une généralisation de la formule de Itô, utilisantla notion de temps local d'une semi-martingale continue; voir Karatzas-Shreve [92, �3.7]et usage dans la Partie IV de cette thèse, �4.1.Il existe également des formules de Itô intégrées, valides pour des fonctions � à régu-larité moindre que ci-dessus; ; voir par exemple Bensoussan-J.L. Lions [24, �8.3] et usagedans la Partie IV de cette thèse, �7.2.2 et 7.3.3.
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Annexe CFormules explicites dans le modèle deBlack-ScholesCette Annexe regroupe les formules explicites utilisées dans le modèle de Black-Scholes :dSt = St (rdt + �dWt) ; t > t0 ; St0 = S0 ; (C.1)r et � constantes � 0,W Brownien standard sous la probabilité risque-neutre P . Pour plusde détails, on renvoie par exemple à Black-Scholes, El Karoui, Karatzas-Shreve [36, 69, 92].On notera : � := �pt� t0 ; z � z(S) := ln( SS0 )� (r � �22 )(t� t0) :Proposition C.1 Dans le modèle de Black-Scholes précédent :a. l'eds (C.1), admet la solution explicite :St = S0 exp[�Wt + (r � �22 )(t� t0)] ;Wt étant initialisé en t0 ;b. la densité l de la loi de St, conditionnellement à la phase initiale (t0;S0); vaut :lt0;S0(t;S) = e� z22�2S�p2� ; (C.2)de dérivée logarithmique par rapport à S (changée de signe) :ht0;S0(t;S) = �@S lt0;S0(t;S)lt0;S0(t;S) = 1S �1 + z�2� ;c. cette densité, continûment actualisée au taux r, e�r(t�t0)lt0;S0(t;S); n'est autre que lafonction de Green Gt0;S0(t;S) du processus St, ou solution fondamentale de l'équationde Black-Scholes en variables (t0;S0).Preuvea. Véri�cation par calcul direct, en utilisant la formule de Itô.b. L'événement fSt � Sg, ou f�Wt � z(S)g, a lieu avec la probabilité :1p2�� Z z(S)z=�1 e� z22�2 dz ;243



soit Z SS=0 1S�p2�e� z(S)22�2 dS ;après le changement de variable suivant :z = z(S); dz = dSS :L'intégrande fournit alors la densité de probabilité de transition de de S0 à S entret0 et t. La dérivée logarithmique s'en déduit par calcul immédiat.c. Voir par exemple Karatzas-Shreve [92, �5.7.B] ou Friedman [81, Chapter 6]. 2Intégrant par rapport au noyau l; il est souvent possible de calculer explicitement desprix d'options. Ainsi :Proposition C.2 Étant donnés les échéances t, le prix d'exercice K et la phase courante(t0;S0), les prix de l'option digitale, Dt;K(t0;S0), du call européen, �t;K(t0;S0) (formulede Black-Scholes) et du call européen up out au niveau constant H, �t;K;H(t0;S0), sontdonnés par les formules suivantes :Dt;K(t0;S0) = e�r(t�t0)N (�z(K)� ) ;�t;K(t0;S0) = S0N (�� z(K)� )�Ke�r(t�t0)N (�z(K)� )= �t;K;H(t0;S0) + �S0N (�� z(H)� )�Ke�r(t�t0)N (�z(H)� )��S0�HS0�2� �N (� + z(H2=K)� )�N (� + z(H)� )�+Ke�r(t�t0)�HS0�2(��1)�N (z(H)� )�N (z(H2=K)� )� ;où � � r�2 + 12 .Preuve En e�et, Dt;K(t0;S0) = e�r(t�t0)Et0;S0P 1fSt�Kg= e�r(t�t0)P t0;S0(St � K)= e�r(t�t0)N (�z(K)� ) :Pour la formule de Black-Scholes et le prix de l'option à barrière, on renvoie à Black-Scholes, El Karoui, Carr-Ellis, Ritchken [36, 69, 50, 119]. 2Remarque C.3 La formule de Black-Scholes ne fait pas intervenir le rendement du sous-jacent sous la probabilité réelle, historique, Q: Ainsi, du point de vue de l'évaluation et dela couverture des options, tout se passe dans ce modèle comme si le sous-jacent évoluaitréellement au taux moyen r dans la probabilité risque-neutre P; sous laquelle le prix del'option égale l'espérance actualisée au taux r de son gain terminal. Il peut être renducompte de ce résultat par le recours au modèle élémentaire discret suivant (modèle de244



Cox-Ross, voir aussi Hull, Lamberton-Lapeyre [57, 85, 100]), qui s'interprète comme uneétape en temps du modèle de Black-Scholes discrétisé.On considère une action de valeur initiale 2 et �nale 1 ou 3, et un call européen sur cetteaction d'échéance terminale et prix d'exercice 2. On cherche à déterminer la valeur initiale� de ce call. Moyennant l'apport initial 2���; correspondant à un portefeuille comportantun call de vendu pour � actions d'achetées, un investisseur réalise le gain terminal 3�� 1ou �, soit 1/2 avec certitude si � = 1=2: D'où 1 � � = 1=2, sous l'hypothèse d'absenced'opportunité d'arbitrage, le taux court de l'économie r étant supposé nul, pour simpli�er ;et ce résultat est indépendant des probabilités des événements 1 ou 3.
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Annexe DConsistance des schémasPreuve du Théorème 3.4, Partie III.Étant donnée une fonction-test � 2 C1(R2), telle que pour k; l 2 N :j@k+ltkyl�j < C k! l! ; (D.1)on a, avec des notations évidentes :�nm � �n��m��t = @t�n��m + ��t2 @2t2�n��m + (��t)26 @3t3�(dn;ym) ;�n��m � �n�1m(1� �)�t = @t�n��m � (1� �)�t2 @2t2�n��m + ((1� �)�t)26 @3t3�(gn;ym) ;�n��m+1 � �n��m�y = @y�n��m + �y2 @2y2�n��m + (�y)26 @3y3�n��m + (�y)34! @4y4�(tn��;dm) ;�n��m � �n��m�1�y = @y�n��m � �y2 @2y2�n��m + (�y)26 @3y3�n��m � (�y)34! @4y4�(tn��;gm) ;par les formules de Taylor à l'ordre 3 en temps et 4 en espace, appliquées à � au point(tn��;ym), où tn�� := t0 + (n� �)�t et ym := y0 +m�y. D'où :(�y)�2�2y2�n��m = @2y2�n��m + (�y)24! �@4y4�(tn��;dm) + @4y4�(tn��;gm)� ; (D.2)A := (�t)�1(�nm � �n�1m ) + �2(�y)�22 �2y2�n��m � �@t�n��m + �22 @2y2�n��m �= (2� � 1)�t2 @2t2�n��m+ (�t)26 ��3@3t3�(dn;ym) + (1� �)3@3t3�(gn;ym)�+�22 (�y)24! h@4y4�(tn��;dm) + @4y4�(tn��;gm)i : (D.3)En notant de plus : �n;� := ��n�1 + (1� �)�n ; � := (�y)�2�2y2� ;il vient par linéarité :�n;� = �n�� + (1� �)(�n � �n��) + �(�n�1 � �n��) ;247



(�y)�2�2y2�n;�m= �n��m + (1� �)(�nm � �n��m ) + �(�n�1m � �n��m )= �n��m + (1� �) (��t)22 @2t2�(rn;ym) + � ((��1)�t)22 @2t2�(ln;ym) ; (D.4)par les formules de Taylor à l'ordre 2 en temps, appliquées à � en (tn��;ym). En e�et, parlinéarité, � est in�niment dérivable en temps comme �. De plus pour tout k 2 N , on apar linéarité et formules de Taylor en (t;ym), cf. (D.2) :@ktk�(t;ym) = (�y)�2�2y2@ktk�(t;ym)= @2y2(@ktk�)(t;ym) + (�y)24! �@4y4(@ktk�)(t;rm) + @4y4(@ktk�)(t;lm)�= @k+2tky2�(t;ym) + (�y)24! h@k+4tky4�(t;rm) + @k+4tky4�(t;lm)i :D'où, d'après (D.1) : j@ktk�(t;ym)j � 2C (1 + (�y)2)k! : (D.5)Si � satisfait à présent l'équation de la chaleur, l'erreur de troncature du �-schéma(3.20) vaut alors :E = (�t)�1(�nm � �n�1m ) + �2(�y)�22 �2y2�n;�m � �@t�n��m + �22 @2y2�n��m �= A+ �22 �(�y)�2�2y2�n;�m � �n��m �= (2� � 1)�t2 @2t2�n��m + (�t)26 ��3@3t3�(dn;ym) + (1� �)3@3t3�(gn;ym)�+�22 (�y)24! �@4y4�(tn��;dm) + @4y4�(tn��;gm)�+�22 �(1� �)2 (�t)2 ��@2t2�(rn;ym) + (1� �)@2t2�(ln;ym)� ;d'après (D.3) et (D.4). D'où :jEj � C�j2� � 1j�t+ ��3 + (1� �)3� (�t)2 + �2(�y)2 + �2�(1� �)(�t)2 �1 + (�y)2� � ;d'après (D.1) et (D.5). 2Preuve du Théorème 6.1, Partie III.La consistance et la précision sont analogues, en plus simple, à la Preuve précédente(formule de Taylor), en utilisant conjointement l'équation de la chaleur :@t� + �22 @2y2� = 0 ;et l'équation dérivée : @2t2� � ��22 �2 @4y4� = 0 ;véri�ées par une solution régulière �. Par ailleurs, le schéma se réécrit �nm =Pj`j�2 �j`j�n+1m+`,où � constitue une pondération (positive, de somme un) sous la condition (0 �)� � 1. Ona alors la stabilité. 2248



Annexe EDétail des conditions d'expériencesnumériquesOn rappelle Tableau E.1 les valeurs numériques utilisées par défaut pour les expériencesnumériques par di�érences �nies présentées dans la Partie III de cette thèse.r � t0 S0 T K H10% 20% 0 100 1 100 120Tab. E.1 � Récapitulatif des valeurs par défaut des paramètresEn outre, on a fait les choix suivants :Type de maillage : régulier en variables logarithmiques, exponentiel en variables cen-trées ;Localisation : f = 4;5, sauf f = p2NT pour le schéma explicite (voir �3.3) ;Conditions aux bords : Dirichlet et Neumann naturelles (� = ' et @n' actualisées autaux r) sur les parties explicites et implicites des schémas, respectivement.Le Tableau E.2 indique les choix restants (s'il en est) et exceptions à ces valeurs numé-riques.
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Changementde variable Localisation Schéma Tailles dumaillageexplicite 50� 101Call européen(�4.1, Figure 4.1) centrant implicite 50� 101Crank-Nicholson 50� 101Call européen(�4.1, Figure 4.2) centrant petit/moyen/grand domaine Crank-Nicholson 50� 101Call européen(�4.1, Figure 4.3) centrant Crank-Nicholson 50� 101100� 201100� 399explicite 70� 71Barrière droiteS � H (�4.2.1) logarithmique y = h := ln(H) implicite 70� 71Crank-Nicholson 50� 71Barrière courbeHt := HS0 e�r(t�t0)r = 0 puis r = 20%(�4.2.1) ; xt = Ht Crank-Nicholsonadapté àla barrière 100� 151Barrière courbeHt := HS0 e�r(t�t0);r = 0 puis r = 20%(�4.2.2) logarithmiquey := ln(x);et changement defonction inconnue yt = 2ht � ytoù ht := ln(Ht) Crank-Nicholsonprolongé parantisymétrie 100� 151Trotter explicite 500� 1001200� 201Put américain(�4.3) centrant Trotter implicite 200� 201TrotterCrank-Nicholson 500� 1001200� 201Digitaler = 0 (�4.4) logarithmique Crank-Nicholson 50� 101100� 399Modèle àvolatilitéstochastique(�4.5) centrant en S,x = SS0 e�r(t�t0);pas de changementen y implicite dans lesdeux directions suc-cessives d'espace 52� 140�40Tab. E.2 � Conditions d'expériences numériques
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Annexe FEspaces de Sobolev sur bandes du planLe Théorème suivant regroupe les principales propriétés des espaces de Sobolev surbandes du plan, utilisés pour modéliser le problème de calibration lissée (Partie IV decette thèse). On démontre ces propriétés, à l'aide des propriétés analogues (mot pourmot), classiques sur demi-plans ouverts (voir par exemple Larrouturou-P.L. Lions [102],Bensoussan-J.L. Lions [24]).Théorème F.1 
 =]t0;T [�R (t0 < T ), p 2 [2;+1[.a. H1(
) s'injecte continûment dans Lp(
);b. D(
) dense dans Lp(
), H1(
), H2(
).c. L'application D(
)�D(
) 3 (u;v) 7! (uj@
;@nvj@
) 2 C0(@
)2 \ L2(@
)2 (normaleextérieure n à @
), admet un unique prolongement linéaire continu de H1(
) �H2(
) dans L2(@
)2, dit trace, noté (pour (u;v) 2 H1(
) � H2(
)) (u;v) �(0(u;v);1(u;v)). De plus, (u;v) ne dépend que de la restriction de (u;v) à unedistance arbitrairement faible de @
.d. L'image de  est dense dans L2(@
)2, et on a la formule de Green, dite généralisée,suivante, pour tout (u;v) 2 H1(
)�H2(
)� Z
 u (�v) = Z
rurv � Z@
(0u)(1v) :Preuve Comme annoncé, on se ramène (par troncature et symétrie) aux énoncés ana-logues valides sur demi-plans ouverts, e.g. 
1� =]t0;+1[�R, 
1+ =]�1;T [�R. À cette �n,on introduit sur R des poids ��(t), �+(t), non négatifs, de somme un, réguliers, j�0�j � C 0,j�00�j � C 00, ��(+) nul à droite (gauche) d'un voisinage de T (t0) (compris).Pour toute (classe de) fonction(s) u sur 
, on dé�nit alors u+=u�, prolongée de u par0 à 
1�=+. On a alors les inégalités suivantes, ainsi que celles déduites en changeant + en� : k ��u+ kLp(
1� ) � k u kLp(
) ; u 2 Lp(
)k ��u+ kH1(
1� ) � (1 + C 02)1=2 k u kH1(
) ; u 2 H1(
) (F.1)k ��u+ kH2(
1� ) � C k u kH2(
) ; u 2 H2(
) ;C � C (C 0, C 00). Montrons par exemple (F.1) (les deux autres inégalités se montreraient dela même manière). En e�et, pour u 2 H1(
), on véri�e sur des fonctions-tests (��u+)0 ��0�u+ + �(u0)+ 2 Lp(
1� ), puisk ��u+ k2H1(
1� ) = k ��u k2H1(
) = Z
(��u)2 + k r(��u) k2� Z
(1 + C 02) u2 + (@tu)2 + (@yu)2 � (1 + C 02) k u k2H1(
) :251



a. Des injections analogues valides sur demi-plans ouverts 
1�=+, on déduit en e�et :k u kLp(
) = k ��u+ �+u kLp(
)� k ��u kLp(
) + k �+u kLp(
)= k ��u+ kLp(
1� ) + k �+u� kLp(
1+ )� Cp k ��u+ kH1(
1� ) + Cp k �+u� kH1(
1+ )� 2 (1 + C 02)1=2 Cp k u kH1(
) ;par (F.1).b. On présente la preuve pour H1(
), les deux autres cas admettant des preuves ana-logues. Soit donc u 2 H1(
). Par les énoncés de densité analogues valides sur 
1�=+,il existe alors u�=+n , telles que D(
1� ) 3 u�n ! ��u+ dans H1(
1� ) quand n ! 1,et idem en changeant + et �. Alors, D(
) 3 (u�n + u+n )j
 =: un ! u dans H1(
).En e�et,k u� un kH1(
) � k ��u� u�n kH1(
) + k �+u� u+n kH1(
)� k ��u+ � u�n kH1(
1� ) + k �+u� � u+n kH1(
1+ ) ;qui tend vers 0 par hypothèse.Dans les points c et d suivants de cette Preuve, on notera �� � ft0g � R, �+ �fTg � R.c. Soient �=+ � (�=+0 ;�=+1 ) les prolongements analogues existant sur 
1�=+.(u;v) � (�0 (��u+);�1 (��u+)) sur ��, et idem en changeant + et � sur �+ ((u;v) 2H1(
) � H2(
)), fournit un prolongement linéaire continu du type souhaité (parpropriétés analogues de �=+ et propriétés de ��=+ vues en tête de cette Preuve),unique en son genre par b.d. Alors, d'après les résultats analogues valides sur demi-plans ouverts 
1�=+, puis parconstruction de  vue au c: �(u;v) ne dépend que de la restriction de (u;v) dans unebande arbitrairement étroite au-delà de t0 ((u;v) 2 H1(
1� )�H2(
1� )), et résultatanalogue pour (u;v) restreinte à �� ((u;v) 2 H1(
) � H2(
)), et, (par symétrie)résultats symétriques en T .Fort de ceci, montrons les densités annoncées, à partir de celles, analogues, validesdans 
1�=+. Étant donnée (u;v) 2 L2(@
)2, notons u�=+ � uj��=+ et idem pour v. Ilexiste donc (u�=+n ;v�=+n ) 2 H1(
1�=+) � H2(
1�=+), telles que �(u�n ;v�n ) ! (u�;v�)dans L2(��)2 quand n!1, et idem en changeant � et +.Alors, (��u�n ;��v�n ) et (u�n ;v�n ) appartiennent toutes deux à H1(
1� )�H2(
1+ ), etcoïncident dans une bande à droite à partir de t0. De même, (u�n ;v�n ) et (un;vn) :=��(u�n ;v�n )+�+(u+n ;v+n ) (restreintes à 
) appartiennent toutes deux àH1(
)�H2(
),et coïncident dans une bande à droite à partir de t0. Donc, sur ��,(un;vn)j
 = (u�n ;v�n )j
= (�0 (��u�n );�1 (��v�n ))= (�0 u�n ;�1 v�n ) ;qui par hypothèse tend vers (u�;v�) dans L2(��)2 quand n ! +1. Et on peutraisonner symétriquement en T . Alors, par recollement, (un;vn)j
 ! (u;v) dansL2(@
)2 quand n! +1.La formule de Green se prouve alors par densité, à partir des formules classiquespour (u;v) 2 D(
)2. 2252



Annexe GFonctions monotones sur bandes duplanDans le plan, de point courant (t;y), on dé�nit une bande 
, produit d'un intervalleouvert non vide fois R.Dé�nition G.1 Étant donnée une bande 
, on introduit l'ensemble, M(
), des (classesde) fonctions u 2 H1(
), telles que @tu � 0.Ce qui suit rassemble les propriétés utiles pour la calibration lissée (Partie IV decette thèse) des fonctions u 2 M(
). On verra notamment (Corollaire G.5.a) qu'unetelle fonction est nécessairement continue. La référence pour cette Annexe est l'article deLebesgue [103].Lemme G.2 Bande Q. Pour toute suite de fonctions un 2 L2(Q) équi-uniformémentcontinues sur Q, n 2 N (module !), pour toute suite (tn;yn) de points de Q, on a:a (n 2 N). un(tn;yn) borné si k un kL2(Q) borné ;b (n! +1). un(tn;yn)! 0, si k un kL2(Q)! 0.Preuve En e�et, pour tout " > 0, il existe C > 0, telle quejun(tn;yn)j � " _ �C k un kL2(Q)� ; n 2 N(en vertu du module !). Donc, jun(tn;yn)j � " préalablement �xé > 0 si k un kL2(Q)� "=C,ce qui est réalisé pour n assez grand dans le cas b, tandis qu'on obtient dans le cas a, pour" � "0, n 2 N :jun(tn;yn)j � "0 _ �C k un kL2(Q)� � "0 _ �C supm k um kL2(Q)� : 2Lemme G.3 Bandes 
, Q; Q � 
. R 2 R. Alors pour toute u 2 M(
) telle quek ru kL2(
)� R, il existe une suite de fonctions,un 2 M�Q + 
2 � \ C1�Q+ 
2 � :� équi-bornées, équi-uniformément continues sur Q, n 2 N (module !R � !(
;Q;R));� convergeant localement uniformément sur Q vers (un représentant continu, qui existe,de) u quand n! +1. 253



Preuve On rappelle (voir par exemple Brézis [41, Théorème IV.15])k f ? g kL2(R2) � k f kL1(R2) k g kL2(R2) (G.1)(convolution ?, f 2 L1(R2), g 2 L2(R2)). Soit alors un � �n ? u sur Q+
2 , la convolée aurang n de u, moyennant une suite régularisante �n à support � B�, � := 12d(
;Q). Alors(Brézis [41]):� Pour n 2 N , un 2 C1(Q+
2 ), run = �n ?ru (notamment, @tun = �n ? @tu � 0), d'où parapplication de (G.1) à f � �n, g = ~u (~u � u prolongée au plan par 0)�k un kL2(Q)�� k un kL2(Q+
2 ) � k u kL2(
) (G.2)k run kL2(Q+
2 ) � k ru kL2(
) � R ; (G.3)d'où, (voir détail plus bas) un équi-bornées, équi-uniformément continues sur Q (module!R � !(
;Q;R));� quand n! +1, un converge vers u dans H1(12(Q + 
)). Notant ~u et r~u dans L2(R2)les prolongées respectives de u et de ru au plan par 0, on a en e�et :k �n ? u� u kL2( 12 (Q+
)) = k �n ? ~u� ~u kL2( 12 (Q+
)) � k �n ? ~u� ~u kL2(R2) ;qui, par le résultat classique sur le plan, tend vers 0 quand n! +1, et idem avec ru etr~u à la place de u et ~u.(Toute extraction de) un admet alors une extraction localement uniformément conver-gente sur Q (Arzela-Ascoli), vers une limite qui ne saurait être que u (unicité des limitesdans L2;loc(Q)).Détaillons pour �nir l'assertion plus haut. Par Lebesgue [103, Théorème 10 (Preuve) etsa Remarque 3], l'intégrale de Dirichlet de u 2 M �Q+
2 �\C1 �Q+
2 �, I(u) �k ru k2L2(Q+
2 ),contrôle l'oscillation " de u sur toute boule B�(t;y), 0 < � < �, (t;y) 2 Q:I(u) � 12� ln� ��� "2 : (G.4)En e�et, par non croissance en temps, l'oscillation de u égale au moins " sur toutcercle @B�(t;y), � � � < � (voir Figure G.1; par hypothèse, il existe deux points A et Bde B�(t;y) tels que u(A) � u(B)� "; alors, par non croissance en temps, u(A�) � u(A) �u(B)� " � u(B�)� "). Il vient alors, en passant en coordonnées polaires de centre (t;y):A� � (�;�(�)) ; B� � (�;�0(�)) ; u(s;x) � û(�;�) ;j@�ûj = � ������ cos �sin � � ;� �@xu@su ������ � � k ru k ;I(u) � ZB�(t;y) k ru k2� Z ��=� d�� Z �0(�)�=�(�) (@�û)2 d� ;où (paraphrasant Lebesgue [103, p. 388]) le minimum de l'intégrale simple R �0(�)�=�(�)(v0)2d�,v(�(�)) = û(A�), v(�0(�)) = û(B�), � s'obtient, soit par un calcul élémentaire, soit par254



l'emploi du calcul des variations. Il correspond à une fonction linéaire en � et sa valeurest � (û(B�)� û(A�))2�0(�)� �(�) � "22� ;d'où (G.4). Il vient alors d'après (G.3), notant MR(
;Q) = fu 2 M �Q+
2 � \ C1 �Q+
2 �,k ru kL2(Q+
2 )� Rg :supn2N;(t;y)2Q oscB�(t;y)un � supu2MR(
;Q);(t;y)2Q oscB�(t;y)u=: !R(�) ! 0quand � ! 0+.Les un sont donc équi-uniformément continues sur Q (module ! � !(
;Q;R)) � etdonc équibornées, par (G.2), Lemme G.2.a. 2B�(t;y)A
B(t;y)B�

A�
B�(t;y)

Fig. G.1 � L'argument de LebesgueLe Lemme précédent se reformule en le Théorème suivant.Théorème G.4 (d'après Lebesgue [103, Théorème 10]) Bandes 
, Q; Q � 
.a. Les fonctions u 2 M(
), dont l'intégrale de Dirichlet n'excède pas un réel �xé R(k ru kL2(
)� R), sont équi-uniformément continues sur Q (module !R � !(
;Q;R)).b. i. Celles, dont la norme k u kH1(
) toute entière n'excède pas R, sont en outreéquibornées sur Q, supQ juj � CR (CR � C(
;Q;R)),ii. et on peut prendre CR ! 0 avec R, à 
 et Q �xés.Preuve a est contenu dans le Lemme G.3. b.i (ii) résulte, sachant a, du Lemme G.2.a (b)(immédiat par l'absurde). 2Corollaire G.5 Bande 
 � I � R. Pour toute u 2 M(
),a. u est (uniformément) continue, sur (toute bande Q telle que Q �) 
;255



b. limjyj!+1 u(t;y) = 0, uniformément en t 2 tout segment J � I.Preuve u étant �xée dans M(
),a. faire varier Q dans le Théorème G.4.a précédent;b. u 2 L2(Q), uniformément continue sur Q � J � R. Le résultat est alors classique.2Corollaire G.6 Bande 
.a. Toute suite bornée dans H1(
), de fonctions un 2 M(
), admet une extractionconvergeant H1(
)-faiblement / uniformément sur les compacts intérieurs à 
.b. Toute convergence dans H1(
)-faible, de fonctions un 2 M(
), est uniforme sur lescompacts intérieurs à 
.Preuvea. un, bornée dans H1(
), admet une extraction un0 convergeant dans H1(
)-faible(compacité faible des boules fermées de H1(
)) / L2;loc(
) (Rellich-Kondrakov), versune limite u. Puis, pour tout compact K � une bande Q entièrement intérieure à
, un0 est équibornée, équi-(uniformément) continue sur Q (Théorème G.4.b.i), d'oùextraction un00 uniformément convergente sur K (Arzela-Ascoli), vers une limite quine saurait être que u(jK) (unicité des limites dans L2(K)). On conclut alors en faisantvarier le compact K � 
, par extraction diagonale (loisible sur l'ouvert Euclidien,�-compact, 
).b. En e�et, (toute extraction de) un admet une extraction convergeant uniformémentsur les compacts intérieurs à 
 (d'après Banach-Steinhaus et a), vers la limite H1(
)-faible (Rellich-Kondrakov et unicité des limites dans L2;loc(
)). 2En�n on note le résultat classique suivant (indépendant de la structure de bande planede l'ouvert Euclidien 
).Lemme G.7 Si u 2 H1(
) (ouvert Euclidien 
), alors u+ 2 H1(
), k u+ kH1(
)�ku kH1(
), avec égalité si et seulement si u � 0, 
-p.p.Preuve (Par convergence dominée de u2=p"+ u2 vers juj quand " ! 0, on montreraitclassiquement, en intégrant par parties) juj 2 H1(
),rjuj = sgn(u) ru ;d'où u+ 2 H1(
),ru+ = 1 + sgn(u)2 ru; k ru+ kL2(
) � k ru kL2(
) :Comme de plus ju+j � juj, on a donc bienk u+ kH1(
) � k u kH1(
) ;l'égalité entraînant notamment ju+j = juj (soit u+ = u), 
-p.p. 2
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Annexe HMise en ÷uvre pratique de lacalibrationPour les résolutions numériques d'edp d'évaluation de call utilisées dans la calibration(Partie IV de cette thèse), on a utilisé le solveur SNOO� (Solveur Numérique OrientéObjet) de la CAR. Celui-ci a fait l'objet de plusieurs notes techniques, dont une docu-mentation [55], un descriptif [25] et un benchmark numérique en précision (Partie III).SNOO� permet de factoriser la discrétisation par di�érences �nies de plusieurs équa-tions paraboliques de même opérateur, quelles que soient leurs conditions limites ou auxbords, ou d'éventuels termes sources. SNOO� permet en outre de mettre en ÷uvre di�é-rents choix en termes de changement de variables, de localisation et type de maillage, etde schémas numériques. Reprenons les points qui concernent spéci�quement la calibration� renvoyant au livre de Morton-Mayers [112] ou à la Partie III de cette thèse sur un plangénéral.H.1 Changement de variables logarithmiqueOn quali�e de logarithmique le changement de variables suivant :� y = ln(S) ; ��(t;y) = �(t;S) ; ��(t;y) = �(t;S)@t� = @t �� ; S@S� = @y �� ; S2@2S2� = @2y2 ��� @y �� :La dynamique (2.1) et l'équation de Black-Scholes (2.2) s'écrivent en variables logarith-miques: dyt = (r � q � ��22 ) dt+ �� dWt ; y0 := yt0 = ln(S0) ; (H.1)( @t �� + (r � q � 12 ��2)@y �� + 12��2@2y2 �� = r �� ; t < T��(T;y) = (ey �K)+ :De même, l'équation de Dupire (3.5) devient après changement k � ln(K) :8<: @T ��T;k � (q � r � ��2(T;k)2 )@k ��T;k � ��2(T;k)2 @2k2 ��T;k + q ��T;k = 0 ; T > t0��t0;k(t0;y0) = (S0 � ek)+ :On a ainsi éliminé les dégénérescences en S = 0 ou K = 0.
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H.2 �-schémasSNOO� o�re en outre le choix entre les di�érents �-schémas par di�érences �nies,notamment explicite de type arbres (� = 0), implicite (� = 1) ou de Crank-Nicholson (� =12) 1. Pour les expériences numériques relatives à la calibration, on a utilisé le schéma deCrank-Nicholson. En e�et, sa partie implicite garantit la stabilité, et assure une précisionuniforme sur le maillage. Or nos calculs de dérivées variationnelles utilisent les valeurscourantes de la fonction de Green et des dérivés secondes en espace des prix de call entout point du maillage. De plus, ce schéma est précis à l'ordre deux. Cette précision et lastabilité inconditionnelle permettent de prendre moins de pas en temps, sans préjudice deconvergence ou de précision.H.3 Localisation et maillageLes choix du schéma numérique de Crank-Nicholson et du changement de variablelogarithmique orientent à leur tour ceux du maillage et de la localisation. On choisitclassiquement un maillage régulier en variables logarithmiques. De plus, on localise nosproblèmes sur des domaines rectangulaires, d'amplitude en temps T � t0 (T plus grandeéchéance d'un call utilisé pour calibrer), et d'amplitude en espace basée sur les écarts deplus ou moins 4:5�0pT � t0 du Brownien au bout d'un temps T � t0. En�n, on choisit desconditions aux bords naturelles de Dirichlet, � � ' (actualisé), sur les parties explicitesdes schémas, et Neumann, @n� � '0 (idem), sur les parties implicites.

1. Voir [112] ou �3.2, Partie III. 258
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RésuméCette thèse présente une combinaison de techniques d'équations aux dérivées partielleset de probabilités, au service de divers problèmes de Mathématiques Appliquées. Desméthodes de régularisation permettent d'aborder ces problèmes au plan numérique.La première partie, �Jeux Di�érentiels�, a pour objet la détermination, numériquenotamment, des barrières (discontinuités) des jeux de poursuite évasion, via l'introductionde jeux auxiliaires en distance minimum. On propose un schéma numérique sur maillagedestructuré pour les solutions de tels jeux. L'approche numérique est ensuite validée sur unjeu résolu analytiquement. On établit en�n un résultat de convergence par des méthodesprobabilistes `à la Kushner' pour des problèmes de jeux di�érentiels.La deuxième partie, �Mathématiques Financières�, traite de méthodes numériques paréquations aux dérivées partielles en �nance � méthodes directes, dont l'étude de condi-tions aux bords transparentes ou d'un put américain sur moyenne arithmétique, et inverses,avec l'étude d'un problème de calibration de la dynamique d'un sous-jacent à partir desprix des produits dérivés observés sur les marchés. Si le problème de calibration pure estsous-déterminé, il devient en revanche bien posé par régularisation harmonique, dans uneapproche de type Tikhonov, comme il découle de propriétés qualitatives des prix de callet de bornes quant à leurs sensibilités dans un modèle de Black-Scholes à volatilité locale.Mots-Clefs : Jeu di�érentiel, (in-)équation d'Isaacs, barrière, solution de viscosité, schémanumérique, maillage destructuré, chaîne de Markov, servomécanisme.Option à barrière, put asiatique, di�érences et éléments �nis, équations de Black-Scholes et Dupire, calibration, problème inverse, solution forte, estimations a priori, fonc-tion de Green, analyse de perturbations.AbstractThis PhD Dissertation presents a combination of techniques of partial di�erential equa-tions and probabilities, to the bene�t of various problems in Applied Mathematics. Regu-larization methods allow to tackle these problems from the numerical viewpoint.The �rst part, �Di�erential Games�, deals with the determination, numerical especially,of the barriers (discontinuities) of pursuit evasion games, through the introduction ofauxiliar games in minimum distance. One proposes a numerical scheme on unstructuredmesh for the solution of such games. Afterwards the numerical approach is validated onan analytically resolved game. Lastly a convergence result using probabilistic tools in theKushner way is established for di�erential games.The second part, �Mathematical Finance�, is about numerical methods by partial dif-ferential equations in Finance � direct methods, among which, the study of transparentboundary conditions or of an american put on arithmetical average, and inverse ones,with the study of a problem of calibration of the dynamics of an underlying asset, on theprices of the derivatives observed on the markets. Whereas the pure calibration problemis under-determined, it becomes on the other hand well-posed through harmonic regulari-zation, following a seminal approach of Tikhonov, as it follows from qualitative propertiesof the call prices and from bounds as for their sensitivities in a Black-Scholes model withlocal volatility.Keywords : Di�erential game, Isaacs (in-)equation, barrier, viscosity solution, numericalscheme, unstructured mesh, Markov chain, servomecanism.Barrier option, Asian put, �nite di�erences and elements, Black-Scholes and Dupireequations, calibration, inverse problem, strong solution, a priori estimates, Green funtion,perturbation analysis.


