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Analyses multi-résolutions
non orthogonales, commutation
entre projecteurs et derivation

et ondelettes vecteurs
a divergence nulle

Pierre Gilles Lemarie-Rieusset

Résumé. La compatibilité de la notion d’analyse multi-résolution
non orthogonale avec la dérivation (exprimée par la formule de commu-
tation) permet de construire une analyse multi-résolution de L%(R™)"
adaptée a I’étude des fonctions vecteurs a divergence nulle. Cela permet
en particulier la construction de bases inconditionnelles d’ondelettes
vecteurs a divergence nulle et a support compact.

Abstract. The notion of non-orthogonal multi-resolution analysis
and its compatibility with differentiation (as expressed by the commu-
tation formula) lead us to the construction of a multi-resolution analysis
of L2(R™)™ which is well adapted to the approximation of divergence-
free vector functions. Thus, we obtain unconditional bases of compactly
supported divergence-free vector wavelets.
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Introduction.

G. Battle a récemment annoncé [1], [2] la construction de bases
orthonormées d’ondelettes vectorielles & divergence nulle et P. Feder-
bush a montré comment utiliser ces bases dans 1’étude des solutions
de ’équation de Navier-Stokes [9]. Cependant, si ces bases s’averent
utiles théoriquement, elles ne sont guére pratiques d’un point de vue
numeérique en ’absence de transformations rapides associées.

Nous nous proposons ici d’aborder la représentation des fonctions
vectorielles a divergence nulle sous une autre approche. Nous intro-
duirons une analyse multi-résolution non-orthogonale de LZ(R")™ tout
entier, de sorte que les projecteurs obliques associés ﬁj permettront
I’approximation des fonctions vectorielles quelconques (localement dans
L*(R™)™) et leur transformation rapide en ondelettes (obliques); cepen-
dant le choix spécifique de notre analyse multi-résolution assurera que si
V. f: 0 alors V- ﬁj(f) = 0, de sorte que le processus d’approximation
f—) (ﬁj(f))jez sera un processus interne pour ’espace des fonctions a
divergence nulle. Cela se traduira par 'existence de bases incondition-
nelles d’ondelettes vecteurs a divergence nulle (a support compact).

Notations: Pour une fonction g définie sur R™ on notera

(1) §(é) :/ g(z)e™*¢dz  (transformée de Fourier),

(2)  giu(z) =2"?g(272 — k) (translatée-dilatée dyadique).

1. Analyse multi-résolution en une dimension.

Nous rappelons ici les propriétés principales des analyses multi-
résolutions que nous utiliserons par la suite. La notion d’analyse multi-
résolution a été introduite en 1986 par S. Mallat [14] et est décrite de
maniére approfondie dans le livre d’Y. Meyer [15].

Definition 1. Une analyse multi-résolution de L*(R) est une suite
de sous-espaces fermés (Vj)jez de L*(R) telle que

(3.1)  V; C Vi, ﬂ V; = {0}, U V; est dense dans L*(R),
JEZ JEZ
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(3.2) f(z) € V; siet seulement s2 f(2z) € Vj41, et
(3.3) Vo @ une base de Riesz de la forme g(x —k), k€ Z.

L’étude des fonctions g qui engendrent des analyses multi-résolu-
tions a été faite par de nombreux auteurs, en particulier I. Daubechies
et J. Lagarias [7] ou A. Cohen [4]. La notion suivante nous sera parti-
culierement utile:

Definition 2. Une “fonction de pré-échelle” sur R sera une fonction
g € L?(R) & support compact et d valeurs réelles telle que, pour une
sutte finie (ar)n,<k<N, de réels et une fonction h € L*(R) & support
compact, on at

(4.1) g(%) = Zczkg(:l: — k) p. p. (équation & deuz échelles)
k

(4.2) /g(w)h(:c —k)dz = box pour k € Z.

Une fonction de pré-échelle g vérifie alors ’estimation de stabilité
suivante: pour deux constantes A, B strictement positives on a

(4.3) V(M) € £2(2),

AD TP Mg = k) I3SBY | M [P

Cela revient a dire que les fonctions g(z — k), k € Z, forment une base
de Riesz d’un sous-espace fermé V; de L2. Le lien entre les fonctions de
pré-échelle et les analyses multi-résolutions est décrite par la proposition
suivante (démontrée dans [12]).

Proposition 1.
(i) S1 g est une fonction de pré-échelle, alors les g(z — k), k € Z,
forment une base de Riesz de ’espace Vy d’une analyse multi-résolution

(Vi)jez deL*(R).
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(i1) Inversement, s (V;) est une analyse multi-résolution telle que Vp
admet une base de Riesz d valeurs réelles et contient des fonctions d
support compact non nulles, alors il eziste une fonction de pré-échelle
g telle que les g(z — k) soient une base de V. De plus, s1 G est une
autre fonction de pré-échelle de Vp, alors G(z) = Ag(xz — k) pour un
AER" et un k €Z.

Les fonctions de pré-échelle ont en outre de nombreuses propriétés
(étudiées dans [12]) que nous rappelons ici :

Proposition 2. Soit g une fonction de pré-échelle. On pose mgy(€) =
5 ZM are " ¢ ou les ay sont donnés par (4.1). Alors

(1) Les fonctions mg et § vérifient

(5.1) mo(0) =1 et mo(w) =0,
(5.2)  g(0)#0 et §(2km) =0 pour k€ Z*,
(5:3) (&) = 9(O) IT52y mo (£/27) -

(i) S g € H! (c’est-a-dire si g' € L?) alors il eziste une fonction
de pré-échelle G telle que

(6.1) gd'(z) = Gi(z) — Gi(z — 1) (formule de dérivation)

et le polynome trigonométrique M, associé a G vérifie

‘)

Tro-e™ mo(§).

(6.2) Mi(§) =

En particulier si g € H? alors §O(2km) =0pour k€ Z* et 0 <L <p
et m()( ) =0 pour 0 <€ <p.

(iii) 11 existe de méme une fonction de pré-échelle G, telle que
(7.1) g(z) —g(z — 1) = Gy(z) (formule d* intégration)
et le polynome trigonométriqgue M, associé ¢ G2 vérifie

1+eit

(7.2) Ma(€) = =

——mg(§).
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(On pourra remarquer que (6.2) et (7.2) correspondent a la formule
bien connue : sinz /¢ = [[]Z, cos (2/27)).

Enfin, nous terminerons cette section en rappelant quelques exem-
ples fondamentaux de fonctions de pré-échelle:

i) les fonctions y¢ d’I. Daubechies [6] : y¢ satisfait une équation a

, N—
deux échelles Np(z/2) = S ing " ak ng(z — k) et les no(z — k), k € Z,
forment une famille orthonormée; de plus les y¢ sont regulieres (de
classe C*N ol « est une constante positive). Ces fonctions permettent

la construction de bases d’ondelettes réguliéres a support compact.

ii) Les B-splines By(z) définis par Bi(z) = X[O,l](x) et Brti(z) =
By * B;. By est polynomiale par morceaux de degré k — 1, de classe
C*=2 et & support dans [0, k].

iii) Le formalisme des analyses multi-résolution non-orthogonales
de J. C. Feauveau [8] fournit également toute une classe de fonctions
de pré-échelle et est décrit dans la section ci-apreés.

2. Analyse multi-résolution non orthogonale.

Pour définir une analyse multi-résolution non orthogonale, nous
commencerons par introduire la définition suivante:

Definition 3.  Nous appellerons “fonctions d’échelle conjuguées” de
L?*(R) deuz fonctions g et g* de L%*(R) & valeurs réelles telles que

(8.1) <g(x—k)|g*(x—20)> = bk pourk,l €Z.

(8.2) g etg* sontC® pour une > 0 et d support compact.
(8.3) g(z/2) est combinaison linéaire des g(z — k), k € Z.
(8.4) g*(z/2) est combinaison linéaire des g*(z — k), k € Z.
(85) §(0)=g"(0) =1.

Il est clair que (8.1) a (8.4) entrainent que g et g* sont des fonc-
tions de pré-échelle; en particulier, la formule sommatoire de Poisson
appliquée a (8.1) et la propriété (5.2) entrainent que §(0)g*(0) =1 de
sorte que (8.5) est une simple normalisation.

On sait que g et ¢* engendrent deux analyses multi-résolution V;
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et V;* (Proposition 1). A I’analyse multi-résolution V; on peut associer
un processus d’approximations successives des fonctions de L?(R) &
’aide de projecteurs P;. Dans le formalisme de S. Mallat [14], P; est le
projecteur orthogonal sur V; et le processus conduit & la décomposition
des fonctions de L?(R) sur des bases orthonormées d’ondelettes. Dans
le formalisme de J. C. Feauveau [8] que nous adopterons ici, P; est le
projecteur oblique défini par

(9) Pif(z)=>_ < flgix>gik
kEZ

c’est le projecteur de L? sur V; parallélement & ( V]-*)l. On parle alors
d’analyse multi-résolution non orthogonale; le processus conduit a la
décomposition de f sur une base bi-orthogonale d’ondelettes [5].

Proposition 3. Soient g et g* deuz fonctions d’échelle conjuguées et
(Vi) et (V") les analyses multi-résolution associées. Alors:

(1) Il eziste deuz polynomes trigonométriques (2m-périodiques)a
et a* tels que

(10.1) 9(26) = a(§)g(€) et g7(26) = a™(£)§"(€)

et on a alors
(102 §(6) = lj a(5) « r@- fja ()

(10.3) a(€)a*(€) + a( + m)a* (€ +1) = 1.

(i) Xo = Vi N (V5)1 a une base de Riesz ~(z — k), k € Z, et
X3 = VN (Vo)t a une base de Riesz v*(z — k), k € Z, o v et ~*
vérifient:

(11)  #(28) =e ™ a*(E+m)§(€) et 7*(26) = e % a(f +m)F*(£).

(iii) Les vjx et les 7, forment un systéme bi-orthogonal (7,k €
Z) et les «;x forment une base inconditionnelle de L%*(R)

(12.1) VEELXR), f=>_ Y <flv>"ik

JEZ k€L
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1/2
(122) gl lbs {ZZ < £ 17 >|2} <Clfls

JEZ keZ
ot C est une constante positive.

Les fonctions v et 4* seront appelées ondelettes obliques associées
a (g,9%) (on remarquera que [vydz = [4*dz = 0). L’opérateur Q; =
Pj;1 — Pj est alors le projecteur de L? sur X; = Vj4q N (V}')* para-
llelement & (X7)* (ot X7 =V}, NV;h) et se calcule par

(13) Qif =Y <fl¥x>ik-

keZ

DEMONSTRATION. Excepté (12.2), la proposition est élémentaire.
(10.1) et (10.2) sont déja connus (Proposition 2) et (10.3) provient
directement de (8.1): la formule sommatoire de Poisson transforme
(8.1) en:

VEER, Y §(€+2km)§T(E+2km) =1,
kEZ

d’ou (10.3) en considérant 1’égalité en 2¢, € et £ + 7.

Pour établir le point ii), on remarquera que l'appartenance des
v(z — k) a Xo est immédiate: X, est stable par translation entiere
(puisque V; et Vi le sont), v € V4 et enfin v € (Vj*)t carsi u € W4,
i = U(£/2)3(€/2), et siu* € Vy', @* = U*(€/2)§"(€/2), alors

<ulw > = [(WEOT©O+V(E+mT(E+m)e.

Pour u = yet u* € V§f ona U(é) = e %a*(E+m) et U*(€) = a(é +
T)V(2€) ot V est 27r-périodique, et donc U(€)U*(€) + U(&€ + m)U*(€ +
7) = 0. Un calcul analogue donne v*(z — k) € X§ et < v(z — k) |
7*(z =€) > = bk ¢. On note Qg le projecteur défini par (13) ;si f € V}
ona f({) =V(£/2)g§(£/2) avec V 27-périodique et un calcul élémentaire
donne

R7e) = {V(Ha G +Vi§ +ma(§ +m ) ah)acG)
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et
01O = {v§raG+m-vE+ma} e+ ma)

(par la formule sommatoire de Poisson) et donc que f = Pof + Qof ;
sifeL?onaf=f—Pf+Pfavec f—Pfe (V)" dou Py(f -
Pif) = Qo(f — P1f) = 0 de sorte que PPy = Py, QoP1 = Qo et
Py = Py + Q. Comme Im(P; — Fy) = X, les y(z — k) forment bien
une base de Riesz de Xy, et de méme Ker(P, — Py) = (X§)1 de sorte
que les v*(z — k) forment une base de Riesz de X§. (Pour vérifier que
Ker(P, — Py) = (X3)4, il suffit d’écrire f = f — Pif + Pof + Qof
et donc Ker (P, — Py) = (V*)* & Vp). Enfin si (j,k) # (', k') alors
<Yk | Vi >=0:sj =j celaadéa été vu, si j > j' alors
Vi € X5 C Vi, CViety € X;C (Vi) (12.1) est alors
immédiat: la convergence de la série double dans L? est assurée par le
fait que limj 4o || f — P;f |l2= 0 et que limj_,_ || P;f ||2= 0 (ces
limites étant immédiates par équicontinuité des P; et densité de UjeZ Vi
et de UJ-EZ(VJ-*)J‘). L’inégalité (12.2) découlera du lemme suivant.

Lemme. Si 6 € L? est d support compact, de classe C¢ pour un
€>0, et si [Odx =0 alors il eziste une constante C(0) telle que

1/2
V(i) € B2, 1| D Aikbik 2 CO) [ D Aje |
3,k 5k
Du lemme on déduit immédiatement que
1/2

1/2
1
et DI B IR TR IA (R elCol D P Y

Enfin pour démontrer le lemme il suffit de remarquer que

sup Z |< Gj,k | Gj,,k, >, 2(j—jl)/2 < +o0;
Ik itk

en effet les hypotheses entrainent |< 6 | 6: ¢ >|< 2=17=3"1(1/2+€) ¢4
<6k |66 >=0ay,k,j' fixés sauf pour un nombre fini d’indices



ANALYSES MULTI-RESOLUTIONS NON ORTHOGONALES 229
k' (£ M pour j' < j et < M27'~J pour j' > j ot M est une constante
indépendante de j, j' et k). On a alors :

1/2

I a5k 13 < [ DD TNk IPI< Ok | 8 40 >| 207772
ik Sk 3R
1/2

AT 1Mk PI< 85k | 6500 >| 2077002
Pk 3k

et le lemme est démontré.

3. La formule de commutation.

Les formules de dérivation (6.1) et d’intégration (7.1) sont parti-
culierement adaptées a ’analyse multi-résolution non orthogonale. En
effet, on a le résultat suivant:

Proposition 4. Soient g et g¢g* deuz fonctions d’échelle conjuguées
telles que g soit C'*¢ pour un € > 0. Alors il existe deuz fonctions
d’échelle conjuguées § et gG* telles que

(141)  g(z)=d(z)-g(z-1) et g"(z+1)—g"(z)=§"(a).

De plus les polynémes trigonoméiriques & et &*, les ondelettes obliques
7 et 3%, et les projecteurs obliques Pj et Q; associés a G et G* vérifient

142) W= @ o &© =5 0
(14.3) @) =77() @ 37(2)=—47"(2)

(14.4) dii oP;=P;o dii (formule de commutation)
(14.5) %OQ]'ZQ_]'O%.
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La Proposition 4 est une conséquence directe des formules de dériva-
tion et d’intégration. Démontrons par exemple (14.4):

d d N
Zl; PJf) = E (; < f l 9;.k > gj,k)
=Y <Flgk>2(Gik — Gikr1)
k
= < f12(g5k = 95k—1) > Gik
k
d .. .
= Z <1 =520G56) > G5k
k
i . . _ 5.4
=;<£ | 95« >gj,k—Pj(E .

Cette formule de commutation exprime qu’il est équivalent de dériver
I’approximation ou d’approximer la dérivée, tandis que la formule de
dérivation exprime que pour dériver 'approximation il suffit de faire une
différence finie. Ces deux formules sont donc importantes numérique
ment.

REMARQUE. Le fait que ¢’ (dans la formule (14.1)) s’exprime comme
une différence finie §(z)—g(z—1) est “classique” : c’est une conséquence
des conditions de Fix et Strang [10]. Par contre, que § soit dans ce cas
précis fonction d’échelle d’une analyse multi-résolution est une obser-
vation récente de G. Malgouyres [13] et la formule de commutation
est originale. Sur les rapports entre dérivation et différence finie dans
les analyses multi-résolution, le lecteur pourra consulter également les
travaux de Micchelli [3].

4. Analyse multi-résolution de L?(R")" et fonctions vectorielles
a divergence nulle.

Commencons par définir les analyses multi-résolution de L*(R™).
Il suffit de remplacer dans la Définition 1 R par R" et k € Z par k € Z™.
Une facon simple d’obtenir une analyse multi-résolution de L?(R™) est
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de partir de n analyses multi-résolution de L*(R) (V}-(E))jez, 1<e<n,
et de définir V; comme le complété dans L?(R") de Vj(l) ®® Vj(n). Si

les V]-(E) sont associés a des fonctions d’échelle conjuguées (g, g7) alors
on dispose d'un projecteur oblique P; sur V; défini par

(15.1)  Pif=PP @ @P")f= > <flgx> ik,
kEZ™

(15.2) I =9i® - -Qgn e 9g=91® - Qgn.

De méme on dispose d’un systéme bi-orthogonal d’ondelettes obliques.
Plus précisément, on note Q, = {0,1}" et Q7 = Q,\{(0,---,0)}. Alors
la décomposition P;j_)l = P](e) + Q;e) fournit la décomposition Pjy; =
Pi+ Y cqn @iw avee Q= AL @+ @ AV ot A1) = P{V et
AEEI) = Q;e). On a alors

(16.1) Qiwf =Y <F1Voik > Yoik »

keznr
(16.2) Vo =01, @ - ®0,, ou 8 ,=g; et 07, =7,

(16.3) Yo =010, @ - @bpu, ou O.o=ge €t 1 =7c.

Les vo,jk, w € Q,, j € Z, k € Z", forment alors une base incondition-
nelle de L?(R™). A ces ondelettes obliques sont associées des transfor-
mations en ondelettes rapides (au sens de S. Mallat) dans la mesure ou
les filtres associés sont de réponse impulsionnelle finie (support compact
des ondelettes) et séparables (construction de V; par produit tensoriel).

Nous allons maintenant définir une analyse multi-résolution (V‘])
de L%(R™)" par le procédé suivant.

(i) (¢1,97) désignera un couple de fonctions d’échelle conjuguées
dans L?(R) et on notera Vj(l) I’analyse multi-résolution, P](l) et le)
les projecteurs obliques, a; et af les polynoémes trigonométriques et v,

et 7 les ondelettes obliques associés.
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(i1) On supposera g; de classe C1*¢. On notera (go, g3 ) le couple de
fonctions d’échelle conjuguées associé a (g,,97) par la dérivation de g,

et Vj(o), PJ-(O), Qg.o), g, af, Yo, Yo les espaces, projecteurs et fonctions
associés.

(iii) Pour w € 2, on notera Vj(w) l’analyse multi-résolution de
L?(R™) définie par le produit tensoriel Vj(“”) ®---®Vj(w"). En particulier
on notera VJ-((O)) pour I/j(w) avec w = (0,---,0) et ‘/j((i)) pour V}(w) avec
w=(814,6n:)=(0,---,0,1,0,---,0), (1 <7 < n). Enfin P;(i)) sera,
la projecteur oblique sur I/j((i)) (0<2<n).

(iv) L’analyse multi-résolution 17] est alors définie comme I_/"] =
V]-((l)) X e X Vj((n)). On dispose d’un projecteur oblique ]3; sur V'J défini
par

-

(17) Bi(F) = (P fr,- - P fu).
On a alors la propriété fondamentale suivante

Proposition 5. Les analyses multi-résolutions (17]) de L?*(R™)" et
(V) de L2(R") vérifient

(18) 6(]3] )= P]((O))(V_}f) (deuziéme formule de commutation).

La Proposition 5 est immédiate. Elle indique en particulier que les
projecteurs P; conservent la propriété de divergence nulle, c’est-a-dire
que si H = {f € L*(R™)") : V- f = 0} alors les espaces fermés ‘7] NnH
et P;(H) coincident.

On introduit alors les projecteurs Qg j,w définis pour w € Q7 par
S 2 1 n
(19) Qi) = Q52 1y, Q50 fn)

de sorte que P;4, = P; + Zweﬂ; @jw- On a encore

— —_

(20) V-G H) = Q¥ f)
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de sorte que H se décompose sur les espaces Q; o (H), 7 € Z, w € 2},

Nous avons donc défini un processus d’approximation sur LZ(R")"
tout entier (P;);jez & ’aide d’ondelettes obliques 7, ; (w € 25,1 < <
n) et 75 ; ot

'?U,i = (07 o '3037L(i))70’ o 'aO)a '?:;,i = (Oa o '707 7:;((i))707 T 70)
et
Qi) = D D <Fl1A0isk > Fuiik -
1<i<n kezr
En particulier, si f € H , ﬁ]( f) approxime f dans L?(R™)" quand
j — +oo. Mais cette approximation se révele interne a H grace a la

Proposition 5. Cette propriété peut également se décrire en termes
d’ondelettes vecteurs a divergence nulle.

Théoréme 1. . .
(i) Il eziste (n—1)(2"—1) fonctions vectorielles T, ; € H (w € Q7
1 <1< n—1) a support compact telles que
(1) To:€Qou(H)etlesTui(z—k), 1<i<n-—1, keZr,
forment une base de Riesz de Qo_w(ﬁ).

(i1) De plus, toute fonction vectorielle f € H se décompose de
maniére unique en

n—1
(22.1) f= Z Z Z Z Cuivik(F) Tk

JEL weQ?, i=1 kELn

et on a pour une constante C > 0 indépendante de f,

(22.2)
1/2

LN T PER D DD DD B DEIHIIGAT o SRSl P4 PR

JEL weQ?, i=1 kEL"

(iii) Il eziste (n—1)(2" —1) fonctions 6, ; € (L*(R™))" (w € QZ,
1<i<n-—1) d support compact telles que

- -

(23) Vi e H, Vj, VE, Cw,i,j,k(f) =< f|buijk>-
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(iv) Enfin st g1 est de classe CPt'*€ pour p € N alors :

feHn (HP(R™))" st et seulement si

(24) SN D +4P) [ Cu(f) P< Hoo.

JEZ weN?, i=1 keLn

DEMONSTRATION. Il est immédiat que toute fonction de LZ(R™)™ se
décompose en f =} ., EweQ; Qj,.u(f) et que

1/2

I Fllez@nn = [ D0 > 11 @D 12 qnyn

JEZ weN?,

tandis que
1/2

| f llHe(rnyn = Z Z (1+47) | Qj,wf ”%Z(Rn)n

JEZ weN?,

Cela se vérifie composante par composante; il s’agit alors pour
l'estimation de la norme L? de f € L%(R™) en fonction des normes
L? des QE(L) ) f (@ fixé) d’une simple généralisation de la Proposition
3. Pour la norme HP, remarquons que P;(Z)) est défini par produit
tensoriel de projecteurs non-dimensionnels; la formule de commutation
(14.4) et P'estimation (12.2) nous assure que, pour une certaine analyse

multi-résolution V]-i””e, on a
or QU f = Qi,p,f(_a_”_f)
Pz, Jw T W 9z,

et donc

1/2

or orP i
| g f e | 2 2 1 5o @ F 13

JEZ weQy
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Mais il est clair que

| o @27 I3 o 1 Q7 13

d’une part et que d’autre part, d’apres (14.3), si w, = 1, alors
) ¢ 12 a aip | O @) ¢ 2
” Qj,w f ”2 ~ 477 ” %Qj,w f ”2’

d’ou le controéle de || f[]Hp(mn)n .

Pour démontrer le théoréme, il suffit donc d’établir (21) (et (23)).
Puisque w # (0, - -, 0) il existe un indice %, tel que w;, = 1. Alors on a
pour ¢ # ig:

A= 3 < 12280 A
kezn

ou 7‘(‘,( R - =05,:0 - ®bs, ; w,. En particulier s, ; u. =601 = 0.
Or par construction vy = d%(%'y]). On définit alors I'y,; pour ¢ # 2
par:

Fu,i = (Fw,i,la T Fw,i,n)

ou Fw’,',j =0 Si]: g {i,ig}, Fw,,',' = 7‘5,(1)) et Fw,i,io = Z ® -+ @ nn avec
nj = 0s .w; siJ & {2, io} Ni, = —1/4v et p; = —d—(91 ;) (et donc
i = go(z — 1) — go(z) siw; = 0 et p; = —4yp si w; = 1) et on pose
6, =7

Il est clair que par construction V_ﬁ"‘,,i = 0 et que I:w,,- € Qo,wﬁ
De plus

Qo,wf: Z Z < ]FI é;:,i,O,k > I:“w,i,O,k + R‘w(f‘) .

i#ig kEZ™

_‘w( f ) a toutes ses composantes sauf la io éme nulles ; de plus si f €H
alors Rw(f) € H mais cela entraine Rw(f) = 0. Enfin les I‘w i,0,k forment
une base de Riesz de QO oH de manitre évidente puisqu’on dispose
d’un systéme bi- orthogonal a support compact. Le théoréme est donc
démontré.
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5. Etude locale des fonctions a divergence nulle.

Notre construction peut s’adapter a 1’étude locale de fonctions a
divergence nulle. Pour cela, nous pouvons construire une analyse multi-
résolution sur le cube [0,1]" qui vérifie “la propriété de commutation”,
ce qui nous autorise a étudier les fonctions vectorielles a divergence
nulle sur le cube.

La construction sera précisée dans [11] car elle est assez technique.
On part d’une analyse multi-résolution d’l. Daubechies (avec une base
orthonormale yp(z — k) de Vy) (V}),ez de L*(R). Suivant Y. Meyer,
on note V;([0,1]) la restriction a [0,1] des fonctions de V; [16]. De

méme on note V]-(d)([O, 1]) espace des restrictions a [0, 1] des dérivées

d-iemes des fonctions de V; et V]-(—d)([O, 1]) celui de leurs primitives
d-iemes. Alors le produit scalaire de L?([0,1]) introduit un crochet de
dualité entre V]-(d)([O, 1]) et Vj(_d)([O, 1]) N HE([0,1]) et on obtient alors
un projecteur oblique P;d) de L%([0,1]) sur Vj(d)([O,l]) parallelement

. (=d) d L s e (d)
aV: 0,1))n H§([0,1 . La propriété principale de P;”’ est la
J 0 J

formule suivante

d () (d+1) _ d

(trowsiéme formule de commutation),

la dérivation ayant lieu dans |0, 1[. Les bases orthonormées d’ondelettes
sur l'intervalle de Y. Meyer deviennent alors des bases d’ondelettes
obliques. Celles-ci peuvent étre décrites assez précisément et une con-
struction analogue a celle décrite en IV permet alors de décrire les
fonctions a divergence nulle dans ]0, 1[".
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