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multi-résolutions
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Résumé. On montre qu'une base d’ondelettes (¢, ) de L%(R) avec
une fonction meére i holdérienne a support compact provient néce-
ssairement d’une analyse multi-résolution. La fonction-pere ¢ a alors
la méme régularité que la fonction 1 et peut étre choisie a support
compact.

Introduction.

Une base d’ondelettes est une base hilbertienne de L?*(R)
(% k)jkez engendrée par translations et dilatations dyadiques a partir
d’une seule fonction

1 @) =292 —k),  j kel

La fonction 1 est appelée la fonction mere de la base (1, ). On définit
alors ’espace W; comme le sous-espace vectoriel fermé de L? engendré
par les (¢; k)kez et 'espace V; comme V; = @,<;W,. Les espaces V;
vérifient alors

(2.1) Vi CVit1, ez Vi = {0} et U ez Vj est dense dans L*(R),
(2.2) f(z) € V; siet seulement si f(2z) € Vj41,
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458 P.G. LEMARIE-RIEUSSET
(2.3) f(z) € Vo siet seulementsi f(z—1)€e V.

Lorsqu’une suite d’espaces (V;) ez fermés dans L?(R) vérifie (2.1)
a (2.3) et que de plus

(2.4) Vo a une base orthonormée de la forme ¢(z — k), k € Z,

cette suite est appelée une analyse multi-résolution de L?(R). A toute
analyse multi-résolution on peut associer une base d’ondelettes (v; )
telle que V; soit le sous-espace fermé de L?(R) engendré par les ¢, ¢, p <
J, k € Z. Lafonction ¢ est appelée fonction-pére de la base d’ondelettes.

La notion de fonction-pére et d’analyse multi-résolution permet de
construire & partir de (¢; ) une base hilbertienne de L?(R™) associée
aux dilatations dyadiques [6] et a permis I'introduction par S. Mallat
de la transformation en ondelettes rapide [7]. Enfin, elle a permis a
I. Daubechies de construire des bases d’ondelettes réguliéres a support
compact [1].

Le but de cet article est alors de démontrer que toute base d’onde-
lettes holdériennes a support compact provient d’une analyse multi-
résolution sous-jacente, de sorte que ’approche de S. Mallat et I. Daube-
chies permet bien de construire toutes les bases concernées.

NOTATIONS.
(f,q) = / f(2)i(z) de,
i) = / f(z)e==¢ dx,

1 si z € F,
XE@W=10 & .¢E.

1. Les trois transformations en ondelettes.

La transformation en ondelettes continue a été introduite par A.
Grosmann et J. Morlet au début des années 80, cf. [2]. Une ondeletie est
une fonction g a valeurs réelles, de carré intégrable, non identiquement

nulle et telle que

3) ¢, = [ - |§(§)I2df- < too.
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La transformation en ondelettes est alors définie pour f € L?(R)
par

(4.1) f = Wi(a,b) = (f,9a,p)

ou

a a

g(a,b)($)=%g(x_b) (a>0, beR).

On a alors la formule de reconstruction

1 da
42 f=—// £, 9900y
(42) Cy a>0,bem< (a8)19(a.) a?
et la formule de Plancherel
1 ' da
4.3 f2=—-// frgtan)?P—db.
(4.3) I f112 c, a>07b€ml< @n)l" =

L’un des intéréts principaux de cette transformation est son “in-

variance” par dilatation-translation. Un autre intérét majeur est que,
a a fixé, la transformation f — Wjy(a,b) s’apparente & une convolu-
tion (avec la fonction g(—z/a)/+/a). Enfin la transformation en on-
delettes continues transforme le signal f(z) en l'information redon-
dante Wy(a, b), la corrélation entre les coefficients Wy(a, b) s’exprimant
a ’aide d’un noyau-reproduisant.

La transformation en ondelettes orthogonales a été introduite par
Y. Meyer en 1985, [6]. Il s’agit de donner une version discréte de la
transformation de Grosmann et Morlet ou la redondance soit
complétement éliminée. Une base d’ondeleties est une base orthonormée

de L*(R) de la forme (¥; k), j, k € Z ou
(5) Yik(e) =2"p(2'z — k),  j, kEZ

avec 9 une fonction de carré intégrable a valeurs réelles. La transfor-
mation en ondelettes orthogonales est alors définie par

(6.1) f—=(fivYjr), 1, keEZ

avec la formule de reconstruction

(6.2) F=Y 3 (F¥ik)bin

JEZ kEL
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et la formule de Plancherel

(6.3) A5 =D D 1w

j€Z kez

Cette fois-ci, 'information donnée par les 9, n’est plus redondante;
le prix a payer est que cette transformation n’est plus invariante par
translation.

Proposition 1. 5i (v, ) est une base d’ondelettes, alors 1 est une
ondelette.

DEMONSTRATION. 1l s'agit de vérifier que [, [4)(£)|?dé/€ < oo. Pour
cela, on note @; le projecteur

(7) Qif =D (Frik)¥ik -

keZ
Alors
2 j —i i\ 7, €
Q,7(6) = (Z[ [ f@y(@a = kydale=irer )¢(§)
kEZ
et, par la formule sommatoire de Poisson,

Q,7(6) = (Z f(e+ 2k7r2j)_1;(-2§—j + 2k‘7r)> 15(%) .

keZ

Si f est portée par [0, 27], alors

Xto2+1(6) 3 @7(6) = F(O Y W)l

320 70

Commeﬁ 32550 Qifll2 < lIfll2, on en conclut que sur [0,2x],
S0 [H(E/2)F <1, d'on

2”*.2£l_§_ 2 “£2g<l 5
| owers= | D2 ;) < os

™
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et donc Cy < +oo. (En fait, les équations de Y. Meyer dans [6] montrent

que
o
Sl =1

JEZ
et donc que Cy = log 2). La Proposition 1 est donc démontrée.
On note W, le sous-espace vectoriel fermé de L?(R) engendré par

les ¥j k, k € Z, de sorte que Q; est le projecteur orthogonal de L? sur
W;. On note V; = ®,«;W, et P; le projecteur orthogonal sur V; .

Lemme 1. V; est invariant par translation entiére.

En effet, Vit = ®;>0W; et chacun des espaces W; est invariant
par translation entiere (puisque, si 3 > 0, ¥; x(z + 1) = ¥ k-2 (2)) .

Proposition 2.
(1) Soit (¥ k)j, k € Z une base d’ondelettes de L*(R). On définit

la transformation en ondelettes pseudo-continue par

(8.1) f—={fidum)

\

ou

Y (z) = 27/29(27 (z — k), i<-1, keZ.

Alors on a inégalité

(8.2) SO 20w P < 1RSI -

j<—1k€Z

(i1) On suppose de plus que 3 est holdérienne d’exposant € pour un
€ > 0 et que le module

o(a) = sup 1EHR) 9]

[h|<1 |h|e

vérifie Vk € N, z*w(z) € L?; alors on a la formule de reconstruction

(8.3) Pof = > > 2 (f,0.m) Y1k

j<—1k€L
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et la formule de Plancherel

(8.4) 1Poflg = D> D 221 F )l -

j<—1keL

Avant de démontrer cette proposition, faisons quelques commen-
taires sur cette troisiéme transformation en ondelettes. Cette trans-
formation est “invariante” par translation entiere: (f(z +1),%(; k) =
(f,¥1,k+1))- Elle n’est en fait définie que sur Vp, puisque sur Vit elle
est identiquement nulle (comme ;4 € V; pour j < —1, on voit que
Yk = Yjo(z — k) € Vo). Lorsqu’on est dans le cadre d’une anal-
yse multi-résolution (c’est-a-dire que V; a une base orthonormée de
la forme ¢(z — k), k € Z), alors a j fixé (f, ;) se calcule par
un filtrage numérique a partir des coefficients (f,(z — k)) (le filtre
ayant pour réponse impulsionnelle ((¢,¥[; x))kez)- Lorsque f € 14, la
transformation de f en ondelettes orthogonales correspond a un sous-
échantillonnage de la transformation pseudo-continue pour décorréler
Pinformation redondante fournie par cette derniére. La transforma-
tion pseudo-continue est donc I’analogue de la transformation continue
lorsqu’on restreint ’analyse aux fonctions de Vj.

DEMONSTRATION. On note 7, la translation 7, f(z) = f(z — p). Il est
clair que

-1
I7=p( Y Qi)mpfllz < l|Pofll2
j=—N
et donc que

H2LNZX:T‘P( i QJ')TPfHZ < [Pofllz
p=1 j=—N

or on a

2N 2N
D Qi f =Y (o ¥ik) Tp($ik)
p=1

p=1k€Z

2N
= Z Z(f, Yli2=i k—p]) Y5275 k—p|

p=1k€Z

= 2NN (L va) Vi

LEZ
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si —N < j < —1. On obtient alors

-1
127 S (Fwpm) vl < IPofl2
—N k

et, par produit scalaire avec P, f

-1

S S Dl < PSR -

J=—N k€Z

On a donc prouvé le point i).
Supposons maintenant que % soit holdérienne avec un module
d’holdérianité w a décroissante rapide. Pour vérifier que 'on a bien

1Poflz = D > 2 (f i),

j<—1k€EZ

il suffit de le vérifier sur un sous-espace dense de L?. On va donc montrer
le résultat pour f € S (classe de Schwartz) et f nulle au voisinage
de 0.

Remarquons d’abord que, puisque 3 est holdérienne et de carré
intégrable, alors 1) est bornée (et tend vers 0 a l'infini). En effet sup-
posons que ¥ ne tende pas vers 0 en 400 ; alors il existe a > 0 et (z,)
telle que £, — +oo et [¢(z,)| > a; par ailleurs [¢p(zn + k) — P(zn)| <
C|hl¢; dot |9(z)| > /2 si |z — z,| < v = (a/2C)1/¢ et

o
[ wlde 2 S1Ulen =720 470 = oo,

D’ou | llim ¥(z) = 0. De plus, ¥y € L? pour tout k € N. En effet, on
a

l1X[0,+00[(2)z ) |2

+oo
= [IXj0,+00((2)z* > %(z +p) —b(z +p+ 1|2

p=0
+ oo
< Z ||X[0,+oo[($)""kw(z +p+1)|2

p=0
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+oo k
xz
<3 Ixoset(® (5557

p=0

1 2
T A AR TGRS Sy
2 S 1
< Il ) iy

et de méme pour ||x]—c0,0)(z)z*1(z)||2 en écrivant y(z) = E;,x;o Y(r—
p) — ¥(z —p — 1). On va alors estimer ||7,Q;7_,f|l2 pour j < —1 et
f € S avec f nulle au voisinage de 0. On a

Qi fll3 =D [(f(z +p), ¥ (2’ — k))[*2?

kEZ
-y / F(z + p) B2z — k) — p(~2p — k))da|?2’.
k€EZ

Or
[(z + h) —p(z)| < |h*w(z) + [A[*([¥(z + h)| + [¥(z)])

(en distinguant |h| <1 et |h| > 1), d’ou

HTijT—pr%

52(221

k€L

+) 2

kEZ

+ |[p(—27p — k)|)d:c|2) =2(L+1,).

’ 2
/ (@ +p)[2 |z + plfw (e — k)da

/ F(z + )27z + ol (|(2z — k)|

Le second terme de la somme se controle par Cauchy-Schwarz en
B<2( [+l +opde )20 [ 11 +p)le -+
(X 2z = B + [e(=2p — K)?)da.

k€Z

Or,sif €R,on a
(6 — k))? < 2(|1b(z)* + w(z)?) si z—6¢€l[kk+1]
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et donc
k+1+486
wO-hE <2 [ (WP + w(@)) ds
k+6
et enfin
D (0= k) < 2(1%15 + lwli?)
k€EZ
et

I <8 (|3 + lwll3) 20429 |z)° £)13.

I, se majore par Cauchy-Schwartz en

<Y [1fe +p)le +pP2e (2 - K + 1) s
k€EZ
: /(|2J¢ — K|+ 1)2w(2z — k) dz
< 225 (1 + fo o

/lf 4 p)e+p Y

kEZ

(|27 — k| + 1)2

<2( 3051+ felol? el 15 227

1

Au total, pour 5 < —1,

17 Q57-pfllz < 2°C(lll2|*fll2 + lllz°f111)

pour une constante C indépendante de f et de p.
On écrit alors Pyf = 17, Py7_, f (par invariance de Vj par transla-
tion entiére) et donc

-1

Pof—i,éj (Y @)l 4y S (3 @)t

J=—N p=1 j=—o0

Zz (fy¥.0) Y0 + BN
j=—N keZ

avec
2N

1Bl < 55 Z Z C 27 (||[z[* fll2 + Il |° fllx)

p=1j=—-0

< 27N (el fllz + Nl flla) -
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On a bien ||[Rn|lz — 0 pour N — +oo. La Proposition 2 est donc
démontrée.

2. Existence de fonctions-péres.

Nous allons montrer dans cette section que, sous la seule hypotheése
que les zéros de 1) sont tous d’ordre fini, la base d’ondelettes v j,k admet
une fonction-pere, c’est-a-dire une fonction ¢ € V; telle que les o(z —
k) forment une base orthonormée de V;. Cette hypothese est vérifiée
deés que ) est analytique, en particulier des que 3 est a décroissance
exponentielle (e1¥li) € L? pour un € > 0).

Théoréme 1.
a) Soit (v k) une base d’ondelettes de L*(R) telle que
1) ¥ est holdérienne d’ezposant € pour un € > 0 et le module

o) = sup @)= Y@ E )

[h|<1 |k

vérifie Vk € N, zFw(z) € L?,
ii) les zéros de 1 sont tous d’ordre fini.
Alors il existe o € Vg telle que les o(z — k), k € Z, forment une base
orthonormée de Vj .
b) ¢ a la méme régularité que 1 si 1 est de classe C* (respective-
ment, C¥*¢ avec € €]0,1]) et »(¥) est d& décroissance rapide (respective-
ment, le module

(B () — (k)
wi(z) = sup ) ¢ek (24 2)
|h|<1 ||

est @ décroissance rapide) (c’est-a-dire que zPhp(F) € L pour toutp € N
(respectivement, zPwi € L?)), alors ¢ est de classe C* (respectivement,
C**¢) et on peut choisir ¢ avec o) 4 décroissance rapide (respective-
ment, avec son k-iéme module ¢ décroissance rapide).

c) Si dans le point b), on remplace partout dans les hypotheses

sur v la décroissance rapide par la décroissance exponentielle, le méme
résultat est valable pour ¢ d& décroissance exponentielle.
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DEMONSTRATION DE THEOREME 1.

Lemme 2. (€)= 50 V(2 E)( Speg H(€ + 4km)d(27(€ + k) .
En effet,
W3) =P (4(3) = X 3 2 W) ba) Y
j<—1k€Z
et donc, par la formule sommatoire de Poisson

2020 = 3 Y2 [(G)u@ia - kda e HE IS

J<—-1k€Z

= 30 (3 226 + 4k B2 (6 + 2km)) (2
j<—1 k€L
Cela se récrit en la formule du Lemme 2 en posant ¢’ = 2€ et j' =

—1—j.

Le lemme s’applique aussi a £ + 4k7 et donne

e+ 4km) = 3 D(2(E + 4km)) S B(E + dpm)P(2 (€ + 4pr))

720 pEL

B(€ + akm) =" (€ + km)P(2/(€ + 4kn))

720

ST + 4pm)g (2 (€ + 4pm))

PEL

2

0.1)  STIB(E + akm)P = 7|3 (€ + 4km (2 (€ + 4k))

kEZ §>0 |kEZ

La formule de Cauchy-Schwartz donne alors

(9:2) D [(E +4km) <Y€+ 4km)P DD (27 (€ + k)

kEZ kEZ >0 k€L

avec égalité si et seulement si pour tout j > 0 les vecteurs (1/;(5 +
4km))rez et (H(27(€ + 4km)))kez sont liés.
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Lemme 3. ), ., [b(€ + 4kn))? ne s’annule qu’en un nombre fini de
points modulo 4w .

En effet, par hypothése, z¥¢ € L? pour tout k. Alors la série
Y okez (€ + 4km)[? converge en tout point ¢ vers une fonction C*
(voir [4] ou [8] pour une démonstration de ce lemme). Cette fonction
est 4w-périodique. Or ses zéros sont d’ordre fini: si 1/3({) =0 et que £
est un zéro d’ordre p, comme ) est C*,on a

5 (p)
B +7) ~ P (E)

quand n — 0 et donc

ST+ + AR > [+ ) > m‘”‘

kEZ

pour 7 suffisamment petit et un y(£) > 0. Les zéros sont donc isolés et
donc en nombre fini modulo 4.

La relation (9.2) donne alors que ) .5 > 4ez (27 (€ +4km))2 > 1
en dehors d’un nombre fini de points sur [0,47]. Or on a

ZZIW’ £+ dkm))dé = / h(276)|Pde

J>0 k€EZ
_ 1 -j _
= 47TZ27r2 =1
i>0

et donc 3 :50 2 kez |1/A)(2J(§ + 4km)|* = 1 presque partout.

Pour presque tout £, les vecteurs (1/3(21(6 +4km)))kez (3 > 0) sont
donc proportionnels au vecteur (1(§ +4k7))rez. C’est le point essentiel
de la démonstration. Le reste est purement technique.

La fonction ]1/;(6 + 4km)|? peut s'écrire P(cos(£/2))U(£/2) ou P
est un polynome, positif sur [—1, 1], & coefficients réels et U une fonction
C*, 2w-périodique strictement positive et paire: si £ est un zéro de
> Iz/;(ﬁ + 4k)|?, alors il est d’ordre pair et on peut donc factoriser un
terme de la forme |1 — ¢*(€=6)/2|2P ; par ailleurs si & ¢ 27Z, alors —&,
est un autre zéro de S |1h(€ + 4k)|* de méme ordre que &, (puisque
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[b(€)| = ]zﬁ(—ﬁ)], % étant a valeurs réelles); on peut donc factoriser
également |1—e*(§+40)/2|2 En factorisant ainsi tous les zéros on obtient

S IB(E + akm)[2 = 1 — /20| 4 i€z a2

. ei€/2 _ oi€o/2Y(o1€/2 _ ,—iko/2 2p(&o) £ .
TL e eermyesr = emem[Tu)
On pose alors
5 7 1
@(€) = ¥(2¢) VUE)(1 — e6)pO)(1 + eit)p(2m)
(10) _ 1
H [(eif — ¢io/2)(e¥ _ gmi0/2) p(€o) °
&€EF

¢ est définie presque partout (en dehors d’un nombre fini de points
modulo 47) et

peor
2kez [P(26 + 4km)|?

Il est alors immédiat que Y |p(€ + 2k7)|?> = 1 p.p.. Donc ¢ € L? et
les o(z — k) sont orthonormées. De plus ¢ est a valeurs réelles car
?(€) = ¢(—=¢). Enfin les ¢(z — k) engendrent V;, car presque partout
on a

(O =

S (29 (26 + 4km))up(26 + 4km)
P(2'1e) = - P(2€)
> D26 + dkm)?

- (Z B(27(26 + 4km))B(€ + 2k7r)> $(€), pour j >0

et donc les p(z —k) engendrent W; pour j < —1. Pour conclure, il reste
a vérifier que p € Vp .

Lemme 4. Sig € V; est telle que Vk € N, z%g € L? et, pour un & € R,
> 1§(&o + 2km)|?> = 0 alors

i) = 2l e 12,

. 6i£0
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v€Vp etVkeN, zky e L2,
Eneffet 5 |§(£+2km)|? est C* ; on peut donc factoriser |e'¢ —eé |2

de
27 ~ 2
. g(€ + 2k
I

d’ot 4 € L? . Maintenant

Zg(x _ k)e—ifo(r—k) — Zg(é‘o + 2k7r) =0,

kezZ

on pose alors 8(z) = Y, o 9(z — k)e** . Alors f(z) = — k>0 9(z —
k)e““£0 et on en conclut que Vp € N, 278 € L%. De plus, on a

6(z—1)= Zg(x —k —1)et*éo = e7%o(g(z) + 6(z)),
k<o '
d’ot 3(6)
) g i€ 2
0() = mgromie— = —* #(O)-
11 suffit donc de montrer que § € V; . Or
ON = Z g(.’l} — k)eikeo € VE) ,

—N<k<0

On converge vers 6 dans D' et

1 etN(E—¢€0) _ 1
lentle = =136 gl <211l
On en conclut que fy converge vers § dans L2-faible et donc que 6
appartient a I’adhérence faible de V, (convexe fermé de L?) et donc &
Vo .

On obtient donc que « définie par 4 = /U(§) ¢ vérifie que vy € V}
et Vk € N,z¥y € L2. Or ¢ = Y ayy(z—k), ot les ay sont & décroissance
rapide (coefficients de Fourier de la fonction C* 1/4/U(€)).

La méme démonstration donne le controle de la régularité de ¢
en fonction de celle de 3, et le controle exponentiel de la localisation
de ¢ en fonction de celui de 4 (les fonctions intervenant étant alors
analytiques sur un voisinage tubulaire de R dans C).
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Par ailleurs si v € Vj alors v = 3, o7 arp(z — k) avec (ax) € €2 ;
v a alors la méme régularité que ¢ (et donc que ¥), puisque la suite
(ar) est bornée et que la module de continuité de ¢ est a décroissance
rapide. Le théoréme est donc démontré.

3. Ondelettes a support compact.

Théoréme 2. Soit (; k) une base d’ondelettes de L*(R) telle que 1
est d support compact et i est holdérienne d’exposante pour un € > 0.
Alors il existe p € Vi d valeurs réelles telle que p est a support compact
et que les o(x — k), k € Z, forment une base orthonormée de V; .

La fonction ¢ a la méme régularité que ¥ (p est C* sitp est CF,
@ est C*Te sivp est CFFe ).

Au vu du théoréme précédent, il s’agit seulement que Vj admet
une base orthonormée ¢(z — k), k € Z, avec ¢ a support compact.
Or nous savons déja qu’il admet une base §(x — k), k € Z, avec § a
décroissance rapide. Nous sommes donc dans le cadre d’une analyse
multi-résolution (au sens de S. Mallat). Cette analyse multi-résolution
contient des éléments & support compact non triviaux (1(z/2) € Vg, est
a support compact et est non identiquement nulle). Nous ferons alors
appel a la propositon suivante

Proposition 3. Si (V;) est une analyse multi-résolution de L*(R)
telle que Vi @ une base 8(z — k), k € Z, a valeurs réelles et telle que Vj
contienne des fonctions d support compact non nulle, alors
1) Il eziste une unique fonction ¢ € Vy d valeurs réelles et a support
compact telle que
o O=infsuppe e ¢(0)=1,
o les(z —k), k €Z, forment une base de Riesz de V; ,
o toute fonction 0 € Vy d support compact s’écrit comme une
combinaison linéaire finie des o(z — k) ;
i) On note N = sup supp ¢, (N € N*), alors les restrictions
é [0,1] des fonctions p(z + k), 0 < k < N — 1, sont hinéairement
indépendantes.

Le point i) a été démontré dans [4] et le point ii) est démontré de
maniére trés simple dans [5].
Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme. On considere
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la fonction ¢ définie dans la proposition ci-dessus. Alors il existe h €

L%([0,1]) telle que (h,p(z —k)) =6;.Si f€V,,ona

f=Y (fh(z = k) p(z —k) =Y (f, Po(h(z — k))) (= — k) .

kez keZ

La base duale des ¢(z — k) est donc donnée par les Py(h(z — k)) =
(Poh)(z—k). Or Poh = h—3_ ., Q;h. Si ¢ ason support dans [-M, M],
Q@;h a son support dans [—2M/2j,1 +2M/2j] , et donc supp Pyh C
[-2M,2M + 1]. Pyh vérifie donc que les Pyh(z — h) forment une base
de Riesz de Vp, que Pyh est a valeurs réelles et a support compact et que
toute fonction § € V4 a support compact s’écrit comme une combinaison
linéaire finie des Pyh(z — k) (puisque la base duale des Pyh(z —h) est la
base des p(z—k)). Par unicité de la fonction ¢, on a Poh = Agp(z—ko) ;
comme (Poh,o(x — k)) = bk,0, on voit que nécessairement kg = 0 ; la
famille ¢(z — k) est donc orthogonale; d’ou

lelly =D 16( + 2km) > = |3(0)* + ) _ [3(2k)[?
k€EZ kezZ

or $(2km) = 0 pour k # 0 (cf. [4] par exemple) et donc ||¢||2 = 1. Les
¢(z — k) forment bien une base orthonormée de Vj .

4. Contre-exemple et conjecture.

Pour mémoire, je rappelle l'exemple de base d’ondelettes
(%.k)j,kez de L*(R) donné dans [3] et qui ne provient pas d’une analyse
multi-résolution.

La fonction ¢ est donnée par

~

Y = X[—8r/7,—an/7] T X[an/7,67/7) T X[247/7,327/7] -
On pose
E =[-8« /7,—4xn /7| U [4n /7,67 /T U [247 /7,327 /T].

On a les identités

ZXE(QjE)zl p.p.- et ng({+2k7r)=1.

JEZ keZ
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I1 est alors immédiat que les %;x forment une base orthonormée de

L*(R)

7€) = Y Fes(@6) = 3 fle+ B )xp(e + 2km)n(26)

JEZ JEZ k€L

puisque ‘ _ _
xe(2€) xp(2§ + 2km) = b0 x£(2°€)

on obtient donc
F=Y 2 (fin)vik,
7 k

I'orthogonalité étant évidente, la famille 9; x est bien une base d’onde-
lettes.

Si V, avait une base orthonormée ¢(z —k), on aurait nécessairement
[2(E)17 = 16(26)1* = [(2€)]?, et donc |G(E)* = 325, [¥(27€)*. Ce qui

donne
|95(f)|2 = X[-4n/7,4n/7] T X[67/7,87/7] T X[127/7,167/7] -

Mais alors on n’a pas Y ¢z [¢(€ + 2k7)[> = 1 p.p., ce qui contredit
Porthonormalité des ¢(z — k), k € Z. Ce qui bloque est donc que I'on
n’a pas dans ce cas

YOS (2 (E+ 4km)P =1 p.p.,

j>0 k€L

ce qui était le point central dans notre démonstration.

Une conjecture naturelle, au vu de ce contre-exemple et de notre
démonstration, est qu’il existe ¢ € S telle que les (¢, ;) soient une
base d’ondelettes et telle que cette base ne dérive pas d’une analyse
multi-résolution.
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